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Resumo

Neste trabalho estudamos equacoes semilineares elipticas onde o termo nao-
linear é uma espécie de perturbacao da funcao linear, cujo coeficiente é o
primeiro autovalor. Usando técnicas classicas de minimizacao e o Teorema
do Ponto de Sela, que é uma variante do Teorema do Passo da Montanha,
mostramos existéncia de solugao.



Abstract

In this work we study semilinear elliptic equations where the non-linear term
is a kind of linear function perturbation, whose coefficient is the first ei-
genvalue. Using conventional minimization techniques and the Saddle Point
Theorem, which is a variant of the Step Mountain Theorem, we show exis-
tence of solution.
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Capitulo 1

Introducao

A partir do século XIX, com Dirichlet e Riemann, introduziu-se uma nova
maneira de resolver Equacoes Diferenciais Parciais. Essa técnica ficou co-
nhecida como Calculo das Variagoes e consiste em encontrar pontos minimos
ou, em geral, pontos criticos do funcional associado a Equacao Diferencial.
O matematico Hilbert foi o pioneiro na utilizacao do método e provou a
existéncia de solugao para um problema de Dirichlet.

O objetivo deste trabalho, é mostrar a existéncia de solugao fraca para o
seguinte problema de Dirichlet:

{ —Au = f(x,u) em €2

1.1
u = 0 na 0%, (L)

onde €2 C R™ é um dominio limitado com fronteira suave. Sobre a funcao
f: Q2 xR — R assumiremos as seguintes hipoteses:

of : ) x R — R é uma funcao Carathéodory:
(i) f(z,t) é mensurdvel em x, para todo ¢ fixo.
(ii) f(z,t) é continua em ¢, para todo x fixo.

o f satisfaz a Condicao de crescimento: 3¢ > 0, tal que

|f(z,8)] <clsP~! +b(x), Ve e Qe Vs >0, (1.2)
onde 1 < p < -5 sen >3el < p<oo, sen =2 ea fungao
/ 2n
be LV (Q),parap’ = =%.



Encontrar solugoes fracas de (1.1) é encontrar os pontos criticos do funci-
onal ¢ : H}(2) — R, definido por:

b(u) = % /Q Vuldz — /Q Flz, u)dz, (1.3)

onde F': 2 x R — R ¢é dada por:

F(z,s) = /US f(z,&)de. (1.4)

Note que, no espago de Sobolev H} (), o funcional ¢ estd bem definido, de-
vido a condigao de crescimento (1.2) e a desigualdade de Poincaré.

Este trabalho foi desenvolvido tomando por referéncia o artigo publicado
por Figueiredo [6], onde serdao utilizados dois métodos para encontrar os
pontos criticos do funcional (1.3): minimizagdo do funcional e o Teorema
do Ponto de Sela. Para aplicarmos tais técnicas, precisaremos definir alguns
conceitos, a saber:

e 0s limites assintéticos:
Ki(x) := limsup 2(z,5) e Li(x) := liminf izs,s)’

s—+oo s? s—+oo S

e as funcoes : G, : QX RT - ReG_:Q x R~ — R, definidas por :

F(z,s) = %Ki(:c)SQ + Gy(x,s),s >0 (s <0)

que sao perturbarcgoes da parte quadratica envolvendo K. E os limites:

[y () := lim SupM,%(x) — liming )
S—r+00 S s—+00 S

I'_(z):= 1imsupM,7_(x) := lim inf —G_(‘T’S)‘
S——00 S S——00 S

Para uma funcao dada m(z) : L"(2) — R,r > 7 trabalharemos com o
problema de autovalor com peso,

—Au = pym(z)u em
u = 0 na 0f),



onde p; = pj(m(x)), j = 1,2..., denotam os autovalores. A funcao m(x) é
conhecida como fungao peso.

Temos que py(m(z)) é o primeiro autovalor do problema de autovalor com
peso m(z) e seu quociente de Rayleigh satisfaz para todo u € H}(Q):

(s Jo |VulPd
) = T s

No capitulo 2 deste trabalho serao apresentadas as defini¢oes mais gerais
e que serao importantes para leitura deste texto.

No capitulo 3, trabalharemos com a técnica de minimizagao do fun-
cional, onde mostraremos que o funcional definido em (1.3) tem ponto de
minimo. Para provar esse fato, utilizaremos o seguinte resultado:

Teorema (3.1): Seja H}(Q) um Espaco de Hilbert e suponha que ¢ : H}(Q)
— R satisfaga:

(i) ¢ ¢é fracamente semicontinuo inferiormente, ou seja,
é(u) < liminf, o ¢(uy,), sempre que u, — u fracamente em Hj (),

(ii) coercivo, ou seja, ¢(u) — +oo, sempre que |[ul| g1 ) — +0oo.

Entao, ¢ é limitado inferiormente e existe vy € HJ(Q) tal que ¢(uy) =
inf,e 1 () G(w).

Com isso, teremos quatro resultados validos sobre a solucao do problema
(1.1), o primeiro resultado segue:

Teorema(3.2.1): Considere o problema (1.1):

—Au = f(x,u) em §)
u = 0 na 051,

com a fungao f satisfazendo a condicao (1.2) e ser Carathéodory. Se existem
fungoes K9 ¢ K° € L7(Q), r > & tal que Ky < KY e

(i) KY <0oup(KY)>1
(i) K° <0ou (K% > 1

Entao o problema possui solucao fraca.



Os outros resultados de existécnia de solugao deste capitulo, irao utilizar
os problemas conhecidos como ressonantes, ou seja, problemas em que os
limites assintéticos K4 pertencem ao espectro do laplaciano. Trabalharemos
com os seguintes casos:

(AK€ L'(Q), r> %, tal que pu (Ky) =1epu(K-) > 1,
(B)K_ € L"(Q), r > &, tal que jy (K_) =1 e pi (Ky) > 1,
(C)Kx € L(Q), r > §, tal que py (K_) = pu (Ky) = 1.

Em Paiva [9] é possivel encontrar outros exemplos e resultados para es-
tes tipos de problemas.

Segue abaixo, o resultado de existéncia de solugao utilizando o caso resso-
nante (A), o teorema também ¢ vélido para os casos (B) e (C) :

Teorema (3.2.7) : Considere o problema (1.1):

—Au = f(x,u) em )
u = 0 na 05,
com a funcao f satisfazendo a condicao de crescimento (1.2) e ser Carathéodory.

Suponha o caso ressonante (A) e também que a fungao I'y € L"(Q),r >
com:

/ Ty (2)s (2)dz <0,

onde ¢4 (x) > 0 é solucao de

—Aty = Kyt em Q
Y4 = 0 na 0,

entao o problema possui solucao fraca.

No capitulo 4, aplicaremos uma versao do teorema do Passo da Monta-
nha, um resultado bastante importante que vem sendo usado para encontra-
mos pontos criticos, devido a Ambrosetti e Rabinowits[1], segue:

Teorema do Passo da Montanha: Seja ¢ € C'(Hj,R) satisfazendo a
condi¢ao de Palais-Smale. Suponha também:



i) ¢(0) =

(i) 3 constantes ra > 0;6(u) > a,se ||ul| =r;

(iii) Jv € HY(Q) tal que ||v]| > r, ¢(v) < 0.

Defina 7 = {g € C([0,1]; H}(Q)) ; 9(0) = 0, g(1) = v}. Entao:

¢ := inf max ¢(g(t))

é o valor critico de ¢.
A versao do teorema anterior, mais adequada ao trabalho, é dado pelo:

Teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz: Seja X um espaco de Ba-
nach, onde X = W & Z é uma soma direta de um subespago fechado W
com Z e dimW < oo. Considere @ = {u € W : |jul]| < p},p > 0. Para
¢: X =R eC! temos:

¢ := inf max ¢(y(u)),

onde 7 = {v € C(Q, X);y(u) = uem IdQ}. Se

(i) maxpgep < b=infy ¢,
(ii) ¢ satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale,

entao ¢ > b é um valor critico de ¢.

Esse resultado permite-nos obter pontos criticos do tipo sela e com isso,
mostrar que é vélido o seguinte resultado de existéncia de solucao:

Teorema(4.2.1): Considere o problema (1.1):

—Au = f(x,u) em Q
u = 0 na 01,

onde f satisfaz a condigao (1.2) e é Carathéodory. Suponha o caso ressonante
(C) e que as fungoes I'_ e v, € L"(Q2),r > §, sdo tais que:

[r-@u-) <o



onde ¢_(x) > 0 é solucao de

—AYp_ =K 1¢_em()
¥_ = 0na 0f,

e também,
/ (@) (@) > 0,

onde 94 (z) > 0 é solugao de

—A¢y = Ky em
Tp+ =0na aQ

Assuma também que vale:

1
lg+(z, 5)| < c|s|* + b(x), onde 0 < o < 3¢ be LYQ).

onde,

g+<£L',S) = f(xa S) - K+(l')$, para s > 07
g-(x,s) = f(z,s) — K_(z)s, para s < 0.

Entao o problema possui solucao fraca.

A prova dos teoremas anteriores nao serao apresentadas neste trabalho,
mas podem ser encontradas em [14], [13], [11] e [16], respectivamente.

Para o conhecimento de outros resultados sobre o método do Célculo das
Variagoes, pode-se consultar [3], [4], [5], [8], [12], [15].



Capitulo 2

Premilinares

Neste capitulo, tratamos de alguns pré-requisios para que se tenha uma me-
lhor compreensao dos resultados que apresentaremos. Iniciamos com de-
finicoes gerais de Analise, EDP e Teoria Varacional. Por fim, enunciamos
teoremas que tem grande importancia no desenvolvimento deste trabalho,
como referéncias para este capitulo, temos [13] e [10].

2.1 Definicoes

Observamos as seguintes notagcoes:

e () C R™ é um conjunto aberto, limitado e de classe C*.

e (,) produto interno.

e ||.|| norma.

e 1 = medida de Lebesgue.

e O espago das fungoes continuas em 2 é denotado por: C(£2).

e O espaco das fungoes k vezes continuamente diferenciaveis em (2 é de-
notado por: C*(Q).

e O conjuntos das fungoes infinitamente diferenciaveis em (2 é denotado
por: C>(£2).

e IV CC () quando seu fecho é um compacto de €.

e O espaco das funcoes infinitamente diferenciaveis e suporte com-
pacto em € é denotado por: C§°(2).

2.1.1 Funcoes mensuraveis e Convergéncias

Definicao 2.1.1. Uma fungao f : 2 — R, onde 2 C R" é dita mensuravel,se
dado A C R aberto, temos que f~'(A) é um subconjunto mensurdvel em §2.



Definicao 2.1.2. Uma funcao f : Q x R — R é chamada Carathéodory,
se satisfaz:

(i) f(z,t) é mensuravel em x, Vt fixo.

(ii) f(x,t) é continua em ¢, Vz fixo.

Definigao 2.1.3. O espago LP(£2),1 < p < 00, é definido como:

LP(Q) :=={u: Q — R ; u é mensuravel e /|u]pdx < oo}

e sua norma é dada por:

1
|ull (o) = (/ ]u|pdx) )
Q

Definicao 2.1.4. O espaco das funcoes localmente integraveis é definido
como:

L (Q)={u:Q— R;/ luldx < 00,V V CC Q}.
1%

Definicao 2.1.5. Dizemos que f,, — f em quase todo ponto (q.t.p.) se:
M C Q, com p(M) =0 tal que Ve > 0 ez € Q/M, AN (e, z) tal que
sen > N(e, ) entao |f,(z) — f(2)] <e.

Definicao 2.1.6. Dizemos que f,, — f uniformemente se:
Ve >0, AN(e); n > N(e)ex € Q= |fu(z) — f(2)] <e
Definigao 2.1.7. Dizemos que f, — f em norma LP(Q2), com f,, f €

LP(Q2), se:

Ve >0, IN(e); n > N(e) = || fu — fllzre) = (/Q | fn — f!pdﬂ)p <e.

Definicao 2.1.8. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que uma sequéncia
{u,} C H, converge fracamente para u € H, se:

o(ux) = ¢(u), Yo € H

onde H* é o espaco dual de H, ou seja:

H*={¢: H— R;¢élinear e 3¢ > 0 tal que |o(u)| < c||ul|}.



Definicao 2.1.9. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que uma sequéncia

{u,} C H, converge fortemente para u € H, se:
lim ||u,, —ul|lg = 0.
n—oo

2.1.2 Espacgo de Sobolev

Definigao 2.1.10. Sejau,v € L}, (). Dizemos que v é a— ésima derivada fraca de u,

/uDO‘gbdx = (=1)l /vgbdx,‘v’qb € (7,

,ap), com oy € NU{O}, o] =g +ag+ ... +a, e

a1 Qoo 7%
pe - 220" O
Oz Oy~ Ogn

onde a = (avy, ...

Denotamos D%u = v.
Definicao 2.1.11. O espaco de Sololev ¢é definido como:

WEP(Q) := {u € L,.(Q),3D € LP(Q),¥|a| < k}

e sua norma ¢ dada por:

v
[ullwrr) == Z /IDO‘ulpd:c 1< p<oo.

| <k

Observagao 2.1.12. 1. O espaco de Sobolev W#P(Q) é um espago de

Banach.
2. Quando k =1 e p = 2, podemos definir o espago de Sobolev:

W2(Q) = HY(Q) = {u € L}(Q); g;‘, € L2(Q),Vi € {1,..n}},

com a norma em H'(Q), dada por:

v ([ +(fore)

Além disso, podemos definir:
OO—HI(Q)
Hy (9) := Cg°()

10



o conjunto das fungoes que se "anulam na fronteira”, ou seja,
Hy(Q) == {ue€ H' (Q);"u= 0" em 0Q}.

O espago H}(Q) é um espago de Hilbert, em relagio ao produto in-
terno:

(u,v>:/QV(u)V(v)dx

e a norma que provem deste produto interno é definida como:
1
2
= </ |Vu|2da:> :
Q

Observagao 2.1.13. 1. O dual do espago H () ¢ denotado por H(12).
Se f € H'(), definimos a norma em H~'(Q), como:

[N

[ullrg () == ((u, v))

Notacio: H () = W, (Q).

1l = sup { () s € HRQ), Julliyey <1}

2.1.3 Teoria Classica de EDP
Definigao 2.1.14. Considere o operador L definido em C?(Q):

n n
Lu=— Z a7 (2)Ug,z; + Z b (2)ug, + c(x)u.
ij=1 i=1
Dizemos que o operador L é uniformemente eliptico se existe uma constante
A > 0, tal que:

D a(@)&& > MEP, Ve € Q,VE e R,
ij=1

onde a”(x) = A(x) é uma matriz simétrica de coeficientes mensuréveis.

Definigao 2.1.15. Dada u € C?*((2), definimos Laplaciano de u, como:

n
Au = E Uy, -
i=1

Observagao 2.1.16. O Laplaciano é um exemplo de operador eliptico.

11



Definicao 2.1.17. Dado A € R, considere o problema de Dirichlet:

—Aw = Aw em
w = 0 na 012,

Caso o problema tenha solucao w # 0, dizemos que A é um autovalor do
Laplaciano e w ¢é a autofuncao associada a .

Definiremos \;, como sendo o primeiro autovalor do operador Laplaciano,
onde sua férmula explicita é dada por:

[ vulfde
A1 = min BT
u#£0€H} () HUHL2(Q)

Observacao 2.1.18. O quociente acima é chamado de Quociente de Ray-
leigh.

Observacgao 2.1.19. Se Q) for compacto, o primeiro autovalor é sempre po-
sitivo.

2.1.4 Teoria Variacional

Definigao 2.1.20. Considere o funcional ¢ : H}(Q) — R. O funcional é
diferencidvel em u € H} (1), se existe T : H}(Q) — R funcional, linear e
continuo, tal que:

i [0t 9) — ¢u) — T(p)|

—0.
lipll—0 ]l

Observacao 2.1.21. 1. O funcional T é chamado derivada de Fréchet
de ¢ e definimos ¢'(u) = T.

Definigao 2.1.22. Dizemos que ¢ : H}(Q) — R € C', se existe ¢ (u),Vu €
Hle¢ : HI(Q) — (H}(Q))* é continua.

Definigiao 2.1.23. Quando ¢ (u) = 0, dizemos que u é ponto critico do
funcional ¢.

Definigao 2.1.24. Definimos K. := {u € H}(Q);¢(u) = ¢,¢'(u) = 0}.
Quando o conjunto K. # &, dizemos que ¢ é um valor critico.

12



Definicao 2.1.25. Dizemos que o funcional ¢ é fracamente semicontinuo
inferiormente em H}((), se tivermos :

o(u) < liminf ¢(u,),

n—-+4o0o

sempre que u, — u fracamente em Hj ().

Observacao 2.1.26. Exemplo de funcional semicontinuo inferiomente:
w—> / |Vw|*dr, onde w € Hy(Q).
Q
Definigao 2.1.27. Chamamos (u, )52, de sequéncia minimizante, quando:

n) — Inf , M — 00.
Blum) — il o), 0 o0

Definigao 2.1.28. O funcional ¢ é coercivo, quando:

¢(u) — +o0, sempre que ||ul| g3 ) — +00.

2.2 Teoremas

Teorema 2.2.1. (Teorema de Fubini): Suponhamos que F € L'(Q; x
0y). Entao, para quase todo x € )y,

Plo) € Li(@) ¢ [ Flo.ydy € i)

Qo
De maneira andloga, para quase todo y € §2s, temos:

F(z,y) € LL(Q) e / F(z,y)dx € L3 ().

Q1

/dx/ F(m,y)dy:/ dy/ F(z,y)dz.
Q1 Qo Qo M

Teorema 2.2.2. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebes-
gue): Seja (f,) uma sequéncia de fungoes integrdveis, tal que f, — fq.t.p.
Se eziste uma fun¢ao integravel g tal que |f,| < g, Vn € N, entao f é

integrdvel e,
/fdx: lim /fnd:c.
n—oo

13
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Teorema 2.2.3. (Lema de Fatou): Assuma f, sio nao negativas e in-
tegraveis, entao:

n—o0 n—oo

/ liminf f,dx < liminf / fndx.
Q Q

Teorema 2.2.4. Sejam (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q2), tais que:
fo— fem LP(Q).
Entao, existe uma subsequéncia (fn;), tal que:
(i) fn,(x) = f(x) ¢.t.p. em Q.
(i) |fn;(7)] < g(x) ¢.t.p. em Q,Vj, onde g € LP(Q2).

Teorema 2.2.5. (Desigualdade de Hélder): Seja f € LP(Q)), g € L1(Q),
coml < p< 4o e%—i—%:l. Entao:

foe L") el folle < I1fllr@llgllae)-

Teorema 2.2.6. (Teorema da Divergéncia): Se u,v € C?(Q) e Q é um
conjunto aberto, com fronteira suave, entdo:

/uAvdx:/ u@dS—/Vqudx
¢ aa On Q

Teorema 2.2.7. Seja H um espago de Hilbert e (u,) uma sequéncia limitada
em H. Entao existe uma subsequéncia (u,,) C (un) ew € H, tal que u,; —
u fracamente em H.

Teorema 2.2.8. Seja H um espago de Hilbert e (u,) uma sequéncia em H.
Se u, — u fracamente em H e ||u,| — ||ul| em H, entdo:

U, — u fortemente em H.

Observacao 2.2.9. Sequéncias que convergem fracamente em H, sao limi-
tadas.

Teorema 2.2.10. Seja Q) C R™ um subconjunto aberto, limitado,n € N el <
p < n. Entao, existe C' = C(n,p,Q) > 0, tal que:
np

[ullza) < CllDull o), Yu € Wy () e 1 < g < p*, ondep” = —

14



Observacao 2.2.11. 1. No teorema anterior, o caso em que p = q = 2,
chamamos de Desigualdade de Poincaré:

ull 2 < ClIVullr2@), Vu € Hy(S).

Observagao 2.2.12. Na desigualdade anterior, ndo podemos trocar Hj(f2)
por H'(Q), pois as fungoes constantes pertencem a H'(Q) e nao satisfazem
as desigualdades de Poincaré, pois possuem derivada nula.

Teorema 2.2.13. (Imersoes de Sobolev ): Se Q C R", for limitado com
fronteira suave, as sequintes imersoes sao continuas:
HY(Q) — LP(Q), 1 <p<oo,n=1oun=2.
2n
n—2

Teorema 2.2.14. (Imerséoes de Rellich Kondrachov): Se Q) for limi-
tado, as sequintes imersoes sao compactas:

H'(Q) = LP(Q), 1 <p<2* n>3, onde2" =

2n
n—2

HY(Q) = LP(Q), 1<p<2*, n>3, onde2" =
Teorema 2.2.15. (Principio Varacional para primeiro autovalor):
(i) A = min{ [, |[ul?dz;u € Hy(Q), |Jullr2@ = 1}

(i1) Além disso, o minimo acima é atingido por uma fun¢do wy, positiva
em €2, que resolve:

—Aw; = Mw; em
wy = 0 na 02,

iii) Seu € H}(Q) € solugdio fraca de:
(iii) 0

—Au = \ju em )
u =0 na 02,

entao u € multiplo de w;.
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Capitulo 3

Minimizacao do funcional ¢

Neste capitulo utilizaremos a técnica de minimizacao, para mostrar que o
problema (1.1):

—Au = f(x,u) em Q
u = 0 na 0f,
onde f é uma fungao Carathéodory e satisfaz a condi¢ao de crescimento (1.2),
tem solucao fraca.
Para garantir a existéncia do ponto de minimo, iremos mostrar que o fun-

cional ¢ definido em (1.3) é fracamente semicontinio inferiormente e coersivo,
com isso, podemos utilizar o seguinte resultado:

Teorema 3.0.16. Seja H(Q)) um Espago de Hilbert e suponha que
&:HYQ) = R é

(i) fracamente semicontinuo inferiormente, ou seja, p(u) < liminf, . d(u,),
sempre que u,, — u fracamente em H}(Q).

(it) coercivo, ou seja, ¢p(u) — +o0, sempre que |[ul| gy ) — +oo.

Entio ¢ ¢ limitado inferiormente e exviste ug € H}(Q) tal que ¢(ug) =
iﬂfueHg(Q) P(u).

Nas proximas segoes provaremos que o funcional (1.3), satisfaz (i) e (ii).

3.1 Semicontinuidade inferior fraca

Vamos iniciar mostrando que ¢ é fracamente semicontinuo inferiormente, ou
seja, mostraremos:

o(u) < liminf ¢(u,),

n——+00
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se u, — u fracamente em H}(Q). Seja u, — u fracamente em H}(9).
Usando a definicao de ¢, precisamos mostrar que

/\Vun|2dx—/F(x,un)dx1.
0 Q

Usando o fato que o funcional ¢ : H}(Q) — R, definido como:

v = [ [vofds

1
—/|Vu\2dx—/F(9c,u)d:v§hminf
2 Jo 0

n—+oo

é fracamente semicontinuo inferiormente, ja temos que:

/|Vu|2dx§liminf/ |Vu,|*dx. (3.1)

Vamos mostrar que:

—/F(x,u)dxghminf—/F(a:,un)dx.
Q Q

n—-+4o0o
Considere (u,, ) uma subsequéncia de (u,) minimizante, ou seja,
lim [ F(x,u, )dr= lim inf/ F(z,uy,)dz.
0

k=400 o n—-o0

Como por hipétese u,, — u fracamente em H{(€2), entdao segue que (u,) é
limitada em H}(€2). Pelo Teorema de Imerséao de Rellich Kondrachov (2.2.14),
passando a uma sequéncia se necessdrio, temos que u,, — u fortemente em L*((2) .
Além disso, u,, — u q.t.p. .

Usando a definigdo de F' em (1.4), temos:

Fa) = [t
< [ (el o)

0
EE 4 e

C|unk‘p

D

= c
+ b(z)up, .

Entao,

[t |7 B
c + b(z)un, — F(z,uy,) > 0.

17



Note que, podemos aplicar Lema de Fatou (2.2.3) na desigualdade anterior:

p P
/Qlligligof c%—i—b(m)unk—F(x Up,, )dx < lligligof g c%—i—b(w)unk—]j(:ﬂ, Up,, )dx,

IUnk\

somando em ambos os lados o termo — [, limy,_, ;o ¢ + b(z)uy, , temos:

P P
/Qllir_rﬁ&f [c% + b(x)uy,, — F(z, unk)} dx — /lel)riloo c% + b(x)up, dx

. U, |P . |y, [P
< limnf / ML b, ~ Bl o — [ i o 5E bz, do(3.2)

Agora trabalharemos com um lado de cada vez, da desigualdade acima.
Comegaremos desenvolvendo o lado direito de (3.2).

‘u'nk|

Note que, existe limy_, o ¢ + b()u, € é dado por ¢ 4+ b(z)u q.t.p.

Entao podemos escrever:

. . |unk ’p : |unk ‘p
liminf | ¢—%— + b(z)u,, — F(z, uy, )de — lim ¢—=— + b(x)u,, dx
Q P

k——+o00 Q k——+o0 p

o |, |P |ulP
= liminf c—=— +b(x)up, — F(z,uy, )de — | c—— + b(x)udz| ,
Q

usando propriedade de integral e lim inf, chegamos na seguinte desigualdade:

P p
légli&f/gc% + b(x)uy, — F(z,up,)dr — /nggloo c% + b(z)uy, dx

< liminf/—F(x,unk)da:. (3.3)
Q

k——+o0

Agora, desenvolvendo o lado esquerdo de (3.2), vamos usar primeiro a pro-
priedade de integral que nos permite escrever a seguinte igualdade:

p
/hm inf { [t |7 + b(z)uy,, — F(a:,unk)} dx —/ lim cM + b(z)uy,, dx
Q Q

k—+o0 p k—4o00 p

. . |unk |p : |unk |p
= liminf |e——— + b(x)uy, — F(z,uy, )| — lim c—"— + b(x)u,, | dz.
Q

k—+o0 p k—4o00 p

|unk‘

Como existe limy_, . ¢ + b(z)u,,, o lado direito da igualdade anterior

fica:
|ul?

N S T
1 fle—"—+b n, — F n —+b d
/Qér_r}lgo [c ) + b(z)up, (T, u,) — ¢ ) + b(x)u| dx
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= /hmmf —F(x,up,)dx
Q

k—+4o00

= —/F(x,u)dx, (3.4)
Q

segue de (3.3) e (3.4), que:

—/ F(z,u)dr <liminf — /F(x,unk)dx. (3.5)
Q Q

k——+o0

Utilizando (3.1) e (3.5), temos:

o) — 1/ ]Vu\de—/F(m,u)da:

—hmmf/ |V, dx—l—llmlnf/ —F(x,uy,)dx

IN

n—-+00 n——+0o

liminf{ /|Vun] dx—/ (x,un)dx]
n—-+0o

= liminf ¢(u,).
n—-+00

IA

Com isso, mostramos que ¢ ¢ fracamente semicontinuo inferiormente em

HL(Q).

3.2 Coercividade do Funcional ¢

Nesta secao, exploraremos a hipétese de coercividade de ¢. Antes relembre-
mos o problema de autovalor com peso, onde para uma funcao peso dada
m(z) : L"(2) — R, > %, queremos encontrar uma fungao u e autovalores
pi = pi(m(x)), j =1,2... que satisfacam:

—Au = pym(z)u em Q
u = 0 na 0f).

Como exemplo, podemos considerar o problema de autovalor na reta, onde
buscamos u : [0, 27] — R que satisfaca:

—u" = —u
u=0em {0,27}.
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Neste caso sabemos, que temos como solugao u(x) = sen(z).
Agora queremos encontrar uma solugao para um problema ”variante”do an-
terior, utilizando por exemplo, dado o peso m : R — {0,2} — R:

_6—|—6m+x2
m(z) = 2 + 12

Note que a fungao u(x) = (2 + 2?)e” e u(m(x)) = 1 satisfazem :
—u" = p(m(x)).m(z)u
u=0em {-2,0},

logo ¢ solugao do problema de autovalor com peso.
Uma caracterizacao que sera bastante utilizada é a do primeiro autovalor
p1(m(z)), onde seu quociente de Rayleigh satisfaz para todo u € Hg(£):

Jo |VulPdz
fQ m(x)(u)2ds

pr(m(z)) <
Também relembremos as funcoes:

2F 2F
Ki(z):= ligiup % elLi(z):= 1;gli1£lof @

Usaremos essas notagoes para os proximos teoremas.

Teorema 3.2.1. Suponhamos que existam duas funcoes K9 e K° € L"(Q),r >
N/2 tal que Ky < K9 e :

(i) ou K9 <0 ou py (K?) > 1,
(i1) ou K° <0 ou py(K°) > 1.

Entao ¢ é um funcional coercivo.

Demonstracao. Queremos mostrar que ¢ é um funcional coercivo, para tal,
separaremos a demonstragao nos seguintes casos:

(1) K9 <0eK° <0,
(2) m(K%) >1e K° <0,
(3) m(K%) >1e KY <0,
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(4) m(K%) > 1e m(K°) > 1.

Antes mostraremos que para € > 0, vale a desigualdade:

F(x,8) < (K{ +¢€)s* + by, (3.6)

com K9,by,ses>0e K% b_, ses <0, onde by eb_ sdo fungdes positivas
e integraveis, a serem definidas.

Comegamos por demonstrar o caso s > 0. Por hipétese temos que K < K9.
Como

2F (x,s)

K, =limsup 5 < K?r,

s—+o00 S
usando definicao de limsup, dado € > 0 podemos encontrar um M grande
tal que s > M implica

2F (z,s) 0
3—2 § K+ + €.

Segue que

F(z,s) < (K% +¢€)s*. (3.7)

DN | —

Dado z € 2 e 0 < |s| < M, usando a definigdo (1.2) para a funcdo F(z,s) e
a condigao de crescimento para f(z,s), temos:

F(z,5)| = | / F(a €)de| < / @ e)lde < e / €+ ba)de

= Ll e
p
[s[”

= c— +b(x)s
p ()
MP

< c— +b(x)M
p

Tomando by = c% +b(z)M € L'(Q), temos:
|F(I7 S>| S b+, (38)

juntando (3.7) para |z| > M e (3.8) para s < M, segue a desigualdade que
queriamos :

F(z,s) < =(KY +¢€)s* +by,s > 0.
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Agora vamos ao caso s < 0. Analogamente, K_ < K° . Pela definicao de
K_, temos

F(z,s)
2

K_ =limsup < K°.

S§——00

Pela defini¢ao lim sup, dado € > 0 podemos encontrar um M grande, tal que
para s < —M vale:
2F(x,s)

52

< K° +e

logo

F(z,s) < =(K° +¢€)s®. (3.9)

DN —

Dadoz € Qe —M < s < 0, usando a defini¢do (1.2) para F(z,s) e a condigao
de crescimento para f(x,s), temos :

Flas) <P = | [ f6d
-1 ' f, €1
- | /Sof(:v,f)dﬂ
< /Sowf@c,s)rds
< /Oc|§|p_1+b(x)d§

s

Fazendo a mudanca de varidavel 7 = —§ = d7 = —d¢

0 -5
|F(z,5)| < —/ c|rPt +b(z)dr < / c|r|P~t + b(x)dr
—s 0
rI” -
= C? + b(l’)T‘O

— g|P
1=

p
MIP
< cu + b(z) M.
p

+0(x)(=s)
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Tomando, b_ = C‘M‘p + b(x)M € LY(Q), temos que:

Fz,5) <b_, (3.10)
juntando as desigualdades (3.9) e (3.10):

1
F(z,s) < 2(K +e)s*+b_,5<0.

Logo esta provada a desigualdade que queriamos.

Agora vamos tratar dos casos que citamos no inicio da demonstracao, lembre-
se que nosso objetivo é mostrar que ¢ é coercivo.

Caso 1: Quando acontece K¢ <0e K° <0.

Pela definicao:

o(u) = %/Q|Vu|2dx—/QF(x,u)d:r,

separando na parte em que u > 0 e u < 0, onde ut(z) = u(z),u > 0 e
ut(z) =0,u <0eu (x) =u"(x) — u(r), temos:

1 1
—/ |Vu+|2da:—/F(x,u+)dx+§/|Vu_\2dx—/F($,u_)dx,
Q Q

usando a estimativa (
/Wuﬂ dx — /(K9r+e)\u+|2—/b+dx
Q

—/|Vu\ dx——/(KO—l—e)\uFd:c—/bd:c. (3.11)

Como K7 U <0e K° <0, escolhendo € = >‘1 , onde \; é o primeiro autovalor
do problema do Laplaciano. Da estlmatlva ac1ma, ficamos:

slu) > 1[/ yvuﬂ?dw—ﬁ/ ]u*[Qda:]—/berx
2 Q 2 Q Q
1 _2 A _p2
+ [ |Vu [Pde — = [ |u|?dz] — | b_dx.
2 Q 2 Q Q

Utilizando o Quociente de Rayleigh para o A, ficamos:

su) > 1[/ |vu+\2dx—1/|vu+|2dx]—/b+dx
2 Q 2 Q Q
1 1
+ —[/ |Vu_|2d:v——/|Vu_|2dx]—/b_dx.
2 Q 2 Q Q



logo,

1 +)2 1 —2

d(u) > = | |VuT|*de] + =] [ |Vu |*dx] — [ [ bidz+ [ b_dz].

4" Jq 4" Ja Q Q

Como b, e b_ € L'(Q), suas integrais sao finitas, portanto:
ow) = o [ [vuds - e = cilulnye - e
Q

onde ¢; = 1 e ¢p = [ [, bydx + [, b_dx].
Logo ¢ é coercivo, pois sempre que ||ul|g1(q) — +00, ¢(u) — +o0.
Caso 2 : Quando acontece K? <0 e uy(KQ) > 1.

Pela definigao (1.3),

d(u) = %/ﬂWuFdw—/ﬂF(m,u)d:v.

Como anteriormente, separaremos as integrais quando u > 0 e u < 0 e
utilizaremos a desigualdade (3.6) :

1 1
d(u) = —/ |Vu+|2dx—/F(:c,u+)d:c+—/|Vu|2d:c—/F(a:,u)dx
2 Ja 0 2 Ja 0
1 1
5/ |Vu+|2dx—5/(K9r—|—e)|u+|2dm—/b+dx+
Q Q 0
1 1
+ —/ ]Vu_|2dw——/(K9+6)\u_\2d:v—/bdw. (3.12)
2 Ja 2 Jo 0

Temos por hipdtese que ul(KS’F) > 1, entao podemos escolher um € > 0
tal que p1(KQ 4+ €) > 1. Usando o Quociente de Rayleigh para o primeiro
autovalor i1 (K +¢), chegaremos na seguinte desigualdade ( que provaremos
apds a demonstracao deste caso):

1 1 1
(1—51)-/ vt 2z < -/ ywﬂ?da;—-/<K3+e)(u+)2dx. (3.13)
2 Jg 2 Ja 2 Ja

Note que usando (3.13) em (3.12) obtemos:

Su) > (1—51)%/Q|Vu+|2dx—/gb+dx

1 1
+ —/|Vu_|2d:v——/(K9+e)|u_|2dx—/b_dx.
2 Ja 2 Ja Q
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Também temos por hipétese que K < 0, escolhendo € = %, segue que:

1 1
o) > (1—51)—/ |Vu+|2dx—/b+dx+—/ Wu|2dx—/bdx,
2 Q Q 4 Q Q

(1-61) 1

onde 6, = 5 ]

< 1. Tomando ¢y = min{

u1(K13+e) } > 0, temos que:

o(u) 200/ |Vu|2da:—/b+dx—/b_dx.
Q Q Q

Como as fungoes b, e b_ € L'(f2), temos que suas integrais sdo finitas, logo
podemos escrever a desigualdade acima como:

o(u) > co/ |Vul?dz — c,
Q

portanto ¢ é coercivo, pois quando HuHHé(Q) — +00, temos que ¢(u) — +o0.

Observagao 3.2.2. (Prova da desigualdade (3.13)):
1 +)2 1 +12 1 0 2
(1=01)z [ [Vude < - [ [Vu'|"de — - [ (K +€)(u")dr
2 /o 2 /o 2 /o

Demonstracao:
Utilizando o quociente de Rayleigh para o autovalor p; (K + €), temos:

Vu't|?dx
KY < Jo|
MU = TR

entao segue:

/ (K° + o) (u+)2da < ut2dz.
Q

1
pi (K +€) /Q

Escrevendo 67 = < 1, somando e subtraindo 1 a d;, teremos:

1
1 (K9 +e)
/(K2+e)(u+)2dx < ((51—1)+1)/ vt 2dz
Q Q

/ |Vut|?de — (1 — (51)/ |Vut|*dx.
0 0
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Assim,
(1-— 51)/ |VutPdr < / |Vutdr — /(K_OF + €)(u™)?dw,
Q Q Q

multiplicando por %, chegamos na desigualdade :
1 +2 1 +12 1 0 +\2
—(1—=061) [ [VuT]ide < - [ [VuT|*dz — = [ (K} +¢€)(u")"dz,
2 Q 2 Ja 2 Ja

como queriamos mostrar.

Caso 3: Quando acontece K¢ <0 e py(K?) > 1.

A prova de que com essas hipéteses o funcional ¢ é coercivo é analogo ao
caso 2, logo omitiremos essa demostracao e provaremos o proximo caso.

Caso 4: Quando acontece p1(K9) >1e puy(K?) > 1.

Utilizando a definigao de ¢, temos:

qb(u)—%/Q\Vupdx—/QF(x,u)dx,

separando em u > 0 e u < 0, segue:

1 1
o(u) = —/ ]Vu+|2dx—/F(x,u+)dx+—/|Vu\de—/F(x,u)dx.
2 Ja Q 2 Jo Q

Usando a desigualdade (3.6)

su) > %/Qwuﬂ?dx—%/Q(K2+e)(u+)2dx—/b++

Q

+ %/Q\VU_\Qd:U—%/Q(Kg—i—e)(u_fdx—/bd:z:. (3.14)

Q

Da mesma forma que no caso 2, iremos usar o Quociente de Rayleigh, agora
para os autovalores (K9 +€) e g (K? +€) e chegaremos nas desigualdades

1 1
(1—51)5/ |Vut|Pdx < 5/ \Vuﬂ%x—/([(ﬂ—l—e)(u*fdx
Q 0 0
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(1— 6, /|w 2dy < /|w 2y — /(K9+6)(u_)2da:.

Usando em (3.14) ficamos com:

b(u) > (1—51)1/ \wﬂde—/deu—aQ)l/ |VU]2da:—/bdx,
2 Q Q 2 Q Q

tomando 0 = min{(1 — &;)%, (1 — d2)5} > 0, temos:

5[/ \VU+|2dx+/ |Vu|2dx]—[/ b+dx+/b_da:].
Q Q Q Q

Somando as integrais, usando o fato das fungoes by e b_ € L'(Q) e tomando
co = 0 teremos a seguinte desigualdade:

u) Zco/ |Vul* — ¢
Q

Logo, o funcional ¢ sera coercivo, pois em todos os casos conseguimos mostrar
que quando HuHHé(Q) — +o00, temos que ¢(u) — +oo, provando assim o
teorema.

]

Nem sempre temos que o funcional ¢ (1.3) é coercivo, como ¢ ilustrado
no seguinte resultado:

Observacao 3.2.3. Suponha que existam duas fungées LY e LY € L"(1),
comr>gely > LY., que sdo positivas em subconjuntos de medida positiva
em () e de tal modo que pelo menos um dos autovalores, ul(Li) < 1 ou
p1 (L) < 1. Entdo ¢ nao é coercivo.

Demonstracao. Queremos mostrar que ¢ nao é coercivo, vamos assumir
pa (L) < 1. O caso pi (L) < 1 é andlogo.
Seja 11 > 0 a autofuncao associada a u1(LY ). Note que:
1- lul(LE)i-) > 07
multiplicando a desigualdade por [, LS ¢idz, temos:

(1= (L)) / L0.42de > 0,
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dividindo por [, ¥idx, entéo:

(1 = m(LY)) fo Livide

(3.15)
fQ Yide
Podemos escolher € > 0, tal que:
2 > €
fQ wldm
Agora, mostraremos que existe uma fungao c(z) € L*(Q), tal que:
1
F(z,s) > §(L9r —€)s* —c(x),s > 0. (3.16)

2F (z,s)

Pela definicao L, = liminf,_, , como Ly > LY, segue que

liminf,_, o 2F§§7S) > LY, usando a defini¢ao de lim inf, dado € existe M tal
que para s > M, vale:
2F (z, s) 0
ezl
Multiplicando a desigualdade por % temos:
Lo 2
F(z,s) > E(LJr —€)s . (3.17)

Dado z € Q e |s| < |M], vale:

F(a,5) < |F(z,5)] = | / fle,6)de] < / | f (6l de,

utilizando a condigao de crescimento (1.2), segue que:

[s[”

[ il <c [Clert+ vante = L+
0 0

| M
b(z)s <c

» + b(x) M.

Tomando, c¢(x) = c% + b(z)M € L*(Q) e multiplicando por (—1) a desi-
gualdade acima, temos para |s| < M:
F(z,s) > —c(z). (3.18)

Juntando (3.17) e (3.18):

F(z,s) > =(L% — €)s* — ¢(x),s > 0.

1
2
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Agora utilizaremos a desigualdade acima, para estimar o funcional ¢. Para
r > 0 e usando a defini¢ao de ¢, temos:

o(ryn) = / |V7’1/J1] dx — F(x,ri)dz

usando a estimativa acima para F'(z, s), ficamos :

orin) < / TPz — = / (14— ovtds = [ cla)da. (319

Como ,ul([&) ¢ o primeiro autovalor, podemos utilizar seu quociente de Ray-
leigh e a desigualdade (3.19), obtendo:

2
P(rihr) < —,ul(LO )/S)ng%daﬁ - % /Q(LSJr — e)Yidr — /Qc(a:)dx,

separando a integral que envolve ¢,

2 2 2
P(ripr) < %/ \V%!de—%/Lﬂ]rz/ﬁdx—i-%/qbfdx—l—/c(x)dx,
Q Q Q Q

logo

P(ripr) < 3[(#1(1&) - 1)/91/(_)##% + E/szf]dx — /Qc(x)dx.

Como a integral de ¢(z) ¢ finita e (p(L%) — 1) < 0, pois p1(LY) < 1, temos
que
o(rr) — —o0, 7 — 400,

logo ¢ nao é coercivo.

]

Para demonstrarmos os proximos teoremas de coercividade, sera preciso
definir alguns conceitos importantes. Trabalharemos com os problemas res-
sonantes, citados na introdugao, logo sabemos que K_ e K, sao autovalores
do problema de autovalor do laplaciano. Este fato sera usado como hipotese
nos préximos teoremas.

Comegamos considerando os seguintes casos ressonantes:

(A) Ky e L(Q),r > %, tal que py (Ky) =1e py(K2) > 1,
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(B) K_ e L"(Q),r > 2, tal que i (K_) =1 e py(K9) > 1,
(C) Ky € L"(2),r > 3, tal que puy (K1) = pa (K-) = 1.

Considere também as fungoes : G, : QX Rt - Re G_ : Qx R~ — R,
definidas por :

Flz, s) = %Ki(x)SQ + Gl s),s> 0(s < 0) (3.20)

que sao perturbarcoes da parte quadratica envolvendo K.. E por tltimo
defina os limites:

'y (z) := limsup M, 4 (z) = lim inf Gelo,s) (3.21)
s—+400 S s§—+00 S
e
I'_(z) := limsup M, vy-(z) := liminf M (3.22)
§——00 S $—=—0 S

Agora podemos apresentar o primeiro resultado de coercividade:

Teorema 3.2.4. Assuma o caso (A), ou seja, K, € L"(Q2),r > %, tal que
pr(Ky) =1 e (K2) > 1. Suponha que a fungio T'y € L"(Q),r > 2 e que

/F+(x)w+(x)dx <0,

onde ¥4 (x) > 0 € solugdo de

—AY = Ky emQ
Yy =0 na 0S2,

Entdao o funcional ¢ € coercivo.

Demonstracao. Esta prova sera demonstrada por contradigao. Vamos provar
que se ¢ nao € coercivo, teremos que :

[ @@ 20
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Antes mostraremos que podemos escolher um ¢ > 0 e uma fungdo c(x)
€ L'(Q) (dependendo de €), para o qual vale a seguinte desigualdade:

Gy(z,8) < (T'y(z)+€)s+ c(x), paras > 0, (3.23)

que serd usada para estimar o funcional ¢.

Pela definigao (3.21), temos que:

Iy (2) > 74 (a).
Pela definicao de liminf, Ve > 0,3M > 0 tal que s > M implica:

Gy(z,s
iz )
logo

Gi(x,s
Do) 2 () > S0

somando € e multiplicando por s, a desigualdade fica:

(Ti(z) +€)s > Gi(x,s). (3.24)
Dado um z € Q e |s| < M, usando (3.20), temos :
1
G+(JI, S) = F(LU, S) - §K+827

substituindo a desigualdade (3.6) de F(x,s), temos:

1 1
Gi(z,s) < 5([(3 +€)s® — by — §K+<l‘)52.

Colocando em evidéncia s?, temos para |s| < M,

Gl 5) < (RS +0) = Ko (a)] — by,

onde (K9 +¢) — Ky > 0. Tomando c(z) = 22[(K9 +¢) — K (z)] — by, segue
que:

Gi(z,s) < c(x). (3.25)
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Entao juntando (3.24) e (3.25), teremos a desigualdade que querfamos:

Gy(z,s) <

O préximo passo serd estimar o funcional ¢, pela definigao (1.3)

1
u):—/ |Vu|2dx—/F(x,u)dx,
2 Ja Q

separando na parte em que v > 0 e u < 0, temos
1 +2 + 1 -2 -
=— [ |Vu"|*de — | Flx,u")de+ = [ |Vu |*de — | F(z,u”)dz.
2 Ja % 2 Jo Q

Para o caso em que u > 0, usaremos a estimava (3.20) e para o caso u < 0

(Ce(2) + ©)s + cla), s > 0,

usaremos a estimativa (3.6), entao teremos:

/\vm dx—-/m dx—/G+(x,u+)d.fc
5/Qm—\ dx—é/Q(KO+e)(u‘)2dx—/gb_dx. (3.26)

Suponhamos que o funcional ¢ nao é coercivo, ou seja, existe uma sequéncia
(u,) em Hg () tal que |¢(u,)| < B e ||u,|| — oo, substituindo (u,,) em (3.26)

e dividindo por ||u,||? temos:

¢(un) 1/ Vug® 1 s |” / ]
>= “dr—— | Ky(x)—=dr— | (Ty(z) +€)—"—dx
|2 HunH2 2Jo " uall? " H Un|?
\Vunde_l/ (KY +€)(

HunH2 lunl* 2 Ja HunH2 HunH2
Escrevendo v, = p=, onde vl = Z’Z 1€V, = ﬁ, a desigualdade anterior
fica:

[0
> L [ gurp dx——/K Yo 2 da:—/(F (2) + )1 gy
||un||2 2/ " " [l
1
—/ —de+—/ yw;|2da:—-/(f<0+e)\v;|2dx
||Un|| Q 2 Ja
(3.27)

/ fun?

Como v, é limitada em H}(Q), pelo teorema (2.2.7) temos que v, possui
uma subsequéncia que converge fracamente para vy € H}(Q). Pela imersao
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compacta de Sobolev (2.2.13), temos que v, — vy em L?(Q). E ainda,
v = v q.t.p. em H(Q).

Por hip6tese 1 (K°) > 1, entao podemos escolher um e tal que pu; (K° +¢€) >
1. Afirmamos que, usando o quociente de Rayleigh desse primeiro autovalor
temos que a parte que envolve v, sera limitada inferiomente por zero. De
fato:

1 1
! / Yoy Pde — / (K + o)y Pde
2 Jo 2 Jq

v

1 1
1 / Vo2 — & / i (K° 1 (K + o)Jog Pde
2 QO 2 Q

1 1
> -/|w,;|2dx—-/ Tu-[2dz = 0. (3.28)
2 Q 2 Q

Fazendo n — oo, ||u,|| — oo, entéo:

[N A
/“*“)n wl

1 1
! / K (@)|o} [2de — © / K, (@)|og [2d,
2 Ja 2 Jo

pelo Teorema da Convergéncia Dominada (2.2.2).

(i) -

(iii)

(iv) : Como v} — vy fracamente em H{(€2) e o funcional w — [, [Vw|*dz
é fracamente semicontinuo inferiormente, temos:

n—o0

1
lim inf = / lut|? = hrn 1nf—||Vv+HL2 > —HVUSFHLz = 5/ |Vog |?
Q

Aplicando (i), (ii), (iii), (iv) e (3.27) na sesigualdade (3.2.8), ficamos com

1 1
0> 5/ |Vug|? — 5/K+|v0+|2. (3.29)
Q Q
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Note que vg é solugao de —Av, = K 1, na Q,, = 0 na 95 e portanto,
vy = 0. Para ver que vy ¢ solucio, basta mostrar que:

1 1
0< -/ |w0+|2—-/K+|UO+|2. (3.30)
2 Ja 2 Jo

De fato:

1 1 K
5/\wg|2d;c—§/f(+yvg|2dx = /yv HPdx — 1<2 +)/K+|v0+12dx
Q Q Q

1
> /|Vva“| dﬁ——/WvSerx:O.
2 Jo 2
Por (3.29) e (3.30), temos que :

/\Vvarldw——/K+]vo+\dx—0:> /]Vv(ﬂdx— /Kﬂvﬂdw

e pelo Teorema da Divergéncia (2.2.6):
1

—/ —vf Alvg |Pdz = / Vg Vg dz,

2 Jq Q

do que decorre que —Avg = K vy no sentido fraco.
Voltando a desigualdade (3.27), mas dessa vez juntando as integrais que
envolvem o Vv, :

v |
> L [ u, dx——/K Vot Pz — /( L@ oy
||Un||2 / " [[wn |
(K° + €)|v, |*dx — / (3.31)
/HunH2 2/ | nH2

Observe que [, |Vv,|*dz = 1, pois

n 1 1
Jwe = [ e P = o 195 = ol =

entao quando [Jv,|| = co,n = o0 e [, |Vv,|*dz = 1, a desigualdade (3.31),
fica:

0>———/K+|va'| dx,
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segue que vy # 0 e vy > 0, conseguentemente, vy = vy — vy, = vg > 0 em
Q.

Temos por hipétese que p1(K ;) = 1, usando seu quociente de Rayleigh na
desigualdade (3.31), temos:

1 1
> = anQda:——/ Vv*de—/F x
||unu2—2/g' do=g [, [Venlde= | @)+ |un|| A

1/ 0 9 / b_
— [ (KZ 4+ ¢, |de — | ——=dx
2 J e e

Como puy(K°) > 1, segue que p(K° + €) > 1 para € pequeno e com isso,
usando o quociente de Rayleigh para 1 (K° + €) e também que,

1 1 1
2/]V'Un| dx——/]V’uﬂ de = = /\VU *du,

¢(un) . X | nl T —
Funl? = JARCRY T IS TP ™ / TP ™

Multiplicando por ||u,|| e fazendo ||u,| — co,n — oo, ficamos com

0>— /(F+ + €)vy dx,
Q
ou seja,

/(F+ + €)vg dx > 0.
Q

Quando € — 0, temos que fQ(F+vo)dx > 0, com vy > 0. Contradizendo, a
hipdtese que fQ(F+vo)da: < 0. Logo, ¢ tem que ser coercivo.

]

O préximo teorema é analogo ao anterior, sua prova sera dada de forma
mais direta, sem muitas justificativas.

Teorema 3.2.5. Assuma o caso (B), ou seja, K_ € L"(Q),r > %, tal que
pi(K-) =1 ey (K9) > 1. Suponha que a fungio y- € L"(Q),r > % e que
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[r-@@ >0

onde _(x) > 0 € solugdo de

—AYp_ =K ¢ em$)
Y- =0 na S,

Entdo o funcional ¢ € coercivo.

Demonstragao. J& sabemos de (1.3) que

/|w\ dx—/ Flz, u)dz,

separando na parte em que u > 0 e u < 0, temos:

1 1
:—/|Vu+|2dx—/F(az,u+)dx+—/ ]Vu_|2dx—/F(x,u_)dx,
2 Ja Q 2 Jo Q

para o caso em que u > 0, usaremos a estimava (3.6) e para o caso u < 0,
usaremos a estimativa (3.20), entdo teremos:

dlu) > %/ |Vu+]2d:c—%/(Kﬂ—l—e)(qu)zdx—/Qberx

+ /|Vu |d:L‘——/K de—/G_(x,u_)dx.

Usando a definigao (3.22), conseguimos mostrar que podemos obter um e, tal
que:

G_(x,5) < (v-(2) + €)s + ¢ (x),
para s < 0 ¢ ¢ (z) € L'(), segue que
o) > L / vt Pz — = / (K® + ) (u" e — /Q bodz +
+ /|w |dm——/K dx—/(v_(x)+e)(u_)dx
- /Q z)da. (3.32)
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Suponhamos que ¢ nao seja coercivo, entdo existe uma sequéncia (u,) €
Hy(9) tal que |¢(uy)| < B e |lun|| = oo . Definindo v, := =5, (passando a
uma subsequéncia se necessario ), como v, é limitada, pelos teoremas (2.2.7)
e (2.2.13) converge fracamente em H} (), fortemente em L?(2) e q.t.p. para
uma fungao vy em H} (). Podemos entao reescrever a desigualdade (3.32)
como:

const

1 1 b
> —/ |Vv,ﬂ2d:c——/(K?r—i-e)]v;\de— — _dx
2 Ja 2 Ja

[ [ o llun]l?

2 vt =g [ Kbt oo o
+ — [ |V, |"de — = | K_|v,|"de — [ (v-(z) 4+ €)——dx
5 | Vvt =5 [ Kot — | (@) o

CI
—~__du. (3.33)
/Q [ ]|

Por hipétese temos que ul(Kﬁ)r) > 1, logo podemos encontrar um € tal que
p1(KQ +€) > 1. Note que, usando o quociente de Rayleigh de p1 (K9 + ),
temos que a parte que envolve v é limitada por zero. Fazendo ||u,| — oo
em (3.33), temos:

1 1
0> —/|Vvo_|da:——/K_|v0_|2dx,
2 Ja 2 Ja

com isso, podemos mostrar que v, ¢ solugao do problema

—AY_ = K_(z)_ em
1_ = 0 na 0,
portanto, vy = 0.

Observe que [, |Vv,|*dz = 1, usando esse fato na desigualdade (3.33) e
fazendo ||u,| — oo, temos:

1 1 1
0> ———/(K?L+e)|var|2dx——/K_|vo_|2dx,
22 Jq 2/,

com isso, v, # 0 e vy, > 0, consequentemente vy = vy — vy > 0 em .
Por ltimo, por hipétese temos que pq(K_) = 1, se usarmos o quociente de
Rayleigh para esse primeiro autovalor e também para i (K_ + €), temos:

o} / v / d by
> _ 4 e)—2—dx — —dx — dx
A A LRRATN Kl A P TEL A T
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Multiplicando por ||u,|| e fazendo ||lu,| — oo, temos que:

0> /(7_ + €)vg dx.
0

Como € — 0, segue que 0 > fﬂ(v_) vg dx, com vg > 0, o que contradiz nossa
hipétese. Logo ¢ tem que ser coercivo. O]

Segue abaixo, o ultimo teorema usando casos ressonantes.

Teorema 3.2.6. Assuma o caso (C), ou seja, Ky € L™(Q2),r > %, tal que
p(Ky) = pi(K-) = 1. Suponha que as fungoes 'y ey_ € L"(2),r > 5, sdo
tais que:

@) <o

onde ¢Y_(x) > 0 € solugao de

—Ay = K¢, em
Yy =0 na 09,

e também,
[r-@e-@ >0

onde _(x) > 0 € solugdo de

—AyY_ =K ¢_em()
u =0 na 01,

Entao o funcional ¢ € coercivo.

Demonstracao. A prova deste teorema, também sera feita por contradicgao,
vamos supor que ¢ nao ¢ coercivo e chegar em uma contradicao com as
hipéteses de T'y e v_. Ja foi mostrado que usando as definigdes (3.21) e
(3.22), temos as seguintes desigualdades:

Gi(z,s) < Ty +€)s+c(x),s>0
G_(z,8) < (v +€)s+c(x),5<0.
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Usando a definicao de ¢ e separando em u > 0 e u < 0, temos:

1 1
:—/|Vu+|2dx—/F(x,u+)dx+—/ |Vu_|2dx—/F(m,u_)dx.
2 Ja Q 2 Jo Q

Como F(z,s) = 1Kis* + Gy(z,s),s > 0(s < 0), podemos reescrever a
equacao anterior como:

b(u) > / (vt Pz — / K, (2) (u*)2d — /Q (T4 + ) (u)da — /Q (@)l

+ /|VU |d$——/K de—/ﬂ(v_—ke)(u_)dx
- /Q z)dz. (3.34)

Supondo ¢ néo coercivo, existe uma sequéncia (u,) € H} (Q), tal que |@(u,)| <
e ||u,|| — oo. Definindo v, := T (passando a uma subsequéncia se ne-

cessério), como v, é limitada, temos pelos teoremas (2.2.7) e (2.2.13) que
v, converge fracamente em H; (), fortemente em L?*(2) e q.t.p. para uma
fungao vy em H}(Q).

Dividindo a desigualdade (3.34) por ||u,||? e substituindo v,,, temos:

1 1 -
”uﬁH2 _/ |VU:HQCZ$——/K+|Um2dw—/(r++€)‘||vn "‘
_ /HU HdejL /|Vv \d:c——/K Vv, |*dx
— (7= +¢) “n dx—/—dx. (3.35)
/Q [[n | o llua|?

Por hipétese, temos que pi(K;) = 1 e pu(K_) = 1, usando o quociente de
Rayleigh, conseguimos mostrar que:

1 1
— | |vulPde — = | Kijvf]? >0,
2 n 2 + n

Q Q
1 1
—/|vUn|2d;z:——/K|vn\220.

Fazendo, ||u,| — oo, em (3.35):

0> /|VU0|CZZ'——/K+|US_|CZ{L'+ /|Vv0|dx——/K|vO|dx,
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somando as integrais que envolve os gradientes, temos:

1 1 1
0> —/ |Vvol2dr — = / K |vf|Pde — = / K_|vy |*dx.
2 Ja 2 Ja 2 Ja

Com isso, vemos que vy € solugao do problema

—Avy = K, vg — K_vy em
vo = 0 na 0f.

Juntando as integrais que envolvem os gradientes na desigualdade (3.35),
temos:

R 2q L 2gp y ol g
> 5 |Vu,|“dz 5 K. |v)|*dx (F+ +€)——dx —da:
Q Q

[[un? ]

- 3Kl = [ vapipae- [ prpae @39

Usando que [, |[Vu,[*dz = 1 e fazendo ||u,|| — oo, temos que:

O>———/K+|Ua“|dx— /K|v0|dx

com isso vy = vy —vy # 0 e ainda, vy > 0 em 2. Multiplicando a desigualdade
(3.36) por ||u,|| e usando o quociente de Rayleigh para os autovalores (K )
e u1(K_), temos :

e [ vonan- [ i [ vonan- [
> 'y +e)v, de — V- +€)v, dr — dx
Tl =~ Jo T T T~ J,0- 19 o Tan

Fazendo |lu,|| — oo e € — 0, temos que:

0> —/F+U0 dx — / y_vodx,
Q Q

o que nao pode ocorrer, pois se acontecesse iria contradizer a hipétese sobre
I'ye v_, logo ¢ é coercivo.

]

Neste capitulo, mostramos que o funcional ¢ é fracamente semicontinuo
inferiomente e coercivo, logo é possivel aplicar o Teorema 3.0.16 e garantir o
seguinte resultado:
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Teorema 3.2.7. Considere o problema (1.1):

—Au = f(x,u) em )
u =0 na 0,

onde f satisfaz a condi¢ao de crescimento (1.2) e ser Carathéodory.
Assuma as hipdteses do Teorema 3.2.4. Entao o problema possui solu¢dao
fraca.

Observacao 3.2.8. Note que, o resultado acima, vale também substituindo
3.2.4 pelos Teoremas 3.2.1, 3.2.5 e 3.2.6.

41



Capitulo 4

Ponto de Sela

No presente capitulo, também temos como objetivo mostrar que o problema
(1.1) tem solucao fraca. Neste caso, garantiremos que o funcional ¢ definido
em (1.3) tem ponto critico do tipo sela, utilizando o seguinte resultado:

Teorema 4.0.9. (Teorema do Ponto de Sela de Rabinowitz): Seja X
um espaco de Banach, onde X = W & Z é uma soma direta de um subespago
fechado W com Z e dimW < oo. Dado p > 0, considere Q = {u € W : |ju|| <
p}. Para ¢ : X — R € C', defina:

= inf
¢ := inf max ¢(y(u)),

onde T ={y € C(Q,X);v(u) =uemdQ}. Se

(1) max gg ¢ < b= infy ¢,
(i1) ¢ satisfaz a condi¢do de Palais-Smale,
entao ¢ > b é um valor critico de ¢.

Nas proximas segbes iremos verificar que o funcional ¢ (1.3), satisfaz
as hipoteses do teorema anterior. Na secao 4.1, mostraremos que ¢ €
C1(HL(Q),R). Na segao 4.2, demonstraremos resultados que irao validar
as hipéteses (i) e (ii) do teorema anterior. E por dltimo, na segdo 4.3 mos-
traremos como aplicar o teorema 4.0.9.

4.1 Diferenciabilidade do funcional ¢

Vamos provar que ¢ ¢é diferencidvel. Sabemos por (1.3) que

b(u) = %/Q|Vu|2dx—/QF($,u)d:):.
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Denotaremos,

[l 7
o1(u) = %/Q]Vu\?d:v: +® e ¢o(u) :/QF(:E,u)d:z:.

A prova sera dividida em duas etapas, primeiro mostraremos que ¢, €
C(H}(Q),R) e depois 0 mesmo para ¢s.

Afirmacao 1: ¢, é diferenciavel.

Seja u € HL(Q), entao Yo € H} (), temos:

00w _ 1 fut ol ul?
ov 2 -0 t
1 2
= 2 lm (o) + 1]
1
= §2<U7U>—<U,U>

Agora vamos mostrar que de fato :
¢1(u) = <ua '>’
ou seja, que nossa candidata é realmente a derivada de ¢,

N 1 0t 1 e X R ] e

o] =0 l|lv]| Tl 2fv] T wieo 2

Y

portanto ¢; ¢ derivavel em H} ().

Para mostrar a continuidade de ¢/, provaremos que se u, — u em H} (),
entao:

61 (wn) = é1(u) em H™H(S2) ou seja, (|6 (wa) — ¢y (u) | 5-1(0); = 0,m — +oc.

Considere uma sequéncia (u,) C H}(Q2),tal que u,, — u converge fortemente
em H}(Q). Dados, € > 0ev € H}(Q); ||v]| <1, temos para n suficientemente
grande:

(1 (un) = 61 (w))v] = [{un — u, 0)| < [Jun —ull ol < e,
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o que implica:

161 () = & (W m-1@y = sup (¢ (ua) = &) ()] < e.

veHJ(),]lv]|<1

Logo,
161 (un) = &1 (u) |l 11-1(0) = 0, — +o0,

entdo ¢, é continua e portanto ¢; € C'(H(Q), R).
Afirmacgao 2 : ¢, € C'(H}(Q),R).
Para a diferenciabilidade, considere u € H}(Q2). Defina r por
() = da(u-+0) — éafu) = [ fau)uds, o < HY(Q).
Q
Resta mostrar
lim _]r(v)| =0
o flof

ou seja, dado € > 0,36 > 0 tal que se ||v|| < § temos |r(v)| < €v]|.

Usando a defini¢ao de ¢9, temos que (4.1), fica :

r(v) = [/Q F(m,u%—v)dx—/ﬂF(m,u)dx} —/Qf(x,u)vdx.

Considere uma funcgao
g:10,1] = R, g(t) = F(z,u+ tv).

Note que, g é continua e que ¢'(t) = f(z,u + tv)v.
Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

[ awa = g-g0
/Olf(:v,u+tv)vdt = F(z,u+v)— F(z,u)

/Q/Olf(x,u—l—tv)vdtdx = /QF(IaU‘f‘U)—F(J;,u)dx,
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Usando a tltima igualdade em (4.2), temos:

r(v) = /Q:/lof(x,u—l—tv)dt} dx—/ﬂf(x,u)v dx

rv) = /Q /f(f(x,u—i—tv)—f(x,u))vdt} dx

0
rl < [ [ 1500 - s ol ds
o l/1
Aplicando o Teorema de Fubini (2.2.1), obtemos:

()| < /10 Ug|f<x,u+m)—f(x,u)||U|dg;} dt. (4.3)

Seja p = % =2ep = n2—f:2, note que % + [% = 1. Das imersoes de Sobolev

(2.2.13), temos que v € LP(Q). E ainda, f € L¥'(Q) pois,
1 , 1
/ o)l de < / (el + b(z)] da
0 0
1 ) /
< / & |u|P~VP dg 4 b(z)P dx
0 1 / 1 /
= Kl/ |u| PP dx—i—/ b(x)? dx,
0 0

como por hipétese b € LP' (), temos que sua integral é finita, logo:

1
/ |fz,u)Pde < K, / |u| PP do + K. (4.4)
0 Q
Note que:
2n n+2
1l < p—-1<—-F—-1=
b n—2 n—2
2n n+2 2n 2n
1<1 < - 1)p' < = =2*n>3
n+ 2 (v p n—2n+2 n-—2 "=
I < (p—1)p <2~

Pela imersdo de Sobolev (2.2.13), temos u € L®~Y7(Q), logo:
1 /
/ lu| PP dz < +o0.
0
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Segue que:
1
/ |f (@, u) [P de < 400,
0

entdo f € L¥ (). Aplicando a desigualdade de Holder (2.2.5) em (4.3):

1
1< [t ) = F@) o ol
Agora vamos provar que:
flz,u+tv) = f(z,u) em Lﬁ(Q), uniformemente em t.
Uma forma equivalente seria,
fz,u+tv,) = f(zx,u) em Lﬁ(ﬂ), uniformamente em t, onde

v, — 0, quando n — +o0.

Considere v, € H}(Q), onde v, — 0 em H}(Q). Da imersdao de Sobolev
(2.2.13), v, — 0 em LP(£2), a menos de uma subsequéncia, pelo teorema
(2.2.4) temos

|vn(z)| < g(x), onde g € LP(Q).

E ainda,
(u+ tv,) = uwem LP(Q).

Assim, a menos de uma subsequéncia temos:
(u+ tv,)(z) = u(zx) g.t.p em Q.
Segue que
|(u + tv,)| < |u(z)| + to,(z)| < |u(z)] + g(x), q.t.p em Q, Vi € [0,1],
onde |u| + g € LP(Q2). Note que f € C(22 x R, R), logo:

f(z,u+ tv,(x)) — f(z,u(z)) q.t.p em

|f(z,u+ toa(z) — fz, u(@))|7T — 0, q.t.p em .
Usando a condigao de crescimento, hipdtese inicial que temos sobre f:

f (2, 0+ toa(2)) — [z, u(z))]|7T (clu+ toa]P™" + b(z) + clufP ™" + b(z) )7

<
< D[cv T |u+ tv,|” + b(z)”
_.I_

1 ulPt + b(x)].
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Como t € [0,1] e b(z) € LP (), temos:

[f (@, u + tog(2)) = f (o, ulx))] Kilul” + (9(2))" + Ky + Kslul” + K4

KlulP + (g(x))? + K5 € L'(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (2.2.2) :

lim (/Q|f(a:,u+tvn(x)) —f<x,u(x))|zf’1dx) _0.

n—o0

Entao, ,
flz,u+tv, () = f(z,u(x)) em Lr—1(9).

E por dltimo, mostremos a convergéncia uniforme em ¢ € [0, 1]. Suponha por
contradicao, que nao temos a convergéncia. Logo

Jeo > 0 ety C[0,1]; |f(w,u+ty,vn,(2)) — f(o,u(x))] > €, Vn; € N.
Analogamente as contas anteriores, chegamos que a menos de subsequeéncia,

dado € >0, Ing € N; || f(z,u + vy, (2)) — f(z,u()) <€, ¥Yn; > ny,

HL%(Q)
uma contradi¢ao com nossa suposicao, logo :
f(@,u+tv,) — f(z,u) em LP'(Q),
uniformemente em ¢ ,onde v, — 0 em H} ().
Dado € > 0,36 > 0; || (2, 4+ tva) — /&, u(2)) 1@y < €, sempre que o] <
Vt € [0, 1] temos entao que (4.3) fica:
()] < ellolen,
pela Imersao de Sobolev (2.2.13),
r(0)] < Cellol, com [Jo]] <&

Segue que ¢y é diferenciavel, com:
¢ (u)v = / f(z,u)vdr, Yo € Hy(S2).
Q
Agora, iremos mostrar que:
|y (w4 vn) — dy(w) || m-1() — 0, sempre que, v, — 0,17 — +00.
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Considere uma sequéncia (v,) C H}(2), onde v, — 0 em H}(Q). Da
imersao de Sobolev (2.2.13), segue que v, — 0 em LP(Q?) , logo (u + v,) —
wem LP(92).

A menos de uma subsequéncia,

(u+v,)(z) = u(z) q.t.pem Qe

|(u+v,(x))] < g(z) q.t.p em Q, onde g € LP(2).

Como f € C(©2 x R,R), temos:
flz,u+v,(x)) = f(z,u(z)) q.t.p em Q.
Portanto, ,
|f(z,u+ v, (x) — f(z,u(x))|~T — 0 q.t.p em Q.

Além disso, usando a condicio de crescimento de f, b(z) € L e que |u +
v ()] < g(x) q.t.p em Q, temos:

(clu + tvn [P~ + () + clulP ™ + b(x) )77
7T [u + tv, [P + b(x)” + 5T |ufP

b(x)”

Chlul? + |v,|P + Cy + Cslul? + Cy

ClulP + g(x)? + C" € LY(Q).

IA

| f(z,u+ to,(2)) — f(z, u(x))’ﬁ

ININ + A

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (2.2.2):

i ([ 1760t )~ Sl u(a)] e ) =0,

n—o0

segue que f(z,u+ v,(x)) = f(z,u(z)) em L (Q).

Logo, dado € > 0,3 ng € N tal que || f(z,u + v,(x)) — f(x,u(a:))HLp/(Q) <
€,VYn > ny.

Sendo h € Hj (L), temos:

163+ v)h — By(u)h] < / @t v) — fz,w)| |hlde.

Como |h| € LP(Q) e |f(z,u + v,) — f(z,u)| € L¥(Q), podemos aplicar a
desigualdade de Hélder (2.2.5) e obter:

|05 (w4 vn)h — dh(u)h] < |If (2, +va) = F (2, 0)]| Lo o) | 1| o)
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Pela imersao de Sobolev (2.2.13),
|05+ vn)h = @y (u)h| < K[| f (2, u+ vn = fz,u))l| o (g [2]] < € se ||p] < 1.
Entao, temos:

|95 (utvn)—do(u)|lg-10) =  sup  [(dp(u+v,) — d5(u)) b < €,¥n > ny,
ReHE(Q),||h]|<1

logo
105+ va) = @o(u) [ r-1(0) — 0.

Portando, ¢, é continuo e com isso, ¢o € CH(H}(Q2),R).
Como ¢y, ¢o € CY(HY(Q),R), mostramos entao que ¢ € C*(H(Q2),R).

4.2 Condicao de compacidade Palais - Smale

O préximo teorema ird nos garantir que ¢ é ilimitado inferiormente, note que
com isso ¢ nao sera coercivo. Nossas hipdteses sao:

(i) O caso (C), ou seja, Ky € L"(Q),r > § sao tais que p(Ky) =
p(K-) =1

(ii) As fungoes I'_ e vy € L"(2),r > % satisfazem respectivamente:

[T <0< [ () @), (45)
Q Q
com 9,1 > 0 solugoes dos problemas

—A¢py = Ky em
Y, = 0 na 0f,

—AY_ =K 1_em ()
Y_ = 0na 0f,

Observagao 4.2.1. Note que a hipétese (C), estd tanto na parte em que

falamos de coercividade, quanto agora que iremos tratar da nao coercividade

do funcional. Apesar de parecer estranho, basta notar as hipdteses que foram

feitas sob v4,v_, '+, I'_ em (4.1) e no Teorema 3.2.6.
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Teorema 4.2.2. Assuma (C) e (4.5). Entao:

(1) o(rpy) = —o0, p(—rih_) — —o0, quando r — +o0.

(i1) Existe um hiperplano H que separa estritamente 1, e —_, onde o fun-
cional ¢ € limitado inferiormente.

Demonstracao. Iniciaremos provando o item (i). Pela defini¢ao (1.3) do fun-
cional ¢, temos que para r > 0:

o(roy) = /|V7“¢+| dﬁf—/ F(z,riy)dz

usando (3.20) na equagao anterior:

P(riy) = /|V¢+| dl'__/KH"(M‘ dfC—/G+ z, 74 )d

Por hipétese, pu1(K ) = 1, entdo podemos escrever:

P(riy) = /|V¢+| dr — —M (K5) /K+|1/J+| dr — / G (z, 14 )da(4.6)

Usando o quociente de Rayleigh de (K ), temos:

orpy) = / G Pdw— / V0sPde = [ Gulervi)da, (@)

entao

P(ripy) = —/ Gy (z, )y )dx
Q
multiplicando por _71, ficamos com:

_¢<T¢+) :/ G+($a7”¢+).
Q

r r

Usando a propriedade —limsup a = liminf(—a) e o Lema de Fatou (2.2.3),
temos:

lim sup M = —lim inf/ de < / lim inf —(x ri:) erd
Q Q

r—+00 r r—+00 T r—00+ r 1/}+

= —/’Y+w+d5€ <0,
Q

segue que quando r — 400, temos que ¢(rip,) — —oo.
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Analogamente provaremos a segunda parte de (i) que diz que ¢(—ry_) —
—00, quando r — 400, porém agora iremos somente explicitar as contas,
pois os argumentos, sao os mesmos do caso anterior. Para r > 0:

o(=ri) = 5 [ 19(roPde— [ Flo.=rv)ds

_r 2y T 20, _
_ 2/Q|V1/1_|dx 2/er(_|¢_| da /QG_(Q;, P )da

e oo [
= 5 /Q]Vw| dx 5 /Q\Vz/}\ dx /QG(x, ri_)dx
= —/G_(:v,—rw_)dx,

Q

multiplicando por _71 e usando — limsup a = liminf —a:

lim sup olory) —liminf/ _G-l@ oY)
r——+o00 r r—too Jo r
< _/hmmf_wkdx
Q Tt r 77/)_
= — / y_p_dx < 0.
Q

Quando r — +o00, temos que ¢(—r_) = —oc0.

Agora provaremos o item (ii). Por hipétese, ¥, ,1_ > 0 sdo solugdes de:

—Ayy = K¢, em ()

—AY_ =K _em .

Seja, ¢ = % Note que v é a primeira autofuncao associada ao problema
de autovalor com peso:

—AY = p(m)my em Q
1 = 0 na 0,

onde

_ Ko, + K 4
2094 + 1)

p(m) = 1.

Observe que:
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(a) m e L",r > %, pois as fungdes K € L™ e m < mar{K,, K_}.

(b) pi(m) = 1, pois como p(m) = 1 é autovalor e a autofuncao associada a

ele, w*;w*, nao muda de sinal, entdo p(m) é o primeiro autovalor, isto é,

pa(m) = p(m) = 1.

Considere agora H subespago de H}(Q) que é ortogonal a ¢» na norma L?(2),
ou seja,

H = {h € Hy(Q); /h¢dm-0}
Como ¥, > 0 e ¥_ > 0, temos que ¢ = ++w‘ > (. Assim,

/{2¢¢+dx>06 —/szp_dx<0.

Com isso temos que ¥, e —_ estao em lados opostos do hiperplano H.
Resta mostrar que ¢ é limitado inferiormente. Pela definicao (1.3) de ¢ e
F(x,s) = %Kisz + Gi(z,s),s > 0(s < 0), temos que:

o(u) = 1/Wu| da:—/F(:c u)dx

= /|Vu| d:z:——/Ki d:p—/Gi(m u)d.
Definindo :

1 1 1
U(u) = §/§2]Vu\2d:c—§/QK+|u|2dx—§/QK\u]Qda: (4.8)

como sendo a parte quadratica de ¢, vamos provar que ¥ é limitado inferi-
ormente, mais precisamente,

U(u) > c/ |Vul*dz,Vu € H, (4.9)
0

onde ¢ é constante positiva. Com isso, estaremos mostrando que ¢ também
sera limitado inferiormente, pois

- /Q G (z,u)dz > — /ﬂ (T4 +€)u + c(z)d > oo (4.10)
—/QG_(x,u)d:v > — /Q(v_ +e)u+ d(x)dr > —oo.
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Vamos supor por contradi¢do que W nao satisfaga (4.9), entao existe uma
sequencia (u,) C H, com [lu | g1 = 1, tal que :

n—o0

liminf/ |Vun|2dx—/K+|u:|2dx—/K_|u;|2da:SO. (4.11)
Q Q Q

Como (u,) é limitada, pelo teorema (2.2.7) u, — ug € H}(Q) fracamente,
usando a Imersao de Sobolev (2.2.13), u,, — ug em L*(2) e ainda, converge

q.t.p. em Q. Como u,, — ug em L*(2) e H é um hiperplano, entao uy € H.
Aplicando o limite, temos que a desigualdade (4.11) fica:

j@|Vu0de——jQPQJungx——jélﬂJuaFdxf§0. (4.12)

Lembremos que por hipdtese temos o caso (C), entdo sabemos py (K1) =
p1(K_) = 1. Utilizando em (4.8), temos:

/|v|d /K|+|d /K|‘|dx

Aplicando o quociente de Rayleigh dos autovalores p;(Ky) = pi1(Ky) na
equagao anterior, temos que V¥ é limitado inferiormente por zero:

- /|v|d /K|+|d “1 /K|u|dx
> /|Vu\ dx—l/ ]VuﬂQda:—l/Wu_] dr
= 3 2/, 2/,

1 1
- 5/Q|w| dm—§/Q|Vu\2dx—0. (4.13)

De (4.12) e (4.13), temos que:

/\VuOIde - / K, |ud|*de — / K_|ug|*dx = 0. (4.14)
0 Q Q

Como [, |VuZ|dz =1, (4.11) fica:

lim 1—/K+|u:{|2dx—/K_|u;|2dx:0,
0 Q

n—oo

o que implica que uy # 0.
Lembremos um resultado (2.2.8), que nos diz: se w, — ug fracamente em
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H3(Q) e ||un|| — |Jul|, entdo u, — ug fortemente em H}(£2). Note que, entao
up € H, o que implica up muda de sinal em 2. Logo de (4.14) e (4.13), ug ¢é
minimo do funcional ¥ € HJ(f2), consequentemente satisfaz a equagao:

—Aug = K uf — K_ug em Q
ug = 0 na 052,

segue que,

/ |Vug |*dr — / K. |ug|*dz = 0.
Q Q

Entao, ug # 0, j4 que uo muda de sinal e é solucao do problema:

—Aud = K, uj em Q
ug = 0 na 9.

Com isso, segundo o teorema (2.2.15) u§ é um multiplo positiva de v, pois
sdo autofungoes do mesmo autovalor, entao ug = ug. Temos que uy é sempre
positiva, uma contradicao, ja que mostramos que ug, muda de sinal.

Logo, W satisfaz (4.9), provando o item (ii).

No proximo teorema, vamos mostrar que de fato, o funcional ¢ satisfaz:
Condicgao de Palais-Smale: Dizemos que o funcional ¢ satisfaz a condicao
de Palais- Smale, se dada uma sequéncia (u,) € H}(2), tal que ¢(u,) é
limitada e ¢'(u,) — 0,n — 400, entdo (u,) possui uma subsequéncia con-
vergente em H; (£2).

Antes adicionaremos as seguintes hipéteses.

Defina g, e g_, da seguinte maneira:

g+(x,s) = f(z,s) — Ky (x)s, para s > 0,
g—(z,s) = f(x,s) — K_(z)s, para s < 0.

Vamos supor que existem 0 < a < % e be LYQ), tais que:

lg+(z, 8)| < c|s|* + b(x). (4.15)
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Teorema 4.2.3. Assuma (C), (4.5) e (4.15). Entao o funcional satisfaz a
condicao de Palais-Smale.

Demonstragdo. Seja (u,) uma sequéncia em H}(Q), tal que:

[6(un)| < K e [(¢'(un), w)] < €nllw]], Vo € Hy(2), €2 — 0.

Queremos mostrar que (u,) possui uma subsequéncia convergente.

Afirmagao: Se (u,) é limitada, usando a condigdo de crescimento de f,
temos que (u,) tem uma subsequéncia que converge em H}(2).

Suponhamos que ||un| g3 — o0. Seja v, = ”Z—"” Como v, é limitada,
pelo teorema (2.2.7) passando a uma subsequéncia, temos que:

v, — vg fracamente em H; (1),
usando a imersao de Sobolev (2.2.13):
v, — vp fortemente em L*(Q)

e ainda,
v () = vo(x) q.t.p em Hy(€2).

Faremos a prova por etapas:

Etapa 1: Como por hipdtese, ¢(u,,) < K, entao v,, — v, fortemente em H ()
evpoué, oue —P_.

Pela definicao,
1 2
(up) = = |Vun| dx — F(x,un)da:.

Usando (3.16), temos:

/|Vun| dx——/K+ de——/K (u ;)Qdm—/ﬂGJr(x,u:{)dx
/Q _(z,u, )dx.

Dividindo por ||uy,||?, utilizando ¢(u,) < K e[, |Vu,|dz = 1, podemos escre-
ver:

K 1 1/ 1 _ Gi(z,u)) G_(z,uy)
>——— [ Ky (v} 2da:——/k v, de—/ udw—/ ——— 2.
TP = 272 J, Berlon)do=g | ke(en)de= | =0 e |
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Fazendo n — oo, temos que ||u,|| — oo e:

1 1 _
5— /K+v0 da:'—2/K( )2dw,

com isso, vy # 0. Como

/ |Vuol2dz < liminf/ |V, |*dr = 1,
[¢) n—oo QO

0> /|Vvo\dx——/K+vo )idx — /K (0

Por outro lado, como u(K,) = u(K_) =1, decorre

1 1 1

—/|Vvo|2dx = —/|VU3_|2dJI+—/|VUO_’2dZ‘

2 Ja 2 Ja 2 Ja

1 1
—/K+(va“)2d:v—|——/K_(vO_)2d:B,
2 Jo 2 Jo

/ |Vvol2dz = 1.
0

Assim, v,, — vy fortemente em H{(£2). Note que, vy é solugao do problema:

v

logo

—Avg = Kyvg — K_vy em
vy = 0 na 09.

Pelo mesmo argumento dado, no final do teorema anterior, podemos mos-
trar que vg = ¥4 ou vy = —_, vamos assumir que vy = ;.
Etapa 2: A parte negativa (u, ) da sequéncia (u,,) ¢ limitada em H} ().

Vamos supor por contradigdo que acontece ||u,, || — oo. Escrevendo,

Zn = passando a uma subsequeéncia:

[[u 7||’
2, — 2o fracamente em Hj(2),
pela imersao de Sobolev (2.2.13),

2z — 2o fortemente em L?(€2),

e ainda,
zn(T) = 20(7) q.t.p. em Q.
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Por hipétese, temos que:

|6(un)| < K e [(¢'(un), w)| < enlw],

tomando w = u,,, segue:
(¢ (un), 1) < €nllug -

Usando que
1
¢(u;):§/|VU;|2dx—/F(1:,u Ydz e F(x,u,) / f(x, &)d¢E,
Q Q

entao:

@)l = | [ Vv — [ s

= | [ vy - / K_Ju e~ / -~ el < eallu ]
Q Q Q
Segue de (4.15)

y/ \wn\?dx—/f(\un|2dx\—/c\un|a+ldx+/b(x)undxgenuunu

Q Q Q Q

[ e~ [ Koju sl < [ e+ [ balu e+ ey |
Q Q Q Q

(4.16)

Como b e L (), com p' = J\?+2’ temos que seu conjugado é dado por ¢ =
2N

N3 = 2%, logo ]% + % = 1 e com isso, podemos aplicar a desigualdade de
Hoélder (2.2.5), obtendo:

/Qb(x)lun!dw < 10l gl e < Al o Nl -

Por um argumento anélogo, temos

Ha+1
n .

e [ hun e < K 152 < bl
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Usando essas estimativas em (4.16), ficamos com
|/Q|Vun!2d56 - /QK!un|2d$\ < Kl 17 4 10@) | ol ||+ €nlluy [(4-17)

Note que nao podemos garantir que

c/ |V, |*dr < / |Vu;|2da:—/K_|u;|2dx, k>0, (4.18)
Q Q Q

pois se pudessemos, usarfamos na desigualdade (4.16) e entao ||lu, | seria
limitada, contradizendo a hipotese que assumimos.
Observe que usando o quociente de Rayleigh para o autovalor (K _), temos

que:
/|Vu;|2da:—/K_|u;|2deO,
Q Q

dividindo por ||u,||* e aplicando limite, teremos:

lim inf [/ |Vzn|2da:—/K_|zn\2dx] = 0.
n—+oo Q Q

Como [, [Vz|dz < 1, segue que:

/|Vzo|2d:v—/K_|20|2dx < 1—/K_|zo|2dx
Q Q Q
< lim/|Vzn]2dx—/K_]zn]2dx:0.
Q Q

n—oo

Logo, zg # 0 e de maneira andloga a prova do teorema anterior,concluimos
que 2y ¢ solucao de

—Azg = K_zyem
(4.19)

20 = 0 na 0f.

Este fato implica em zg = ¢)_, onde b > 0. Como consequéncia, teriamos
que ter u,, — +00, porém isso nao pode acontecer pois HZ—"” — +o0 e vy =
¥y > 0. Logo, (u,,) ¢ limitada em H} ().

Etapa 3: Pela hipétese inicial, podemos escrever:

(6 (), )] = | / Vi Vwdz — / F (@ ] < el
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Entao, reescrevendo a igualdade acima como:

(¢ (un),w)| = | /Q Vu, Vwdr — /QK+unwdx + /Q(K — K )u, wdx
- [ ovayude = [ oGeuyuds] < el
usando w = w,, onde w,, = u, — t,¥, e t, é tal que
/QanV@Derx = 0.

Aplicando (4.15), segue :

ymwm%FLmeus|/ ~ K unde] + lwa] + [

+ enllwnl.

Como (u,,) é limitada e € — 0, obtemos:
/Q [Vawn|*da < cllwnl| + el [|*[lwall (4.20)

Etapa 4: Dado ¢ > 0, by € L"(Q), tal que:

Gi(z,s) =2 (v+ —€)s — by, s >0
G_(z,8) > (T_-+¢€s—0b_,s<0.

Como |¢(u,,)| < K, podemos usar que —K < ¢(u,,) e obter:

1 1
-K < —/ |Vun|2d:l:——/Ki(un)de—/Gi(x,un)d:r
2 Jq 2 Jo Q
1 1
—K+/Gi(x,un)dx < —/ |Vun|2dx——/Ki(un)2dx.
Q 2 Ja 2 Ja

Usando as estimativas para G, G_, temos:

—K+/( —O(u )dm—/b+dx+/(F +e)(—u;)dx—/ﬂb_dx
/\wn\ d:v——/K+ V2dz — ;/QK_(U;)de,
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dividindo a desigualdade por ||u,|| e usando que vy = 9, quando fizermos
||un || = 00, n — oo, teremos:

/(’y — €)ydx <hm1nf Hu ” [ /|Vun\ dx — /KJr]uﬂ dx — /K ]unpdx].
Q n

Fazendo € — 0 e usando a hipétese (4.5),temos que:

1
0</7+¢+<hmmf T [ /|Vun| dx——/K+|u ]dx——/K \un|2}421)
U,

A expressao dentro do conchetes na desigualdade anterior, é igual a:

1 1 1
_/ |Vw, [Pdr — = / K w’dr — —/(K+ — K )|u,, |*dw,

basta notar:

1 1 1
—/\Vun]da: = —ti/ ]V¢+|2dx—|——/\an|dx
2 Ja 2" Ja 2 Ja

1 1
2" Ja 2 Ja

1 1 1
= —/K+(un)2dx——/K+(wn)2dx+—/ |Vw,|dz
= /KJr Vidw + = /K+ d:r;——/[ﬁwn

Aplicando a estimativa (4.20) e que u,, ¢ limitada, obtemos que (4.21) é igual
a zero, o que é impossivel, pela hipétese (4.5). Concluimos, que (u,) tem que
ser limitada. Logo pela afirmagao feita no inicio da demonstragao,(u, ) possui
uma subsequéncia fracamente convergente em H} () e com isso, satisfaz a
condigao de Palais-Smale. O
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4.3 Aplicacao do Teorema do Ponto de Sela

Nosso objetivo nesta secao ¢é aplicar o Teorema 4.0.9 e garantir que ¢ tem
ponto critico. E com isso, mostraremos que vale o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1. Considere o problema (1.1):

—Au = f(x,u) em )
uw =0 na 09,

onde f € uma funcao Carathéodory e satisfaz a condi¢ao de crescimento
(1.2). Assuma também as hipoteses (C),(4.1) e (4.7), entdo o problema tem
solucgao fraca.

Seguem abaixo, as hipdéteses do teorema 4.0.9 que precisamos mostrar,
para poder aplicd-lo e com isso, demonstrar o teorema 4.2.1.

(i) Existe a > 0 tal que ¢(u) > a, em H = {u € Hy(Q) | [, utdx = 0}.

(i) é(u) < a para u € B,(ho), onde p é um nitmero real positivo, W uma
reta que passa por 1), e —rip_ e hy = WnH (W é uma translacao
de um subespago de dimensao 1 tal que W & H = H}(2)).
Veja a figura abaixo:

ho

—r_
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Observacao 4.3.2. O fato de aplicarmos o teorema para W ao invéns de
W, nao invalida o resultado, visto que a origem ¢ irrelevante. Basta fazer
uma translacao no sitema de coordenadas.

(iv) Vale a condicao de Palais-Smale

Demonstracao. Vamos provar:
(i) 3 a > 0 tal que ¢(u) > a, em H = {u € Hy(Q)/ [, updx = 0}.

Para a prova deste fato, basta aplicar o Teorema 4.1.1 item (ii).

(ii) ¢(u) < a para u € B,(hg), onde p é um nimero real positivo, W uma
reta que passa por 7, e —rip_ e hg = W N H (W é uma translacdo de um
subespago de dimensao 1 tal que W & H = H(Q)).

Pelo Teorema 4.1.1, item(i), existe p = 7 > 0, tal que @(ryy) < a e
¢(—rp_) < a. Logo, ¢(u) < a para u € (W N B,(ho) = {rip4, —rp_}.

(iii) Condigao de Palais-Smale.
A prova esta garantida no Teorema 4.1.2.

Como as hipdteses do Teorema 4.0.9 sao satisfeitas, vale o teorema e com
isso, ¢ tem ponto critico. Agora podemos garantir que é valido o Teorema

4.3.1, ou seja, que o problema (1.1) possui solugao fraca.
O
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