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Resumo

Usando como ferramenta principal o Lema de Dedekind, apresentaremos
o Teorema-Definicao que caracteriza a nocao de extensao de Galois, assim
como o Teorema da Correspondéncia de Galois-Grothendieck que generaliza
o Teorema Fundamental da Teoria de Galois. Este trabalho é baseado no
texto de A. Dress “One more shortcut to Galois Theory” [4].



Abstract

We use the fundamental and well known tool called Dedekind’s Lemma to
present the Theorem-Definition that characterizes the notion of a Galois ex-
tension, as well as the Galois-Grothendieck Correspondence Theorem which
generalizes the Fundamental Theorem of the Galois Theory. This work is
based on the paper of A. Dress “One more shortcut to Galois Theory” [4].
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Introducao

Evariste Galois foi um matemético francés que viveu entre 1811 e 1832.
Apesar da sua morte prematura, sua contribuicao para o avango da pesquisa
matematica foi imenso. Entretanto, seus trabalhos foram publicados apenas
catorze anos apds sua morte. Na época nao se entendia a importancia e a
riqueza que seus manuscritos carregavam. De fato, Galois mostrou ao mundo
o portal de entrada para a Algebra como é vista hoje, a Algebra Moderna.

Mais de um século se passou apds as publicacoes dos resultados obtidos
por Galois e ainda nao conseguimos explorar por completo esse novo uni-
verso. A cada dia surgem mais questoes a serem estudadas e mais teorias a
serem desenvolvidas nao s6 no campo da Algebra mas em outras areas da
Matematica também. Por isso sempre existe uma importancia, histérica e
matematica, de se estudar a Teoria de Galois.

Na Teoria de Galois destacam-se dois teoremas: um Teorema-Definicao,
que apresenta as diversas equivaléncias da definicao de extensao de Galois, e
um Teorema de Correspondéncia, que estabelece uma bijecao entre os sub-
corpos intermedidrios de uma extensao de Galois L/K e os subgrupos do
grupo Autg L dos K-automorfismos de L. Esses teoremas sao abordados em
todos os textos que tratam de uma teoria de Galois para corpos e podem ser
traduzidos da seguinte maneira:

Teorema-Definicao: Sejam L/K uma extensao de corpos e G = Autg L.
L é dito uma extensao de Galois de K se satisfaz uma (e portanto todas) das
sequintes condi¢oes equivalentes:

o [Y={zel|o(x)=aVoeG}=K.

e L € corpo de decomposicao de um polinomio separdvel sobre K .



o L/K ¢ extensao normal e separdvel.

E o teorema da correspondéncia, também chamado de Teorema Funda-
mental da Teoria de Galois, se apresenta da seguinte forma:

Teorema da Correspondéncia: Sejam L/K uma extensio de Galois e
G = Autg L. Entao existe uma bijecao que inverte inclusao entre o conjunto
dos subgrupos de G e o conjunto dos subcorpos de L que contém K, dada
por:

Hw— L" :={zeL|7(x)=x Vr € H},

para todo subgrupo H de G, cuja inversa € dada por:

F— Hp:=AutpL={oc € G| o(x)=a, Vz € F },

para todo subcorpo F' de L que contém K.

Gragas a um resultado classico da teoria de corpos conhecido e celebrado
como Lema de Dedekind, o qual diz respeito a independéncia linear de homo-
morfismos de corpos, tornou-se possivel uma ampliagao da lista de defini¢oes
equivalentes de extensao de Galois. Especificamente, o Lema de Dedekind,
na forma em que é apresentado nos textos classicos da teoria de corpos, diz
o seguinte:

Lema de Dedekind: Sejam Ke Lcorpos e o1, ...,0, distintos homomor-
fismos de K em L. Entao oy, ...,0, sao linearmente independentes sobre L,
isto €, se existem elementos 1, ..., x, € L tais que . x;0;(a) =0, Va € K,
entao necessariamente r1 = ... = x, = 0.

No Capitulo 1 deste trabalho apresentaremos em detalhes a lista comple-
mentar das novas definicoes de extensao de Galois obtidas direta ou indire-
tamente como consequéncia do uso do Lema de Dedekind.

Na realidade, o Teorema Fundamental da Teoria de Galois diz respeito
a uma (anti-)equivaléncia entre categorias. Este enfoque decorre das ideias
apresentadas por Alexander Grothendieck em [5]. Uma contextualizagao des-
sas ideias na linguagem especifica de extensao de corpos foi desenvolvida por
Andreas Dress, em [4]. Neste trabalho Dress apresenta o assim chamado
Teorema da Correspondéncia de Galois-Grothendieck, o qual generaliza o
Teorema Fundamental da Teoria de Galois. O propdsito central desta dis-
sertagao é a apresentacao detalhada desse resultado e isto é feito no Capitulo



No Capitulo 2 trataremos de apresentar o material necessario para o de-
senvolvimento do Capitulo 3. Fazem parte desse material as nogoes e proprie-
dades de G-conjunto, algebra L-decomponivel e fundamentalmente o Lema
de Dedekind reinterpretado nesse novo contexto.

O trabalho de Galois teve como motivacao inicial a solubilidade de equagoes
por meio de radicais. Especificamente, o que se buscava era dar resposta a
questao:

“Dado f(z) um polinomio em K[z] com K um corpo, quando podemos
decidir se as solugoes da equagao f(x) = 0 podem ser expressas em termos de
radicais, isto €, podem ser escritas a partir de um niumero finito de operagoes
e elementos de K, envolvendo inclusive radiciacao?”

Nessa busca foi utilizada a nocao, ainda que implicitamente, do que hoje
conhecemos como sendo o corpo de decomposicao de um polinomio. Em-
bora essa nocao esteja em todos os textos basicos da teoria de corpos, para
conforto do leitor, abordaremos novamente essa e outras nogoes tais como
extensao finita, extensao separavel, extensao normal, e as correspondentes
propriedades que serao usadas ao longo do texto.



Capitulo 1

Extensao de Galois

Uma das grandes questoes que intrigou os matematicos ao longo dos
séculos foi sobre a solubilidade de equacoes polinomiais por meio de radi-
cais. A priori, o proprio questionamento pode parecer um tanto simples,
mas sua resposta permaneceu obscura durante muito tempo.

Eis que em 1811 nasce em Bourg La Reine, no dia 25 de outubro, um
menino chamado Evariste Galois que, a principio nao sabia, mas seria res-
ponsavel pela transformacao do pensamento algébrico matemético. A geni-
alidade de muitos artistas e pesquisadores infelizmente sé é compreendida
anos depois de sua morte, e com Galois isso nao foi diferente. A morte dele
ocorreu em maio de 1832, e apenas em 1846 Liouville publicou suas inter-
pretacoes acerca dos estudos de Galois que deram inicio ao que chamamos
hoje de Teoria de Galois.

1.1 Preliminares

Nessa se¢ao apresentaremos os conceitos e respectivas propriedades, bem
como introduziremos novas ferramentas, decorrentes do Lema de Dedekind,
necessarias para a demonstragao do Teorema-Definicao na Segao 1.2. Com
intuito de nao tornar o texto volumoso, iremos omitir as demonstragoes desta
segao, mas elas podem ser facilmente encontradas em [6], [7], [9] ou em [10].

Comegamos com a nogao de extensao de corpos. Dados dois corpos L e
K, dizemos que L é uma extensao de K, e denotamos por L/K, se existir
um monomorfismo 7 : K — L, o que nos permite identificar K com a sua
imagem 7(K') em L e assumir simplesmente, sem perda de generalidade, que
K estd contido em L.



Interessa-nos, em particular, para os propésitos deste texto, as extensoes
de corpos finitas, isto é, as extensdes L/K tais que a dimensao de L como
K-espago vetorial é finita. Uma propriedade interessante e extremamente
util é a transitividade da nocao de extensao finita, conforme é descrita no
lema a seguir.

Lema 1.1.1. Sejam F/K e L/F extensoes finitas de corpos. Entao L/K ¢
também finita e
dimgL = dimpL - dimgF.

A demonstragao deste lema é bem simples, bastando para ver isso exibir
uma base de L sobre K, a qual é obtida como produto das respectivas bases
de F' sobre K e de L sobre F.

O conceito de extensao finita de corpos estabelece uma relagao intima
com um conceito mais amplo, o de extensao algébrica. Uma extensao L/K
é chamada de algébrica se todo elemento de L for algébrico sobre K, isto é,

se todo elemento de L ¢ raiz de algum polindomio nao nulo com coeficientes
em K.

O lema a seguir nos d4 uma excelente caracterizacao do que significa um
elemento ser algébrico sobre um corpo.

Lema 1.1.2. Sejam L/K uma extensao de corpos e a« € L. Se « € algébrico
sobre K entao:

(i) Existe um polinomio monico e de grau minimo p(x) € Klx] tal que
p(a) =0.

(i1) p(x) € irredutivel sobre K.

(i) Kla] ={f(a) | f(z) € K[x]} € corpo e K|a] ~ <§([j)] .
(iv) Klo] = K(0) = {12 | f(a).9(x) € K] ¢ g(a) #0}.

9()
(v) Kla]/K é uma extensao finita e dimy K[a] = 0(p(z)).

(vi) O conjunto {a’ | 0 <i < 9(p(x)) — 1} é uma base de Kla] sobre K.

E fécil ver que toda extensao finita é algébrica. Para tanto basta observar
que se L/K é extensao finita de dimensao n, entao, dado qualquer elemento
a € L, o conjunto {ai | 0 <i < n} énecessariamente linearmente dependente
sobre K.



Por outro lado, nem toda extensao algébrica é finita. Para se ter um
exemplo, considere o fecho algébrico Q do corpo dos ntimeros racionais Q,
isto é, Q = {a € C | a é algébrico sobre Q}. Se dimQ@ =n < oo entao
temos uma contradicao pois, para todo inteiro primo p > n + 1, denotando
por w, a p-ésima raiz primitiva da unidade, temos:

Q(wp) cQ

dimgQ(w,) = p — 1 > n = dimgQ = dimg,)Q.dimgQ(w,).

Observagao 1.1.3. O polinémio p(z) do Lema 1.1.2 é chamado o polinémio
minimo de « sobre K e é denotado por p, k().

Dentre as extensoes de corpos finitas iremos considerar, para os fins deste
texto, apenas aquelas que sao normais e separaveis.

Defini¢ao 1.1.4. Seja L/K um extensao de corpos. Dizemos que esta ex-
tensao é normal se todo o polinémio f(z) € K[z] que possui uma raiz em L
se fatora completamente como um produto de fatores lineares em L[z].

No caso de dimensao finita a nogao de extensao normal coincide com a de
corpo de decomposi¢ao de um polinomio, conforme estabelecido no préximo
teorema.

Definicao 1.1.5. Corpo de decomposicao de um polinémio é o menor corpo
que contém todas as raizes deste polinomio, isto é: se f(x) € K[z], com K
um corpo, dizemos que L é corpo de decomposicao de f(z) sobre K se:

(i) L/K é extensao de corpos.
(ii) L possui todas as raizes de f(x).

(iii) Se F é corpo intermediério da extensao L/ K e F' contém todas as raizes
de f(z), entao F' = L.

Teorema 1.1.6. Uma extensao de corpos L/K € normal e finita se, e so-
mente se, L € corpo de decomposicao de algum polinomio ndo nulo com coe-
ficientes em K.

A separabilidade de extensoes de corpos esta intimamente relacionada ao
conceito de simplicidade de raizes de polindmios.

Definicao 1.1.7. Seja K um corpo.



e Um polindémio irredutivel f(zx) € K[z] é dito separdavel sobre K se
nao possuir raizes multiplas, isto é, raizes repetidas, no seu corpo de
decomposicao.

e Sejam L/K uma extensao de corpos e a € L um elemento algébrico
sobre K. Entdo, a é dito um elemento separavel sobre K se po/i(x)
for separavel.

e Uma extensao de corpos L/K é dita separavel se todo elemento de L
for separavel sobre K.

Claramente, se a caracteristica de K for igual a zero entao toda extensao
finita (ou mais geralmente, algébrica) de K é separavel sobre K. Portanto,
em geral, o estudo da separabilidade fica restrito as extensoes de corpos de
caracteristica prima.

Observacao 1.1.8. Note que nem toda extensao separavel é normal. Para
ver isso considere, por exemplo, a extensio Q(v/2)/Q.

Com relacao aos conceitos de separabilidade e normalidade existem dois
fatos fundamentais dados pelos teoremas seguintes.

Teorema 1.1.9. Sejam N/K uma extensio normal e finita e K C F, L C N
subcorpos isomorfos. Entao todo K-isomorfismo de F em L se estende a um
K-automorfismo de N.

Teorema 1.1.10. Sejam L/K uma extensao separdvel de K e N/K uma ex-
tensao normal de K que contém L. Se dimy L = n entao existem exatamente
n K-imersoes de L em N.

Defini¢ao 1.1.11. Uma extensao finita de corpos L/K é dita extensao ga-
loisiana (ou de Galois) de K se L é normal e separavel.

Considere L/K uma extensao de corpos e G = AutxL um grupo dos
automorfismos de L que deixam os elementos de K fixos. Outra proprie-
dade importante, que serd extremamente 1til na demonstracao do Teorema-
Definigao na Segao 1.2, é a que afirma que se L/K é uma extensao de Galois
entdo existe um elemento o € L tal que o conjunto {o(«) | o € G} é uma
base de L sobre K. Tal conjunto é chamado de base normal. Dessa forma,
temos os seguintes resultados.

Lema 1.1.12. Sejam L/K uma extensao de Galois, G = Autgx L = {01, ...,0,}
ea € L. O conjunto {o1(),...,0n(a)} € uma base normal de L sobre K se,
e somente se, a matriz (0;0;(«)) € invertivel em M, (L), com 1 <i,j <n.



Teorema 1.1.13 (Teorema da Base Normal). Toda extensio de Galois tem
base normal.

Exemplo 1.1.14. Considere a extensio galoisiana Q(v/2)/Q de dimensao
2. Facilmente pode-se ver que G = AutgQ(v/2) = {01,052}, com o, = 1g e
02(\/5) = —/2. Assim, tomando o = 1 + V2 temos que:

o1(a) =1+V2e0y(a) =1—-V2.

Como 1+ V2 e 1 — /2 séo linearmente independentes sobre Q, segue que
{o1(), 02(a)} é uma base normal de Q(v/2) sobre Q.

Além dos conceitos e propriedades ja vistos, temos ainda outra ferra-
menta, a qual é de fundamental importancia para os propdsitos deste texto,

o celebrado Lema de Dedekind.

Lema 1.1.15 (Dedekind). Sejam K e L corpos e oy, ..., 0, distintos homo-
morfismos de K em L. Entao o1, ...,0, sdo linearmente independentes sobre
L, isto é, se existem elementos x1,...,x, € L tais que Y .  x;0,(a) = 0,
Va € K, entao necessariamente r1 = ... = x, = 0.

Gracas a esse lema podemos afirmar que, dada uma extensao de corpos
L/K finita, o grupo G = Auty L dos K-automorfismos de L é um subcon-
junto da L-dlgebra EndgL linearmente independente sobre L. Este fato
assegura que a L-algebra Endg L contém uma cdpia isomorfa da L-algebra
L x G, a qual é chamada a skew algebra do grupo G sobre K. Como um
L-espago vetorial, L x G tem base indexada {u,|oc € G}. Sua multiplicagao
¢ induzida pela regra:

(xuy)(yu,) = zo(y)ugr, Y,y € Le o, 7 € G

e tem por elemento identidade 1,u,,,.

A aplicagao L-linear que imerge L*G em EndgL é dada por ¢ : LxG —
Endg L tal que para todo x € L tem-se:

P asus)(z) =) aqo(z).

ceG oelG

E facil ver que ¢ é um monomorfismo de L-algebras, gracas ao Lema de
Dedekind. Mais ainda, veremos na proxima se¢ao que ¢ é um epimorfismo
de L-algebras se, e somente se, L/K ¢é galoisiana.

Mais uma importante consequéncia do Lema de Dedekind que sera de
suma importancia no inicio da demonstracao do Teorema-Definicao é o lema
que se segue.



Lema 1.1.16. Sejam L um corpo e G um subgrupo finito do grupo dos au-
tomorfismos de L. Entao,

d'émLGL = |G|,
onde LY ={z € L | o(z) =z, Vo € G}.

1.2 Teorema-Definicao

Agora estamos em condigoes de apresentar as diversas equivaléncias da
nogao de extensao de Galois, as quais estao listadas no Teorema seguinte.
Além disso, note que todas as afirmacoes do Teorema 1.2.1 sao trivialmente

equivalentes quanto K = L, portanto vamos apenas considerar os casos em
que K # L.

Teorema 1.2.1. Sejam L/K extensao finita de corpos e G = AutyL. As
sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) K = LC.
(ii) |G| = dimy L.

(111) Todo polinomio irredutivel p(x) € K(x] que tem uma raiz em L se
decompoe em um produto de fatores lineares distintos em L|x].

(iv) L € o corpo de decomposicio de algum polinémio separdvel f(z) € K|x].
(v) A extensao L/K € normal e separdvel.
(vi) A aplicagao ¢ : Lx G — Endg L induzida por:

o(ruy)(y) =zo(y),Ve,y e Le o € G

€ um isomorfismo de K-dlgebras.

|G| vezes

. . ~ * . .
(vii) A aplicagao ¢ : L@k L — L x ... X L induzida por:
Y(x®y) = (x0(Y))oea, VT, y € L Rk L
€ um isomorfismo de K-dlgebras.

(viii) Existem elementos x;,y; € L, 1 <1 < m, tais que:

szo-(yz) = 51G707 Vo € G.
1



(iz) Para cada o € G, com o # 1 existe x € L tal que:
o(x) # x.

Demonstragao. (i)=-(ii)
Esta implicacao segue direto do Lema 1.1.16.
(if) = (i)
A ideia agora é mostrar que dimgL® = 1 e concluir que K = LC.

Para tal, usaremos o Lema 1.1.16. Considere a seguinte torre de extensao de
COrpos:

KCLYCL.

Assim, podemos comparar as dimensoes da seguinte forma:

dimx L2 |G

KC LCL .
N———
dim g L=|G]|

(1) Segue da hipétese de (ii). Assim temos que dimygL® = 1, como
queriamos mostrar.

(iii) = (iv)

Seja ay € L'\ K. Como L/K é uma extensao finita pela hipdtese do
Teorema, o deve ser algébrico sobre K.

Entao pa,/x(x) por hipdtese é separdvel sobre L e L contém seu corpo
de decomposicao K.

Se K7 = L a demostracao estd feita.

Considere K7 # L, escolha arbitrariamente oy € L\ K;. Como L/K;
é uma extensao finita, ay deve ser algébrico sobre Kj e, por hipdtese, o
polinomio irredutivel p,, /K () é separdvel sobre L e L contém seu corpo de
decomposicao K.

Se Ky = L a demostracao esta feita, caso contrario repetimos o argu-
mento feito anteriormente.

Note que este processo deve ter fim, pois L/K é finita, portanto po-
demos assegurar que ap6s um numero finito de etapas obteremos elementos
aq, ..., € L tais que L = K(ayq,...,a,) e L serd o corpo de decomposigao
do polinomio separavel:

p(x) = [ [ payx(z) € Klal.

10



(iv) =(ii)
Segue do Teorema 1.1.10.

(1)=(v)
Seja L/K uma extensdo de Galois, isto ¢ K = LY Considere G =
{o1n = 1g,...,0n}, e a € L'\ K. Denote por {a; = a,...,a,} os elementos
distintos entre oy(a),...,0,(a), isto é, r < n. Como (G, o) é um grupo, se
nés aplicarmos um destes elementos, digamos o;, em {a; = a,...,a,} nds
obtemos:

oi(aj) = 0'1'(0']'(61)) = O'h(G)

Entao os elementos de G serao permutagoes de {a; = a, ..., a,}. Além
disso, temos como consequéncia que os coeficientes do polinomio f(z) =
(z—ay)...(x —a,) estdo em LY = K. Em outras palavras, f(z) € K[z] e suas
raizes, além de estarem em L\ K, sao distintas duas a duas. Na sequéncia,
vamos mostrar que f(x) é, de fato, o polinémio minimo de a sobre K.

Para tanto, é suficiente provar que f(z) é um polindémio irredutivel em
K|z]. Seja g(x) um fator irredutivel de f(z) em K|z| tal que g(a;) = 0, para
algum ¢ € {1,...,7}. Como a; = o;(a) e a; = o;(a) com i,j € {1,....r} e
1 # j, entao:

aj =oj(a)
=oj0; (a;).

Ja que:

a; = 0;(a) & o7 (a;) = a.

Assim, a; = 0,07 ' (a;). Como g(x) € K[z] e K = LY, temos que:

0 =00, 'g((a:) = g(oj0; " (a:)) = g(ay).

Entao ambos os polindomios f(z) e g(z) tem as mesmas raizes, o que
implica que f(z) é irredutivel. Mostramos que todo o elemento a € L é
separdvel e que p, /i se fatora totalmente em um produto de fatores lineares
em L[z], logo a extensdo é normal e separdvel.

(v)=(iii)
Se L é extensao normal de K, entao todo polinomio irredutivel em
K|[z] se fatora em produto de fatores lineares em L[x]. Além disso, como a
extensao ¢ separavel, todo elemento o € L ¢ separdvel, isto ¢, p,/x nao possui

11



raizes repetidas, o que implica que todo polinémio irredutivel p(z) € K|z]
nao possui raizes repetidas em L.

(il)=(vi)
Primeiro vamos mostrar que segue imediatamente da sua definicao que
@ sempre serd, de fato, um homomorfismo de K-élgebras. Para tal, considere
keK,z,y, z€ Leo, T€G:
e p ¢é K-linear.

o(kru, + zu, )(y) = (kxo + zo)(y)
= kxo(y) + zo(y)
= k(za(y)) + (z0(y))
= kip(zuq)(y) + ¢ (zu0)(y).

e ¢ ¢ homomorfismo de K-algebras.

plruzur)(y) = @(ro(2)uor)(y
( )

p(lpuig)(y) =1rle(y)
=Y, V?/ eL = (,0(1LU1G) = ZdL

e ¢ bijecao.
A injetividade de ¢ segue do Lema de Dedekind. Ja a sobrejetividade
é uma consequéncia da comparacao de dimensoes. De fato, note que:

dimy(Lx G) = dimg L.dim(Lx Q).

Mas sabemos que L x G é um L-espago vetorial de base {u,|0c € G},
entdo dimL = G = |G|. E por hipétese sabemos que dimy L = |G|. Assim:

dim (L xG) = (|G])%

Por outro lado, é bem conhecido que para dimgL = n, Endgl ~
M,(K), e que dimg M, (K) = n?. Portanto:

dimg(L*G) = (|G])* = n? = dimxgM,(K) = dimg Endg L.
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(vi)=(ii)
Sabemos, por hipdtese, que L x G ~ Endg (L), entao:

(dimgL)? = dimg M, (K) = dimgEndg (L) = dimg L x G = dimg L|G].

O que implica que:

(ii)=(vii)

Primeiro observe que segue imediatamente da sua defini¢ao que v sem-
pre sera um homomorfismo de K-dlgebras pelo fato de todos os elementos de
G serem homomorfismos de K-algebras.

Agora precisamos mostrar a injetividade. Seja G = {01 = 1¢, 09, ..., 0, }.
Sabemos, pelo Teorema 1.1.13, que existe o € L tal que {o; = oy(0) | 1 <
i < n} é uma base normal da extensao L/K. Logo, para todo elemento
r € L ®k L existem elementos z; € K, 1 < i < n, tais que:

n
xr = E T; Q ;.
i=1

Se x € Ker(y) entao Y ., z;0;(a;) = 0Vj € {1,...,n}, ou ainda:

(o (i) (i) = 0.
Pelo Lema 1.1.12 a matriz (0j(c;)) é invertivel em M, (L), portanto
x; =0Vi e {l,...,n}, ou seja, x = 0.

Para mostrar que é sobrejetor basta observar que:

= dimg L%,

(vii)=(ii)
Como 1 é um isomorfismo de K-algebras temos que a igualdade (1)
abaixo ocorre.
© dimy LIS
= dimg L.(|G]).
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De onde segue que dimg L = |G].

(vii)=(viii)
Como % é um isomorfismo de K-algebras sabemos que dado (1,0, ...,0) €
|G|=n m
—_——N— .
L x ... x L, existe le ®y; € L ®k L tal que:
i=1

(O wi @) = (1,0,...,0).
=1

Mas note que, pela definicao de v, temos:

¢(Z QY = (Z 70 (Yi))oea

o que implica que:

(Z xia(yi))UEG = (1? 07 SERS) O)

que é o mesmo que dizer que:
dx;,y; € L, com 1 <1 < m, tais que:

“ 1, selg=0
;xia(yi) o { 0,se 1g # o,
Vo e G.

(viii)=(vi)

Note que ¢ é um homomorfismo de K-algebras por definicao. Além
disso, a injetividade de ¢ segue do Lema de Dedekind. Portanto basta mos-
trar que ¢ ¢é sobrejetor. Tome h um elemento qualquer em EndgL e consi-
dere:

w = Z Z h({L’i)U(yi)um

oeG i=1

com x;, y; € L satisfazendo (viii).
Assim, Vx € L, temos:

14



Ou seja, p(w) = h.

(ix)=(viii)
Por hipétese, dado 7 € G, com 7 # 14, existem a,b € L tais que:

7(a) #a e b(r7(a) —a) = 1.
Entao, tomando x1, x2, y1, yo:

x1=a, ro=1ecy = —b, yo = bT’l(a)

temos que:

ix”—( )= 1, seT=1¢g
— MW= 0,56 7 £ 1

De forma anéloga, dados 7,7 € G, com ambos diferentes de 14, exis-
tem x;, 2%, y;, y; € L, com i, j € {1,2}, tais que:

2 1, set=1
_ ) = 1lG
;ZEZT(yz) o { 0,se T # 1g
2
v () = { L, se 7' =1lo
‘= 0,se 7 # 1¢.

Ou seja, Vo € {1g,7,7'} = {1g, 7} U{lg, 7'} temos:
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2 1 1
/ no_ , S€ 0 = lg
2,j=1
Finalmente, podemos afirmar que para cada elemento o de G, existem
elementos T(1,0) T(2,0), Y(1,0)5 Y(2,0) € L tais que:

2
ZZL‘(' )O'(y(- )) o { 1, se o = 1G
1,0 ,0)) —
— 0,se o # 1g.

Além disso, como G = Uyz1,{lg, 0}, entdo conseguimos construir
xi,y; € L, com i € {1,...,m}, tais que:

ix‘d )= 1, se 0 =1g
O\Yi) = 0,se o0 # 1qg.

ij=1

(1)=(ix)
E imediato porque K # L.
O

Seja L/ K uma extensao de Galois. Os elementos z;,y; € L que satis-
fazem a afirmagao (viii) do Teorema 1.2.1 sdo chamados de Coordenadas de
Galois. Note que, como vimos na demonstracao do teorema, estes elementos
nao sao unicos e tampouco o numero deles é constante, como ilustrado no
exemplo a seguir.

Exemplo 1.2.2. Considere a extensao de corpos Q(/p,7)/Q, sendo p um
nimero primo. Sabemos que G = Autg(Q(,/p, 1)) = {01, 02, 03, 04}, onde:

0'1(\/]_7):\/]_9 0'1(@)22

0'2(\/]_?) = —\/]_9 Ol(i) 7
o3(\/P) = /D 01(1) = —i

a4(y/P) = =P o1(i)

Sabemos que tomando as coordenadas abaixo temos o resultado espe-
rado para {0y, 09}:

NG 1

r1 = /P, xgzleylzg, V2 =5

Agora vamos construir estas coordenadas para funcionar para oz, e
mais tarde para o4. Tomaremos, i € Q(,/p,7) pois o(i) # 7, para algum
o € (G, que, nesse caso, é g3 0 automorfismo que conjuga i. Assim obtemos:
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: 1
Tg3=—1, Tg=1€eys=—, Yg =

Da mesma forma, tomaremos /p € Q(/p,1)

assim obtemos:

Isz\/l_% re=1ey;=

ois 04(\/p) # /- E

1
2 2
p

o

%, y6:2'

Agora basta tomar as Coordenadas de Galois da extensao Q(/p,7)/Q

da seguinte forma:

X1 = 117375
Xg = T1X3T¢
X3 = 110475
X4 = 212476
X5 = Tox3T5
X6 = T2w3T6
X7 — ToX4T¢
Xg = TaxyTs

assim obtemos:

X1 =—m
Xo = —\/pi
Xz3=p
X4=/D
X5 = —/pi
Xg=—1
X;=1

ng\/ﬁ

Y1 = 119y3y5
Yo = 1193y6
Y3 = 119495
Yy = y1yays
Ys = y2y3ys
Ys = %2u3ys
Y; = Y2Yals
Yz = 1214Ys5
Y, = *
8p_
y, _ VP
?p
Y3 = —
8p
Y, = @
8p
v VP
3p
Y = %
A
Yy = @
8p

Vamos testar as Coordenadas para o;:

X101(Y1) + Xo01(Y2) + X301(Y3) + Xy01(Ya)

+X501(Ys5) + Xeo1(Ys) + X701(Y7) + Xs01(Y5)
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= X1Y1 + XoYo + XaYs + XyYy + X5Y5 + XeYs + X7Y7 + XYy

= CP() + (VRN + () + (VD)
VR + () + )+ (VPIED = L

Testando para o, temos:

X102(Y1) + Xo02(Y2) + X309(Y3) + Xaoo(Ya)

+X509(Y5) + Xeoa(Ys) + X702(Y7) + Xs02(Y5)
= X1Y1 + Xo(—Y2) + X3Ys + Xy (—Ya) + X5(—Y5) + Xe¥s + X7Y7 + Xs(—Yz)

= o))+ (V) + ) () + (VR - YD)

8p 8p 8p 8p

VL) + (i)(5) + () + (VRI-LD) =0

Analogamente para o3 obtemos:

Xi03(Y1) + Xoo3(Y2) + X303(Y3) + Xyo3(Ya)

+X503(Y5) + Xeos(Ys) + X703(Y7) + Xso3(Ys)

=X1(—-Y1) + Xo(—Ys) + X5V + Xy, Vi + X5(—Y5) + Xe(—Ys) + X7Y7 + XsYs

Finalmente testando para o4 temos:
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X104(Y1) + Xo04(Y2) + X304(Y3) + Xy04(Yy)

+X504(Y5) + Xeoa(Ys) + X704(Y7) + Xsou(Ys)
= X1(—Y1) + XoYo + X5Y5 + Xy (—Ya) + X5Y5 + Xo(—Ye) + X7Y7 + Xg(—Y5)

v () + (v (YD)

8p 8p 8p
VR + () (—5) + () + (VL) =

Note que podemos diminuir o nimero de Coordenadas de Galois, basta
tomar:

Xi=-pi Vi =—
dp

) pt

Xo = —/pt Y2:4—
11?

X3=0p Y3—4—

p

VP

Xy = Y, ==,

4 \/]_? 4 Ap

Vamos testar para o;:

X101(Y1) + Xo01(Ya) + X301 (Ys3) + Xg01(Ya)

= X1Y1 + Xo¥o + X3Y3 + XuY)

= o))+ () + ()

p 4p 4p
Testando as Coordenadas para o, obtemos:

X102(Y1) + Xo09(Y2) + X309(Y3) + Xy09(Ya)

= X1Y1 4+ Xo(=Y2) + X5Y3 + Xu(—Ya)
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— (i) + (VA=) + ()3 + (VA= L) = .

p 4p
Da mesma forma, testando as Coordenadas para o3 obtemos:

Xi03(Y1) + Xoos(Y2) + X303(Y3) + Xyo3(Ya)

= Xi(—Y1) + Xo(—Ys) + X3Y5+ X4Y)

— ()= + (VBN + () + (VP = .

dp

E, testanto para o, também obtemos o desejado. De fato:

X104(Y1) + Xo04(Y2) + X304(Y3) + Xy04(Ya)

= Xi(=Y1) + XoYo + X5Y5 + Xy(—Ya)

= () =)+ () + (D) + (R (=YD =0,

dp 4p 1p CAp

Ainda podemos modificar as Coordenas de Galois escolhendo:

D 1

r1 = /D, $2=1€y1=\2/—p_, V2 =5
. 1 1

T3 = —1, x4:1ey3:§, 3/425

e modificando x5, g, ys, Ys. Fazemos isso, tomando i € Q(/p, 1),
pois sabemos que g4() # i. Assim obtemos:

. 1 1
XT5 = —1, $6:1€?/5:%7 ?/6:5-

Agora basta tomar as Coordenadas de Galois da extensao Q(/p,7)/Q
da mesma forma de antes, obtendo:
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—VP
Xi=—p Yi=—Y
1 N/ Sp
Xy = —pi Yo=Y2
8p
Xy=—pi Yo=Y
8p
Z
e -
1
A
1
X7:1 Y7:§

Vamos testar para oy:

X101 (Y1) + Xo01(Y2) + X301(Y3) + Xy01(Ya)

+X501(Ys) + Xeo1(Ys) + X701(Y7) + Xgo1(Y3)

= X171+ XoYo + XsYs + XuYa + X5Y5 + XeYs + X7Y7 + XYy

- <—m<—g—§> T (—mxg) n <—m‘><§> n «/ﬁ)(?—f)
HED(G) + () + () + (=) =1

Testando para o, temos que:

X109(Y1) + Xp02(Y2) + X302(Y3) + X400(Yy)

+X509(Y5) + Xeoa(Ys) + X702(Y7) + Xs02(Ys)

= Xl(—Yl) + XQ(_}/Q) + X3<—1/3) + X4(_Y21) ‘|‘ X5§/5 + X(;Yé + X7Y7 + Xg}/g
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— (VRICED) + (VA= L) + (~ VRN YD) + (V- LD)
HED(G + () + () + (-)(5) =0

De forma anéloga, testando para o3 obtemos:

X103(Y1) + Xoos(Y2) + X303(Y3) + Xyo3(Ya)

+X503(Y5) + Xeos(Ys) + X703(Y7) + Xs03(Y3)

= X1V + Xo(—Yo) + X5(—Y3) + XuYa + X5Y5 + Xo(—Ys) + X7Y7 + Xg(—Y5)

=4w@@l%+FWMF£%+Pﬂ@@%%+®@@%

8p

HED(G) + (=) + ()(F) + (—)—5) =0.

E o desejado também se encontra testando para oy:

X104(Y1) + Xo04(Y2) + X304(Y3) + Xy04(Ys)

+X504(Y5) + Xe04(Ys) + X704(Y7) + Xsou(Ys)

= X1(—Y1) + XoYo + X3Y3 + Xy(—Ya) + X5Y5 + Xe(—Ys) + X7Y7 + Xg(—Y5)

— (VRICED) + (—VEILE) + (VL) + (VA-LD)
HED(Z) + (=) (=5) + ()(5) + (=)(~5) =0
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Capitulo 2

Um atalho para a Teoria de
Galois

No decorrer deste trabalho lancaremos mao de muitas ferramentas que
serao usadas para estudar a assim chamada Correspondéncia de Galois-
Grothendieck segundo a visao de A. Dress que, em [4], a desenvolveu espe-
cificamente para apresenta-la através de um atalho construido, tendo como
argumento principal o Lema de Dedekind e algumas propriedades basicas
da teoria de G-conjuntos. Para que o leitor fique a par desses resultados e
definicoes, apresentaremos aqui um breve resumo de tais propriedades.

2.1 Lema de Dedekind

Considere L/K uma extensao de corpos. Denotaremos por Homg (A, L)
o K-espaco vetorial de todas as aplicagoes K-lineares de uma K-dlgebra A
em L. Além disso, também trabalharemos com Algg (A, L), o subconjunto
de Homg (A, L) dos homomorfismos de K-dlgebras de A em L.

O Lema de Dedekind visto no capitulo anterior pode ser estendido para
o contexto de dlgebras da forma que se segue. No caso especifico em que A
¢ um corpo reobtemos o classico Lema de Dedekind enunciado na Secao 1.1.

Lema 2.1.1 (Lema de Dedekind). Sejam L/K uma extensao de corpos e A
uma K-dlgebra. Entao Algx(A, L) € um subconjunto linearmente indepen-
dente de Homy (A, L).

Demonstragao. Vamos supor, por absurdo, que ¢1, ..., 0, € Algix(A, L) se-
jam linearmente dependentes sobre L. Ou seja, estamos supondo que existem
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elementos x1, .., x, € L nao todos nulos tais que, Va € A:

ingoi(a) = 0. (2.1)

Desprezando os coeficientes nulos da combinagao linear 2.1, podemos
supor, sem perda de generalidade, que z; # 0 Vi € {1,..,n}.
Se n = 1 entao temos, em particular, que:

0=uz1p1(a), Vaec A= 2, =0

o que é um absurdo. Entao, consideraremos n > 1. Adicionalmente, podemos
assumir que n é minimo tal que 2.1 aconteca, e, além disso, que z,, = 1, pois
L é corpo.

Assim, Va,b € A tem-se:

n—1

Z(%“Pz‘(a) — 7ipn(a))pi(b)

n

= Z(:L‘Z(,Dz(a) — zipn(a))i(b)

i=1

= zipi(ab) — pn(a) Y wipi(b) = 0.
i=1 i=1
Donde decorre, devido a minimalidade de n que:

zipi(a) = zipn(a), Vae Aeie{l,...,n— 1},

entdo ¢, = @;, para algum ¢ € {1,2,....,n — 1}, o que contradiz a
minimalidade de n. Logo ¢, ..., ¢, sao L-independentes. O

Decorre imediatamente do Lema de Dedekind que o nimero #Algg (A, L)
é delimitado por dimpHomg (A, L).

Proposicao 2.1.2. Seja A uma K-dlgebra. Se A tem dimensao finita como
um K-espago vetorial entao Homy (A, L), como um L-espago vetorial, tem
dimensao finita e, além disso,

dimgA = dimpHomg (A, L).
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Demonstragao. Considere {ay, as, ..., a, } uma base de A como um K-espago
vetorial. Para concluir o que queremos, basta observar que a aplicacao «
dada a seguir é um isomorfismo:

a:Homg(A, L) — L
v = (90((11)790(@2)7 “'7@(0’”))

e o esta bem definida.
De fato, como ¢ : A — L, entao p(a;) € L, Vi€ {1,2,...,n}.

e o ¢é K-linear.
Observe que a K-linearidade de o decorre da K-linearidade de ¢.

e « ¢ injetiva.
(plar), p(az), ..., p(a,)) = (0,...,0) = ¢(a;) = 0 Vi € {1,2,...,n}.

Como {ay,as, ...,a,} é uma base de A entao todo a € A pode ser escrito
n

€cOomo E T;a; = a, e consequentemente temos que:

=1
n
@(Z ;)
i=1

xi@(ai)
1

¢(a)

~.
Il

assim, ¢(a) =0 Va € A, isto é: ¢ = 0.

e « ¢ sobrejetiva.
Basta tomar (z1, g, ...,x,) € L", e ¢ € Homg(A, L) tal que ¢(a;) =
x;. Logo a é sobrejetiva. n

A proposigao a seguir, que também pode ser vista como uma con-
sequencia do Lema de Dedekind, serd de extrema utilidade para o desenvol-
vimento do proximo capitulo.

Proposigao 2.1.3. Seja L um corpo e G um grupo finito de automorfismos
de L. Considere:

e K=1LY={xeL|o(x)=ux VoeG}.

o W um L-espaco vetorial sobre o qual G atua semilinearmente, isto é:
o(zw) =0o(z)o(w),Yo e G,z € L e w e W.
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Entao o K-espago vetorial V.= WY = {w € W | o(w) = w, Yo € G}
gera livremente W como um L-espago vetorial, isto é, qualquer K-base de V
€ também uma L-base de W'.

Demonstracdo. Considere {vy,vs, ...,v,} uma K-base de V = W¢. Mostra-
remos que esta é também uma base de W sobre L.

Primeiro provaremos que {vy, vg, ..., v, } sa@o linearmente independentes
sobre L. Para tal, suponha, por absurdo, que existem elementos x1, .., x, € L
nao todos nulos tais que:

=1

Desprezando os coeficientes nulos da combinagao linear 2.2, podemos
supor, sem perda de generalidade, que z; # 0 Vi € {1,..,n}.

Se n = 1 entdo temos que 0 = x;v;, mas como {v;} é uma K-base de
V = W& temos que 0 = 21, o que é um absurdo. Suponha entdo que n > 1.
Além disso, podemos assumir que n é minimo tal que 2.2 acontece. Como L
é corpo, podemos assumir que x,, = 1. Aplicando-se 0 # 1 € G em ambos
os lados de 2.2 tem-se:

0

(=)

)

n

i)
i=1

O'(xﬂ)ﬁ
1

o(
a(

(2

\E

o(xi)o(vi)

(2

o(x;)v;,

hE

1

(2

pois v; € V = WY Vi e {1,2,...n}.

Agora note que:

n n
° E o(x;)v; — E x;v; = 0, pois ambos sdo iguais a zero.

i=1 i=1
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Entao:

n n—1

Z(a(wi) —z)v; =0=" (o(z;) — x;)v;.

1

i=1 7

Da minimalidade de n, decorre entao que o(z;) = x;,Vi € {1,2,...,n}. En-
tretanto, se tal fato ocorresse, teriamos que:

v, € K=1%Vie{1,2,..,n}

o que contradiz o fato de {vy, vy, ..., v, } serem K-linearmente independentes.

Para mostrar que W é gerado por V.= W% como um L-espaco vetorial
¢é suficiente mostrar que toda a aplicagao L-linear f : W — L que se anula
em todo v € V' deve se anular em W.

Considere, convenientemente, para cada = € L e w € W, o elemento

Z o(xw). Note que esse elemento estd em W¢. Supondo que f anule todo

ceqG
o elemento de W% =V, temos que:

0 =f(Q olzw))

As duas ultimas igualdades decorrem do fato de f ser L-linear e de
que o(x) € L.

Analisando agora o ultimo somatério temos que, pelo Lema de De-
dekind, f(o(w)) = 0,Yo € G e Vw € W. Em particular, para o = idy,
temos:

0= flw) = flo(w)),Yw e W.

2.2 (G-conjuntos

Nesta secao trataremos com G-conjuntos e veremos alguns resultados
basicos que ajudarao a deduzir o Teorema da Correspondéncia de Galois-
Grothendieck segundo o enfoque de A. Dress.

27



Definicao 2.2.1. e Sejam X um conjunto e G um grupo. Dizemos que
X é um G-conjunto quando X sofre uma acao de G, isto é, quando
existir uma aplicacao da forma:

GxX =X
(o0,2) —mo-x

que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) Vo,7 € G,Vx € X tem-se: 7- (0 -2) =70 - .
(ii) Vo € X tem-se: 1g -z = z.

e Considere X um G-conjunto. Definimos a parte invariante de X pela
acao de GG como sendo o subconjunto de X tal que:

XC={reX|o-2 =2, Yo €G}.

e Sejam X e Y dois G-conjuntos com as respectivas G-acoes e e x. Um
homomorfismo entre X e Y como G-conjuntos é uma aplicacao T :
X — Y tal que:

T(gex)=gxT(x).

Nesse caso, dizemos que T' é uma G-aplicagao.

Exemplo 2.2.2. Sejam L um corpo e G = Aut(L), entao L é um G-conjunto.
De fato, considere a acao de G em L dada por:

GxL —L
(0,0) —o-L=0oc(l)

Entao:

(i) Yoy,09 € G,¥l € L tem-se: oy - (01 - ) = 0907 - L.
Note que este fato segue diretamente da definicao da aplicacao, pois:

oy - (01 £) = 09(01()) = 0907 - L.

(ii) V¢ € L tem-se: 1g -0 = .

1o - 0 =idy(0) = L.

Logo L é um G-conjunto segundo a G-acao dada acima.
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Exemplo 2.2.3. Se S, T sao G-conjuntos entao o conjunto Map(S,T') de
todas as aplicagoes de S em T também é um G-conjunto via a agao induzida
pelas acoes de GG sobre S e T respectivamente, da seguinte forma:

G x Map(S,T) — Map(S,T)
(0,f) mo-f:S—>T
s—o-flo7t-s)

De fato:

(i) Yo,7 € G,Vf € Map(S,T) tem-se: 7- (o - f) =70 f.

(7-(o-f))s) =

= (o (f(o ("

= ((ro)(f)(ra)~)(s)
= (10 f)(s), Vs € S.
(ii) Vf € Map(S,T) tem-se: 1 - f = f.
(le- f)(s) =1a(f(15" )
= 1a(f(s))
= f(s), Vs € S.

Além disso, o conjunto Map(S,T)¢ coincide com o conjunto Homg(S,T),
pois:
fe€Map(S,T)¢ <o -f=fVoecd,

eentao (- f)(s) =a(f(c7(s))),Vse S & f=0foc' & fo=0f Vo eq.
Observacao 2.2.4. No exemplo 2.2.3, se T for um corpo e G for um sub-

grupo de Aut(T), entao Map(S,T) é também uma T-dlgebra com as operagoes
usuais de adicao e multiplicagao pontuais e produto por escalar.

Exemplo 2.2.5. (i) Considere G um grupo e H um subgrupo de G. G é
um H-conjunto via a acao induzida pela multiplicacao de GG. Note que,
nesse caso:

qu _ | 9, se |H| > 1
| G,se|H|=1.
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(ii)) Considere G um grupo e H um subgrupo de G, entdo o conjunto %
das classes laterais a esquerda de H em G é um G-conjunto via a agao
induzida pela multiplicagao de GG. De fato, considere a acao de G em
% dada da seguinte forma:

G G

G x — =

“H O H
(0,7TH) —o-7H =07H

Entao:

G
(i) Yoi,00 € G,VTH € T tem-se: 09 - (01 - TH) = 0901 - TH.

Note que isto segue direto da definicao da aplicacao, pois:

o9 (01 -TH) = 0901y7TH = 0901 - TH.

G
(ii) V7H € T tem-se: 1g-7H = 7H, pois

l¢-7TH =1q7H =7H.
Proposicao 2.2.6. Considere G um grupo, H um subgrupo de G e T um
G-conjunto. A sequinte aplicacao canonica
G H
0 : Homg(E,T) - T
= f(H)
€ uma bijecao.
Demonstracao. e 6 esta bem definida.

De fato, dado f € Hamg(%,T) = Map(%,T)G entdo: of = f, e
consequentemente o f(H) = f(H),Vo € G.

e (0 ¢ injetiva.

Sejam f1, fo € Homg(%,T) e considere fi(H) = fo(H), entao:

fileH) = o(fi1(H))
= o(fo(H))
= fQ(UH)
= fl(O'H> = fg(O’H),VO’ € G
= f1=fa
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Note que a primeira igualdade e a terceira seguem do fato que fi, fo €

S .

Homg(ﬁ,

e 0 é sobrejetiva.
Vamos mostrar que:

vteT? 3f Homg(%,T) | O(f) =t.

G
Dadot € TH, considere f € Map(ﬁ,T) dadapor f(cH) = o(t), Vo €
G. Note que, em particular, f(H) = t. Resta portanto mostrar que f €
G
HOme(E,T). De fato, Vo, 7 € G temos:

(- f)rH) =0o(f(c™'7H)) = o(o~'t) = 7(t) = f(TH).
Assim provamos que é sobrejetiva, e portanto é uma bijecao entre os

G
conjuntos Homg(ﬁ, T)eTH. O

2.3 Fatos Decorrentes

Nesta secao veremos alguns fatos que decorrem do Lema de Dedekind e dos
resultados apresentados anteriormente a respeito da Teoria de G-conjuntos.
Tais consequeéencias terao um papel essencial na compreensao do Teorema da
Correspondéncia que estudaremos no proximo capitulo.

Assuma novamente que L/K é uma extensao de Galois e que G =
Autg L. Além disso, considere S um G-conjunto finito e a L-algebra Map(S, L).

Proposicao 2.3.1. Map(S, L) tem L-dimensao #S.

Demonstracao. Seja n = #S e considere a aplicacao:

n vezes
¢: Map(S,L) — Lx..xL
o= (f(si))i<izn

e ¢ um homomorfismo de L-algebras. De fato, dados f,g € Map(S, L)
e A € L, temos:
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(iii) »(fg) = ¢ (f)e(g)-

o(fg) = ((f9)(si))i<izn
= (f(s:)9(si))1<i<n
= (f(51))1<i<n(9(5i) )1<i<n
= o()e(9)-
(iv) ¢(1) = 1p«..x1, com 1 representando a fungao constante igual a 1 em

Map(S, L).
p(1) = (1(si))r<i<n = (11, s 11).

e © ¢ injetiva.
De fato, dado f € Map(S, L) tal que ¢(f) = 0, temos:

(f(s)=0,Vse€S= f=0.

e © ¢é sobrejetiva.
n vezes

—~
Considere ¢ = ({1,...,4,) € L x ... x L. Para mostrar que existe f €
Map(S, L) tal que ¢(f) = ¢, basta tomar:

f:8 —L
S; '—>£“\V/Z S {]_ }
= o(f) = (f(si))i<izn
=(f (81)7- - f(sn))
:<€17- X )

n vezes

. ﬂ% ~ .
Como #S =n =dimy L x ... x L entao dim;Map(S, L) = n.
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Proposicao 2.3.2. A K-dlge

Demonstrag¢dao. Seguiremos a

bra Homg (S, L) tem K-dimensao #S.

mesma ideia da Proposicao 2.1.3. Além disso,

as argumentacoes para se mostrar que toda K-base de Map(S, L)® também é

uma L-base de Map(S, L) sao

exatamente as mesmas. Assim, basta mostrar

que a acao de G em Map(S, L) é K-linear tal que:

oz f)=o(z)-

o(f),Yoe Gix € Lefe Map(S,L).

Vamos comegar provando que a agao de G em Map(S, L) é K-linear.
Sejam 11,79 € K;hy,hy € Map(S,L);0 € G,s € S, entao:

O'(T'l . hl —|—’I"2 . hg)(S)

(o(rihy + T’th))(S)
o((rihy + r2h2)
o(rihy(o™ ) + rohy (™!

o(ri)o(hi(c™" - s)) +o
r1(ochy)(s) + ra(chs)(s

~ohy 4+ 1y - ghs)(s)

tes)
)
ra)o(h

2(07" - 9))

(
)
(

e Aigualdade (1) sai do fato de que Map(S, L) é um G-conjunto segundo

a G-agao que satisfaz:

och = ocho?

e A igualdade (2) sai do fato de:

T, € K = LG.

Agora precisamos mostrar que Map(S, L) satisfaz:

o(x-h)=o(x)-

Para tanto, note que:

o(zh)(s)

o(h),Yo € G,x € L e he Map(S,L).

5))
s) Vs es.

—~

Usando o Exemplo 2.2.3, temos que:

49

= dimyMap(S, L)
= dimg Map(S, L)¢
= dimxgHomg(S, L).
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Corolario 2.3.3. Se S = entio dimg L = |G)|.

G
{1e}’

Demonstracao. E consequéncia direta da Proposigao 2.2.6.

O
» G o
Corolario 2.3.4. Se S = T com H um subgrupo de G, entdo dimygL" =
G : H|.
Demonstracao. Basta considerar a bijecao vista na Proposigao 2.2.6:
G
g : Hom(;(ﬁ,L) — L1
o= f(H)
entao:
o G
dimg L™ = dmeHomG(E, L)
G
—-#%};)
=[G : H].
O

Sejam L/K uma extensao de Galois, F' um corpo intermediario desta
extensao e G = Autgx L. Na Proposicao a seguir trabalharemos com o con-
junto Gp = {0 € G | o(x) = z,Vx € F} que é um subgrupo de G. De
fato:

e 15 € Gp.
lg =idy = 1g(x) =idy(z) = x, Vo € L, em particular, Vo € F C L.

e Sejam 01,09 € Gp = 0100," € Gp.
Vo € F,o1(x) =x e 09(z) = .

E note que:
v =0y (0a(2)) = 03 ' ()

= (01003 ")(2) = 01(0; ' (7)) = o1 (2) = 2.

Portanto G é um subgrupo de G.
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Proposicao 2.3.5. Sejam L/K uma extensao de Galois e G = AutyL.
Considere F' um corpo intermediario desta extensao e Gg. FEntao restrin-

gindo a F os elementos de G, existe uma imersao do G-conjunto an no
F

G-conjunto Algk (F, L), isto €, podemos ver — como um conjunto isomorfo
F
a um subconjunto de Algy (F,L).

Demonstracao. Procederemos por etapas.
G
(i) Como G é um subgrupo de G, entdo an ¢ um G-conjunto, pelo
F
Exemplo 2.2.5.
(ii) Algg(F, L) é um G-conjunto.

Considere a seguinte aplicagao:

G x Algw(F,L) — Algx(F, L)
(0,f) mo-f=0cof

Vamos mostrar que, de fato, esta aplicacao define uma acao de GG
em Algi(F,L).

— Yoi,00 € G,Vf € Alg (F, L) tem-se: gy - (01 - f) = 09071 + f, pois
oy (01 f) =090010 f =09010 f =001 f.
— Vf € Algg(F, L) tem-se: 1g - f = f, pois
lg-f=1go f=[.
(ii) {o|r | ¢ € G} é um G-conjunto via a agao * dada por, Vo,7 € G,
T*0|lp =70|p.
— lg*o|lp =1go|p =olr, Vo € G.

— o1%(09%0|p) = 01 % (020|p) = 01090 |p = 102 % 0| R, Yo1,09 € G.

(iv) e {o|F | 0 € G} como G-conjuntos.
F

Considere a seguinte aplicacao:

G
¢IG— —>{U‘F|UEG}

F
O'GF ’—>O'|F2F—>L

35



Note que a aplicagao ¢ esta bem definida e é injetiva, pois, dados
01,09 € G, temos:

01Gr = 053G & (0'2)710'1GF =Gr & (0'2)710'1(1') =z, Ve e F
= 0'1(.1’) = UQ(Z'), Ve e F & 0—1’F = UQ’F = ¢(O’1GF) = ¢(01GF)

A sobrejetividade de ¢ decorre do Teorema 1.1.9.

Resta mostrar que ¢ é um homomorfismo entre G-conjuntos. De

fato, se @ e * denotam as G-agdes sobre por e {olr | ¢ € G},
F

respectivamente, entao, dados 0,7 € G:

O(Te0Gp) = ¢(10Gp) =T0|lp =T*x0|p =T % ¢(0GF).

Corolario 2.3.6. Sejam L/K uma extensiao de Galois, F' um corpo inter-
medidario entre K e L e G = Auti L. Entao:

G

dimi F = #Algx (F, L) = #( 5~

) =[G : Gp] = dimg LEF.

Demonstracao. Decorre da seguinte sequéncia de desigualdades. No que se
segue, justificaremos cada uma delas.

) (1) (2) G 3) ,. G @
dimgF > #Algk(F, L) > #(G—) =[G : Gp] = dimgL™F > dimgF.
F

(1) Pelo Lema de Dedekind:
#Algi (F, L) < dimpHomg(F, L)
e pela Proposicao 2.1.2 temos que dimpHomg (F, L) = dimgF.
(2) Decorre da Proposigao 2.3.5.
(3) Decorre da Proposigao 2.3.5 e do Corolario 2.3.4.
(4) E decorrente do fato de que F' C LY pois:
LY .={leL|o(l)=1(VoecGp}.

Em particular, F = LY pois, pelo Corolario 2.3.4, sabemos que
dimp LCF = dimF.
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Observe que concluimos que:

G
e {olr | 0 € G} = Algk(F, L).
F
Note que este fato implica que todo homomorfismo de K-algebras de
I em L estende-se a um K-automorfismo de L.

Coroldrio 2.3.7. Sejam L/K uma extensao de Galois, G = Autx L, H um
subgrupo de G e F = L* . Entdao H = Gp.

Demonstragao. Note que, pelos Coroldrios 2.3.4 e 2.3.6, temos [G : Gp] =
[G : H] e que claramente H C G, por definigdo. Além disso, a igualdade
dos respectivos indices em G implica |H| = |Gp|. Portanto H = Gp. O
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Capitulo 3

Correspondéncia de
Galois-Grothendieck

A ideia deste capitulo é apresentar ao leitor a teoria de Galois-Grothendieck
que estabelece uma correspondéncia entre a categoria de GG-conjuntos finitos e
a categoria das K-algebras L-decomponiveis de dimensao finita, onde L/K é
uma extensao de Galois e G = Auty L. Para tal, comegaremos apresentando
algumas observacoes e defini¢oes essenciais.

Definicao 3.0.8. Uma categoria € consiste de uma colegao Ob€ de objetos
e de uma colecao Mors de morfismos entre objetos que verificam as seguintes
propriedades:

(i) Para cada par de objetos X,Y € Ob€ existe um conjunto More(X,Y)
de morfismos de X para Y tal que More(X,Y)N More(X',Y') = @ se
(X,Y) # (X7, Y7).

(ii) Para cada tripla de objetos X,Y, Z € ObC existe uma aplica¢do com-
posicao:

o: More(Y,Z) x More(X,Y) — More(X,Z)
(9,f) =gof

(iii) Para cada objeto X € ObC existe um morfismo identidade Ix €
More(X, X) que satisfaz:

Ixof=f ¢ golx=g

para quaisquer morfismos f € More(Y,X) e g € More(X,Z), com
Y, Z € Obe.
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Exemplo 3.0.9. (1) A categoria Get, cujos objetos sdo conjuntos e os
morfismos sao fungoes.

(2) A categoria Btp, cujos objetos sdo grupos e os morfismos sao homo-
morfismos de grupos.

(3) A categoria &Set, cujos objetos sdo G-conjuntos finitos e os morfismos
sao G-aplicacoes.

Definigao 3.0.10. (i) Sejam € e © duas categorias. Um funtor covariante
F: € — ® consiste das correspondéncias:

e 0b(€) = Ob(D), X — F(X)

o Mor(€) = Mor(®), f: X =Y — F(f): F(X) — F(Y),
tal que:
— F([X) = IF(X),VX € Ob(@)
— Flgo f) = F(g) o F(f),¥g € More(Y, Z) ¢ f € More(X,Y).

(ii) Sejam € e © duas categorias. Um funtor contravariante F' : € — ©
consiste das correspondencias:

o Ob(€) = Ob(D), X — F(X)

o Mor(€) — Mor(®D), f: X =Y — F(f): F(Y) — F(X),
tal que:
- F(]X) = IF(X),VX c Ob(@)
— F(go f)=F(f)o F(g),Yg € More(Y, Z) e f € More(X,Y).
Definigao 3.0.11. (i) Um funtor covariante F': € — ® ¢é dito uma equi-

valéncia de categorias se existe um funtor covariante G : © — € tal
que:

FOGzlg
GOF21¢

(ii) Um funtor contravariante F': € — © é dito uma (anti-)equivaléncia de
categorias se existe um funtor contravariante G : ® — € tal que:

FOG21¢
GOle@
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Definicao 3.0.12. Seja L um corpo. Uma K-algebra A L-decomponivel é
uma K-algebra que satisfaz:
VYa,b € A, a # b, existe um homomorfismo de K-algebras ¢ : A — L tal que

p(a) # @(b).

Exemplo 3.0.13. Seja L/K uma extensao de corpos. Entao K é tri-
vialmente uma K-algebra L-decomponivel. Para tanto basta considerar
m: K — L a K-imersao de K em L.

Exemplo 3.0.14. Sejam L/K uma extensao de Galois, G = AutgL, e S
um G-conjunto finito. Vimos na Proposigao 2.3.2 que Homg(S, L) é uma
algebra de K-dimensao #S. Note que, de fato, Homg(S, L) é uma algebra
L-decomponivel. Para tal basta considerar, para cada s € S, a aplicacao:

vs: Homg(S,L) — L
o= f(s)

e observar que Vf,g € Homg(S,L), com f(s) # g(s) para algum s € S,
obtemos:

vs(f) = f(s) # g(s) = vs(9).

Observacao 3.0.15. Denotemos por 2lg a categoria cujos objetos sao as
algebras L-decomponiveis e os morfismos sao os homomorfismos de K-algebras.

3.1 O Teorema da Correspondéncia de Galois-
Grothendieck

No que se segue trataremos de construir as ferramentas necessarias para
obtermos a (anti-)equivaléncia entre as categorias ®Set e Alg. Procederemos
por etapas.

FEtapa 1. Sejam L/K uma extensao de Galois e G = Autg L. Considere,
para toda K-élgebra L-decomponivel A de dimensao finita, a aplicacao:

p:A — Ax:= Homg(Algk (A, L), L)
a > g Algg(A, L) — L
v = pla)

Proposigao 3.1.1. A aplicacao p € um isomorfismo de K-dlgebras.
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Demonstracao. e p esta bem definida.
De fato, p, € Homg(Algk (A, L), L), pois Va € A, Vo € Algk(A, L) e
Vo € G temos:

0 - pia(p) = o(palo ™ 0 @) = a(07 (0(a)) = ¢(a) = palp).

e 1 ¢ um homomorfismo de K-algebras.
Para quaisquer a,b € A, k € K e p € Algk(A, L) temos que:

= p(ka + )
= ky(a) + ¢(b)
= (k:ua + II"Lb)(gp)

Mka+b(90)

e que

p(ab)

p(a)p(b)
= (Hat) ().
Observe que ® segue do fato de p € Algk (A, L), que é uma K-élgebra.

Nab<90)

®

e /., ¢ bijecao.
1 € injetor.
De fato, dados a,b € A com a # b, existe ¢ € Algx (A, L) tal que ¢(a) #
¢(b) (pois A é L-decomponivel) e portanto:
1(a)(9) = pa(9) = ¢(a) # ¢(b) = () = p(b)(¢).
Ou seja p(a) 7 pu(b).

1t é sobrejetor.
De fato, decorre das Proposicoes 2.3.2 e 2.1.2 que:

Como p(A) é um K-subespaco vetorial de Ax, necessariamente devemos
ter:

dimg Ax > dimgp(A) = dimgA.
Logo u é sobrejetor, e portanto é um isomorfismo de K-élgebras. O

Ftapa 2. Sejam L/K uma extensao de Galois e G = Autx L. Para cada
G-conjunto S considere a aplicagao:
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v:S — Sx:= Algx(Homg(S,L), L)
s g

com v dado no Exemplo 3.0.14.
Proposicao 3.1.2. v é um isomorfismo de G-conjuntos.

Demonstracao. e v esta bem definida.
De fato, vs : Homg(S, L) — L é um homomorfismo de K-dlgebras, pois,
dados f,g € Homg(S, L) e k € K, temos:

vs(f +kg) = (f +kg)(s) = f(s) + kg(s)

vs(f - g9) = (f-9)(s) = f(s) - g(s).
e v é uma (G-aplicacao.
De fato, Vo € G,s € S e Vf € Homg(95, L), temos:

v(o-s)(f) =vos(f)

e v ¢é bijetor.
Sabemos, pelas Proposicoes 2.3.2 e 3.1.1 que:

#Sx = #Algx(Home(S, L), L)
= dimxgHomg(S, L)
= #S.

Entao, basta mostrar que a aplicacao € injetora. Conforme visto na Pro-
posicao 2.3.2, Homg(S, L) gera Map(S, L) como um L-espago vetorial. Da-
dos 5,8 € S tais que s # s’ se g(s) # g(s'), para todo g € Homg(S, L),
entdo f(s) # f(s'), para todo f € Map(S, L). Mas sempre é possivel cons-
truir f € Map(S, L) tal que f(s) # f(s'), por exemplo, f : S — L dada
por:

1, sex=s
f(a:)—{ 0,se x# s
Portanto, se s # s existe a € Homg(S, L) com a(s) # a(s’), ou seja:

vs(a) = a(s) # a(s") = vyg(a).

Consequentemente v(s) # v(s'). O

42



Etapa 3. Agora estamos em condigoes de enunciar e demonstrar o prin-
cipal resultado deste capitulo.

Teorema 3.1.3 (Teorema da Correspondéncia de Galois-Grothendieck). Se-
jam L/K uma extensao de Galois e G = Autx L. Entao a aplicagao:

6. 6Get — AUlg
S +— Homg(S, L)

¢ um funtor contravariante que induz uma (anti-)equivaléncia candnica de
categorias, cuja inversa € dada por:

O Al — GGet
A Algr(A, L).

Demonstracao. e © é um funtor contravariante.

De fato, Vi € Morggu(S,T):
O(p) : O(T) — O(S)
[ = fop
Assim,
— VS € Obgeset € Vf S @(S) temos @(]S) = ]@(s).
De fato, para qualquer f € O(S) temos:
OIs)(f) = folls) = f.
— Vv € Morgse(T, X), V6 € Morgsa(S,T) e Vf € O(X) temos:

O(y00)(f) —fovoé
O(0)(f o)

—@( )(O()(f))

= (0(3) 0 O(7))(f)-

e De forma andloga, @ é um funtor contravariante.

e O é uma (anti-)equivaléncia de categorias.

Ja provamos nas Proposicoes 3.1.2 e 3.1.1 que

S ~ Algx(Homg(S, L), L)
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como G-conjuntos e que
A~ Homg(Algk(A, L), L)
como K-algebras. Consequentemente, temos:

S ~ Algx(Homg(S, L), L) = 0'(O(S5))

A~ Homg(Algk(A, L), L) = O(6'(A)).
U

3.2 Uma releitura do Teorema Fundamental
da Teoria de Galois

Finalmente podemos apresentar o Teorema Fundamental da Teoria de
Galois como um caso particular do Teorema da Correspondéncia de Galois-

Grothendieck.

Para tanto, sejam L/K uma extensao de Galois e G = Autg L. Conforme
vimos no Exemplo 2.2.5, para cada subgrupo H de G o quociente % é um
G-conjunto finito via a acao induzida pela multiplicacao de G. Da mesma
forma, vimos no Exemplo 3.0.13 que cada corpo F' intermediario da extensao

L/K é uma K-élgebra L-decomponivel.

Denotemos por Subg(G) o conjunto dos subgrupos de G, por Quoc(G) o
conjunto dos quocientes % e por Subc(L) o conjunto dos corpos intermedidrios
de L/K. A correspondéncia de Galois entre subgrupos de G e subcorpos in-
termediarios de L, conforme enunciado abaixo, é uma consequéncia imediata
da Proposigao 2.3.5 e da composicao das seguintes bijegoes:

e a bijegao 6bvia entre Subg(G) e Quoc(G),

e arestricao a Quoc(G) e a Subc(L) dos funtores © e @', respectivamente,
conforme descritos no Teorema 3.1.3,

e 0 isomorfismo € conforme descrito na Proposicao 2.2.6.

A vizualizagdo em diagramas fica da seguinte forma:

G 9

G
H%EgHomg(ﬁ,L):LH.
G 235
Gp + — & Algg(F, L) < F.
Gr



Teorema 3.2.1 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois). Sejam L/K
uma extensao de Galois e G = Autg L. Entdo a aplicagao:

Subg(G) — Subc(L)
H — L7

€ uma correspondéncia bijetora, que inverte a inclusao, cuja inversa € dada
por:
Subc(L) Subg(G)
F - GF.

45



Referéncias Bibliograficas

ARTIN, E.; Galois Theory. Notre Dame Mathematical Lectures, Notre
Dame University (1948).

BRZEZINSKI, T. and WISBAWER R.; Corings and Comodules. Lon-
don Mathematical Society Lecture Note Series 309, United Kingdom
(2003).

DEMEYER, F.; Another Proof of the Fundamental Theorem of Galois
Theory, in: The American Mathematical Monthly, 75, 7, 720-740, Aug
- Sep. (1968).

DRESS, A. W. M.; One more shortcut to Galois Theory, in: Advances
in Mathematics, 110, 129-140, (1995).

GROTHENDIECK, A.; Revétements étales et groupe fondamental. Lec-
ture Notes in Mathematics 224, Springer-Verlag, French, (1971).

MCCARTHY, P.J.; Algebraic Extension of Fields. Blaisdell Publishing
Company, London (1966).

MORANDI, P.; Field and Galois Theory. Graduate Texts in Mathema-
tics, Springer-Verlag, New Mexico, USA (1996).

PAQUES, A.; Teorias de Galois, in: Minicurso: Escola de Algebra
(2012).

ROTMAN, J.; Galois Theory. Springer-Verlag, Illinois, USA (1990).

STEWART, I.; Galois Theory. Champman and Hall/CRC Mathematics,
Coventry, United Kingdom (2003).

46



