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Resumo

Nesta dissertacao, estudaremos formulas expressando numeros de Fibonacci

como somas sobre composigoes, tais como
Fpn= Y (27'=1)--2% ' =1), n>1,
aeC(n)

onde a soma se estende sobre todas as composicoes aq, as, . ..,a, de n, para um k
qualquer. Daremos uma explicagao sistemética de tais férmulas usando monoides
livres. O nimero de composi¢oes de n em partes 1 e 2 é o (n+ 1)-ésimo numero de
Fibonacci Fj,;1, e essas composicoes estao associadas a um monoide livre. Veremos
algumas formulas surgindo a partir de submonoides livres desse monoide livre. Al-
ternativamente, e sempre que possivel, tentaremos interpretar combinatorialmente

os resultados tratados aqui.



Abstract

In this dissertation, we study formulas expressing Fibonacci numbers as sums

over compositions, such as
Fyoo= Y (227'=1)-- (2% ' —1), n>1,
aeC(n)

where the sums are over all compositions ay, as, ..., a; of n, for any k. We will
give a systematic explanation of such formulas using free monoids. The number of
compositions of n with parts 1 and 2 is the (n + 1)th Fibonacci number F, ;, and
these compositions form a free monoid. We will see some formulas coming from
free submonoids of this free monoid. Alternatively, and whenever possible, we try

to interpret combinatorially such results.
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Introducao

O estudo das particoes é, de fato, muito mais antigo do que o das composigoes.
H4 registros pré-histéricos de gravuras rupestres listando contagens de pequenos
grupos de animais, dispostos curiosamente na forma de algo que chamamos hoje
de “particoes”. Mas foi com Euler que surgiu realmente um estudo sistematico das

particoes envolvendo os conceitos aplicados atualmente.

Ja o estudo das composicoes envolvendo palavras é algo razoavelmente recente.
Alguns resultados envolvendo o estudo das composicoes de inteiros remontam a
1893, publicados por Percy Alexander MacMahon, enquanto Axel Thue conduziu
uma pesquisa inicial sobre a combinatéria nas palavras em 1906. Nas décadas se-
guintes o principal foco de pesquisa em Combinatéria Enumerativa era em partigoes
e permutacoes. Até o final da década de 60, foram publicados artigos individuais en-
volvendo composigoes sob varios aspectos, mas nao havia um interesse de pesquisa

concentrado.

A virada ocorreu nos anos 70, quando diferentes grupos de autores desenvolve-
ram novas diregoes de pesquisa. Eles estudavam composicoes e palavras que fossem
restritas de alguma forma, e nao resumia-se a apenas enumerar o nimero total da-
queles objetos, mas também importava verificar certas caracteristicas. A maioria

das publicagoes sobre composicoes e palavras foram feitas nas iltimas décadas. Os



autores tém estudado varios aspectos das composicoes e das palavras, generalizando

resultados anteriores e introduzindo novos conceitos.

O que faremos nessa dissertagao é estudar o artigo [5] de Gessel e Li e reescreve-
lo com complementacgoes de leitura, como, por exemplo, acrescentando explicagoes
adicionais. Tentaremos justificar todas as afirmagoes desse artigo que derem espaco
a isso. Incluiremos conteidos adicionais que ajudem a contextualizar as ideias de-
senvolvidas. Acrescentaremos exemplos, e proposigoes com suas respectivas provas.
H4, no artigo, célculos e resultados nao muito diretos, que complementaremos com
calculos adicionais, por exemplo, em uma igualdade presente no artigo, nao tao ob-
via, entre fungoes geradoras, escreveremos igualdades intermedidrias elucidativas.
Utilizando as ideias do artigo, daremos uma aplicacao aos numeros de Tribonaci e
uma nova demonstragdo de uma recorréncia obtida em [3]. O leitor notard que a
ordem da teoria trabalhada na dissertacao segue mais ou menos a mesma ordem da

trabalhada no artigo.

No Capitulo [1] introduziremos os pré-requisitos para o que desenvolveremos a
seguir. Também enunciaremos o principal teorema da dissertagao, o Teorema [1.10]
As conclusoes do teorema principal sao bem conhecidas, algumas delas inclusive
sao objeto do Exercicio 35 da pagina 121 do livro de Stanley [16]. O que é novo
no artigo é o método usado para provar esses resultados. E um método baseado
na teoria dos monoides livres, que serve para provar e descobrir novos resultados.

Durante toda dissertacao abordaremos provas para os itens do Teorema [1.10

No Capitulo 2] comegamos a desenvolver a teoria dos monoides livres e é onde
fazemos a conexao deles com os conjuntos de composicoes. Também provaremos

quatro lemas tteis para garantir que um submonoide de um monoide livre seja livre.

No capitulo[3lestudaremos um monoide livre especifico, com base em um alfabeto

de apenas duas letras 1 e 2. Veremos que a anélise de alguns submonoides livres



desse monoide fornece formulas interessantes envolvendo os numeros de Fibonacci

F,,, além de produzir alguns teoremas mais gerais.

No Capitulo [ trataremos da multisec¢ao dos monoides livres e, em especial, das
composicoes de Fibonacci, estabelecendo, assim, algumas ferramentas tteis para
desenvolver os dois ultimos capitulos. Faremos também interpretacoes alternativas
de algumas dessas ferramentas. Essa multisec¢ao nos permitira considerar apenas as
composigoes de Fibonacci de inteiros congruentes a “algum inteiro” médulo “algum

natural”.

Nos Capitulos finais 5| e [f] trataremos das fungoes geradoras para as composigoes
de Fibonacci de inteiros pares, impares, divisiveis por 3, e que deixam restos 1 e
2 na divisao por 3. Além disso daremos interpretacoes alternativas para algumas

dessas formulas.

Em geral, veremos que alguns casos particulares dos teoremas trabalhados aqui
fornecem férmulas envolvendo os nimeros de Fibonacci, admitindo, as vezes, como

dito antes, interpretagoes combinatérias ou alternativas.



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Ideias preliminares

Definicao 1.1. Uma composicao de um inteiro n € uma sequéncia finita ay, as, . . . , ax

de inteiros positivos, chamados de partes da composicao, cuja soma € igual a n.

Cabe ressaltar que, diferentemente do estudo das particoes, a troca da ordem
das partes altera a composi¢ao. Geralmente uma dada composicao é escrita como

uma soma ordenada de suas partes.

Exemplo 1.2. Para n = 16 vale que (2,4,10) e (4,2,10) sao composi¢oes distintas
de 16, que podem ser representadas como 2+ 4+ 10 e 4 4+ 2 4 10, respectivamente.

Entretanto ambas representam a mesma particao.

Uma questao inicial que surge, tanto no estudo das composi¢oes quanto no das
particoes, € a de calcular a quantidade total de composicoes ou de particoes de
um certo inteiro positivo n. Geralmente definem-se por ¢(n) o nimero total de

composigoes de n, e por p(n) o numero total de particoes de n. Ha formas simples



de calcular ¢(n). Temos, por exemplo, um modo combinatério que consiste no
seguinte: primeiro dispomos n pontos em linha horizontalmente. Ao colocar no
maximo uma barra vertical entre cada dois pontos vizinhos, vemos que as barras
determinam compartimentos de pontos. Ao dispor o nimero de pontos de cada
compartimento numa soma na ordem em que cada um aparece, fornecemos uma
composicao de n. Por exemplo, a composicao de 15 dadapor 5+1+14+3+4+1
esta associada a

Claramente cada disposicao de pontos e barras estd associada a exatamente uma
composicao, e cada composicao, por sua vez, estd associada a uma unica disposicao
de pontos e barras. Dai, o nimero de composicoes de n ¢é igual ao nimero de
disposicoes de pontos e barras. Como temos a opc¢ao de colocar ou nao uma barra
entre cada dois pontos vizinhos, ou seja, duas opgoes por dupla de pontos vizinhos,
e como hd n — 1 duplas de pontos vizinhos, hd um total de 2"~! disposicoes de

barras e pontos com exatamente n pontos. Segue que

c(n) = 2"

Em muitos aspectos, a teoria das composi¢oes ¢ muito mais simples do que a
o0

teoria das parti¢oes. A fungao geradora das partigoes P(z) = Zp(n)x", lz| < 1,
n=0

o0

1
tem um comportamento complicado. Da expressao P(z) = H T—om
— xn
n=0

ela nao pode ser prolongada analiticamente além do disco unitario, visto que o

segue que

conjunto de singularidades de P(z) em C é um conjunto denso na circunferéncia
oo

|z| = 1. J& a fungao geradora das composigoes C(x) = Z c(n)z™ tem a expressao
n=0
x 1—x
1-2z  1-2z

ou seja, ¢ uma funcao racional e

Clz) =1+ 2" 'a" =1+
n=1

1
tem uma unica singularidade, que ocorre em x = 3



As férmulas que calculam p(n) sdo, em geral, bem mais complicadas, por exem-
plo, hd uma recorréncia para p(n) devida a Euler:
- - i3 —1) j3j+1)
= —1)y-t RS Ca— EEEASCHEnA T I
plo) =35 (=17 (o (0= L) g (- 2
7j=1
Enquanto uma recorréncia para ¢(n) pode ser dada facilmente a partir da férmula

c(n) =21

paran > 2 com c¢(0) =1lec(l) =1

Se quisermos conhecer férmulas fechadas para p(n), que dependam apenas de n,
tal como ocorre com a expressao c(n) = 2”1 veremos que o contraste da diferenca
entre os niveis de complicacao aumenta. Temos, por exemplo, uma férmula dada

por Hans Rademacher em 1937 que diz o seguinte:

1 d
p(n) = 3 ; \/EAIC(")% ,

onde Ag(n) é uma soma tipo-Kloosterman,

A= Y e (m(h,k)—%li”h),

0<h<k

mdc(h,k)=1
e s(h, k) é uma soma de Dedekind,

on-£()(4)

J
com

1
r—|x|—=, se xé&Z,
((z)) = . ’

0, se x€Z.

que é bem mais complicada do que a férmula c(n) = 2"~ 1.

Voltando agora as composicoes, temos o seguinte.



Definigao 1.3. Seja C(n) o conjunto de todas as composicoes de n, entao iremos
escrever Zaec(n) para uma soma sobre todas as composi¢oes ajas - - - ay de n, com

qualquer numero de partes.
Exemplo 1.4. C(3) = {(1,2),(2,1),(1,1,1),(3)}, ou seja |C(3)| = 4. Dai

> arcapcap = 1-242-141-1-1+43
aeC(3)
= 2424143

= 8.

Definicao 1.5. O n-ésimo numero de Fibonacci F,, é definido pela recorréncia

Fo=0,Fi=1ekl,=F, 1+ F, 5 paran > 2.

Podemos encontrar solucoes em forma fechada para a recorréncia F,, = F,,_1 +

F,_5. Supoe que ela admita solugoes do tipo F,, = x™ com x # 0, agora basta

n—1 _ ,.n

determinar x. Dali, temos a equacao =" — x "2 = 0, que equivale & equacao

2 — 2 —1=0, cujas solucoes sao

1++5 1—+5
e = .
2 2

de segundo grau x

o =

Agora note que qualquer combinacao linear de o™ e 8™ é solugao de F,, = F,,_ 1 +

F,,_5. Resta exigir que ela cumpra as condigoes iniciais, isto €,
ac® +b8° = 0
act + 081 = 1,

0 que ocorre se, e somente se, b = —a e aa — aff = 1, ou seja,

1 Loy 1
——=— e b=—a=——,
a—pf Vb NG

isso fornece a férmula nao-recursiva para os nuimeros de Fibonacci
1

Fom L g (VS (VA"
"_\/g \/5 B 211\/5 )

que é conhecida como a férmula de Binet para os nimeros de Fibonacci.

a =




Definicao 1.6. O n-ésimo numero de Lucas L, € definido por Ly = 2, e L, =

Foo1+ F,q1 paran > 1.

Note que L1 = Fy + Fy =1+ 0 =1 e que, para todo n > 3,

L'rL - Fn+1+Fn—1:Fn+Fn—1+Fn—2+Fn—3
- Fn+Fn72+Fn71+Fn73

= Ly, + Ln—?a

mas Ly = F3+F, =2+1=1+2 = L1+ Ly, isto é, L,, obedece & mesma recorréncia
que F),, e s6 difere nas condicoes iniciais. Portanto os valores de a e de [ sao os
mesmos da férmula de Binet e, como antes, as condigoes iniciais vao determinar

uma combinacao linear que obedeca as igualdades

ac’ +b3° = 2

act +0B = 1.
A primeira igualdade diz que a + b = 2, a segunda que a = b, daia=b=1¢

Ly,=a"+ 8"

1.1.1 Caminhos de Dyck

No Capitulo 9| faremos uma referéncia aos caminhos de Dyck. Por isso daremos

aqui alguns pré-requisitos que justifiquem tal referéncia.

Definicao 1.7. Um caminho de Dyck de comprimento 2n € uma rota no plano
cartesiano, acima do eizo x, que parte do ponto (0,0) e vai até (2n,0) onde os

unicos passos permitidos sao dados pelos vetores (1,1) ou (1,—1).



Podemos representar qualquer caminho de Dyck de comprimento 2n no reticu-

lado de comprimento 2n e altura n.

Exemplo 1.8. Abaizo temos um caminho de Dyck de comprimento 12 e altura 3:

Exemplo 1.9. Ha 5 caminhos de Dyck de comprimento 6:

Estamos interessados em contar o nimero total de caminhos de Dyck de um

certo comprimento com no maximo uma certa altura.

Vamos primeiro fazé-lo sem a limitacao da altura. Seja a,, o nimero de caminhos
de Dyck de comprimento 2n e altura qualquer. Definimos a fungao geradora f(x)

da sequéncia {a, },>0 por
o0
flz) = Z apx"
n=0

Note que a, pode ser calculado combinatorialmente como segue: para cada
caminho de Dyck contado por a, fixe a peniltima posicao, da esquerda para a
direita, em que o caminho de Dyck intercepta o eixo x e suponha que isso ocorra

na posicao 2k. Esquematicamente temos:



2n

2% 2n —k—1)

Note que, a esquerda dessa posicao, ha ay possibilidades, enquanto que, a direita,
como o caminho nao pode mais interceptar o eixo x, ha a,_,_1 possibilidades.

Variando k£ de 0 a n — 1, encontramos a igualdade:

n—1
ap = E ApQp—f—1 -
k=0

Multiplicando ambos os lados por 2" e somando de n = 1 a 0o, encontramos:

00 co n—1

g a,x” = E g WOy o1 T
n=1 n=1 k=0

co n—1

= $§ g g1k "

n=1 k=0

(o] n
= xE g R I,

n=0 k=0

fla) =1 =af(x)?. (L1)

ou seja,

Mas esta igualdade é equivalente a



Agora, nesta ultima igualdade, substituindo o termo f(z) da expressao da direita

pela prépria expressao da direita, que é igual a f(z), obtemos

1
f (33) = ] T .
1—af(x)
aplicando isso repetidamnte, encontramos a expressao em fracoes continuas:
1
f (x) = T
1= T
1 —
T
 ——

Note que, da igualdade (|1.1]) acima, resolvendo a equagao de segundo grau, obtemos

a expressao alternativa

flz) = 1_— V2:1E_4‘”

Agora, vamos definir a,, ;, como o nimero de caminhos de Dyck de comprimento 2n

e altura de no méximo h. Defina f,(z) por
fu(z) = Z Ap p "
n=0

Como antes, a,,j, pode ser calculado combinatoriamente: para cada caminho de
Dyck contado por a,j fixe a pentltima posigao, da esquerda para a direita, em
que o caminho de Dyck intercepta o eixo x e suponha que iso ocorra na posicao
2k. Note que, a esquerda dessa posicao, ha ayj, possibilidades, enquanto na direita,
como o caminho nao pode mais interceptar o eixo x, ha a,—1_ 41 possibilidades,
pois o caminho da direita é contado a partir da linha logo acima do eixo x, o que

justifica a reducao da altura para h — 1. Dal temos

n—1

Qn,p = E A hOp—1—kh—1 -
k=0

11



Multiplicando ambos os lados por 2" e somando de n = 1 a 0o encontramos:

co n—1

oo
Qp BT = i hQAp—1—k h—1T
n=1

§ n
= T Ak, hQpn—f h—1L
o)
= T Qp, nT Qp p—1T )
n=0 n=0

ou seja,
fu(x) =1 =2 fn(x) fr-1(2),

0 que equivale a
1

1—afp1(x)

Com esta ultima igualdade em maos, se quisermos a fungao geradora que conte

fu(z) =

os caminhos de Dyck de comprimento 2n e altura de no maximo 3, por exemplo,

calculamos:
1 1
falw) = 1 —zfz(x) - 1——1: '
1 —zfi(z)
Mas s6 ha um caminho de Dyck com altura de no maximo 1 para cada comprimento
2n, ou seja,
o 11—z
e dai,
1 1
f3(x) = ) T = ) T
1—zfi(z) R
11—z

12



1.2 O Teorema principal sob uma abordagem en-

volvendo funcoes geradoras

Faremos aqui o estudo de algumas férmulas que expressam ntimeros de Fibonacci
como somas sobre composicoes. A seguir, temos teorema principal comentado na

introducao.

Teorema 1.10. Os sequintes itens sao verdadeiros para n > 1:

(i) Fy1 € o nimero de composicoes de n em partes iguais a 1 ou 2.
(i) F,—1 € o numero de composi¢oes de n em partes maiores do que 1.
(#ii) F,, € o numero de composi¢oes de n em partes impares.

(iv) Fy, = Zaec(n) aias - - - a

(0) Fons = Sy (271 — 1)~ (2571 1),

(vi) Fopi1 = ZaEC(n) g#{Eai=l},

A partir daqui, estamos interessados em explicar como encontrar tais identida-
des, como prova-las com funcgoes geradoras e como prova-las combinatoriamente.

Para isso vamos precisar do lema abaixo (ver em [10] e [I1]).

Lema 1.11. Seja uq,ug, us, ... uma sequéncia de numeros. Entao a soma
E Ugy Ugy * * * Ug,
aeC(n)

¢ o coeficiente de " em

0o -1
i=1

Demonstracao. Note que a afirmagao do Lema |1.11] é equivalente a seguinte igual-

13



dade de funcoes geradoras

[e%e) -1 o]
1—5 w; T :1—|—E E ualu@--- an | 2"
=1 n=1 aGC
A prova que daremos consiste em verificar tal igualdade. Ela pode ser escrita assim

1 = 1—{—§: Z Ugy Ugy * ** Uqy, | T" (1—§:ui:vi>
i=1

n=1 \aeC(n)

0o
= ]_—|— E g ualuaz... ax ajn
n=1 \a€C(n)

— {1+ f: Z Uay Uay * * * Uqy, z" (f: uzxz>
=1

n=1 \aeC(n)

que (cancelando os dois 1's e trocando a expressao negativa de lado) equivale a

o0 o0 o0
n n )
E E Ugy Ugy ** * Uq, | T = 1+E E Ugy Ugy ** * Uqy, | T E U; T
i=1

n=1 \aeC(n) n=1 \aeC(n)
cujo lado direito, ao ser desenvolvido pelo produto dos somatérios, torna-se igual a

e ) n—1

oo

n n

E E E Ug gy ** " Uqy, | Un—s | T —i—E Up X" .
n=1

n=2 i=1 aceC(i)

Comparando os coeficientes, os de 2° sao nulos e os de 2! sao u; em ambos os lados,

portanto tal igualdade é verdadeira se, e somente se,

n—1
Z Ugy Ugy ** * Ugy, = Uy + Z Z Ugy Ugy ** * gy, | Un—i, YN > 2, (1.2)

aeC(n =1 \aeC(i
o que pode ser verificado bijetivamente: note que acrescentar a parte n — i ao final
de uma composicao de ¢ gera uma composicao de n, e omitir a tdltima parte de
uma composicao de n terminada em n — ¢, gera uma composi¢ao de ¢. Em outras

palavras,

o\ () = J 00 x {n -0},

14



onde Cy x Cp é definido como o conjunto de todas as concatenagoes entre cada
composicao de Cy e de Cp nessa ordem, ou, mais precisamente, a composicao
(ay,as,...,a,) pertence a C'y xCp se, e somente se, existe algum inteiro nao negativo

k tal que (aj,as,...,a;) € Cy e (ags1, apyo,s---,a,) € Cp.
Isto implica que, para todo n > 2,

E Ug  Ugy ** " Uqy | — Up = E Ugy Ugy * * * Ug,

aeC(n) a€C(n)\{(n)}

= § , Uqy Uay * * * Uay,

aclUiZ) C(i)x{(n—i)}

n—1

= E Uqy Uay * * * Ugy,
=1 \aeC(i)x{(n—1i)}
n—1

= E Ug Ugy * * * Uqy, * Un—i
i=1 \aeC(i)
n—1

- E Ug Uggy * * * Uqy, | Un—i,
i=1 \acC(i)

o que equivale a igualdade ([1.2)), concluindo assim a verificagao desejada. O

A fim de provar o Teorema [1.10] usando funcoes geradoras, vamos precisar da

formula abaixo

[o.¢] :L’
Fa'=—" . 1.3

Ela é bem conhecida e apresentamos uma demonstracao dela a seguir, mas nos

também a provaremos mais adiante como uma aplicacao das ideias desenvolvidas

no Capitulo [2|

15



Demonstracao. Note que

;%an;n _ i +€?+§;F z; Fyy + Fy_g)a"

= x4z i F, "'+ 2? Z F, oz"?
= x+xian”+x2ian"

n=1 n=0
= x+xian"+$2ian”

n=0 n=0

= ZFnac”(l—x—:L'Z) =z

= ZFm 1—m—x2

]

Agora, note que o item (i) do Teorema segue da aplica¢ao do Lema [1.11]
para a sequéncia (u;);>1 onde u; = 1, ug = 1 e u; = 0, Vi > 3, e do fato de que,

neste caso, a soma ZaEC n) Uay Uay ** * Ua ¢ precisamente o nimero de composicoes

k
de n em partes iguais a 1 ou 2. Essa soma é, pelo Lema [1.11], o coeficiente de x™

em

S R R
(1 o x) o 1—x— 22

Mas tal coeficiente é, como consequéncia da igualdade ([1.3), o (n+1)-ésimo nimero

de Fibonacci F, ;.
Para os itens (ii) e (i11) precisaremos das duas seguintes equagoes.

Nas proposicoes abaixo e ao longo de toda a dissertacao, as séries de poténcias

sao séries de poténcias formais, nao importando a convergéncia das mesmas.

Proposicao 1.12.
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Demonstracao. Note que

22\
1—a2? =2 —2*—..)7 = (1— )
11—z

B 11—z
C l—z—a?
2
x
=1
+1—x—x2
Proposicao 1.13.
X _ 3.5 -1
1+1_x_x2—(1—x—:v —x’ =)

Demonstracao. Note que

l—z—2°—2°—- )1 = <1_ x )‘1

]

Para provar o item (i7) aplicamos o Lema comu; =0ewu =1Vi>2.

Note dai que a soma ZGEC(n) Ug, Uy -+ Ug

com partes maiores do que 1, sendo, pelo Lema [1.11} o coeficiente de

(1—a2? =22 ..,

que, pela Proposicao [1.12] é igual a

1‘2

1o =
le—x—xQ7

17
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cujo coeficiente de 2™ é F),_;.

Similarmente para o item (4ii) fazemos u; = 0, se i é par e u; = 1, se i é fmpar.
Dai, a soma do Lema fica igual ao nimero de composicoes de n em partes
fmpares e, pelo mesmo lema, é o coeficiente de (1 —z — 2® — 2° — ---)~! que, pela
Proposicao [1.13] é igual a

x

1=
+1—$—x2

que tem o coeficiente de x™ igual a F,.

Para provar os itens (iv), (v) e (vi) vamos precisar das duas férmulas seguintes,
cujas demonstracgoes seguem abaixo. Elas também serao provadas no Capitulo

como uma aplicacao das ideias desenvolvidas no Capitulo [k

> x
" = ——— 14
nZ:o 20 1— 3z — 22 (1.4)

> 11—z
Fypa® = —— = 1.5
g 2n+17 1— 3z — 22 (1.5)

Demonstracao. Primeiro defina a,, e b, pelas fungoes geradoras:

EOO a,x"t = v
n - _ 2
—~ 1—-3x—=x
oo 1 _
g b,z = T =
— 1—-3x—=x

18



Agora, observe que

(o] o (o)
x E Fopp12™™ + E Fopx?® = E EF.z"
n=0 n=0 n=0

B T 1+ 7 — 22
T l—2—22 14x-— a2
 r4a®—ad
1 =322+ 24

1 — a2 x?

T +
1—3224+24 1—3x2424
= =z Z b,z + Z a, ",
n=0 n=0

Portanto, b, = Fy,11 € a, = F5, e o resultado segue. O

Para provar os itens (i), (v) e (vi) também usaremos as igualdades das trés

préximas proposigoes,

Proposicao 1.14.

x
14— = (1—2—222—32%— )}
+1—3a:—|—x2 ( v v v )

x _1—2x+x2

+ = . Resta verificar que
1—-3z+22 1—3x+22 v d

Demonstracao. Temos 1

(1—2rv+2")1—2—22" 32> —---)=1- 30 +2° (1.6)

Novamente os coeficientes de 2%, z! e 22 sdo claramente os mesmos nos dois

lados da equacdo. Para z¥ com k > 3, temos no lado esquerdo de (1.6))
(1—2z42H)( - — (k=222 — (k- 12" —ka® —-.)

e dai, (—=1(k —2)+2(k — 1) — k)z* = 02* = 0. Logo os coeficientes de z* sao nulos

em ambos os lados para k£ > 3 e segue o resultado. O

Proposicao 1.15.

IL‘2

_ 2 3 4 5 k1 k —1
1+m—(l—x —3z° = Tz" —152° — - = (2" = 1)a" — - )
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x? _1—3:E+2:c2
1—3x+22 1—3z+ a2

Demonstracao. Temos 1+ resta verificar que

(1-3z+22%)(1 — 2% =32 —72* —152° — ) =1 — 3z + 22 (1.7)

3

Novamente os coeficientes de 2°, 2!, 22 e 23 sdo claramente os mesmos nos dois

k

lados da equagao. Para x” com k > 4, temos no lado esquerdo de (1.7

(1 -3z +22%)(--— (283 — )22 — (22 — )bt — (2" — 1)k )

e dai, (—2(2"3 —1) +3(2F2 1) — 1(2"! —1))2* = 02F = 0. Logo os coeficientes

de 2* sao nulos em ambos os lados para k > 4 e segue o resultado. O

Proposicao 1.16.

1—=x

T_{_Q:(1—21'—,1’2—1’3—.1'4—1)5—"‘)_1
— o X

Demonstracao. Note que

(1—22—2?—2%—2*—2°—...)71 =

1—x+2x2—2x—x2)_1

11—z
B 1—3z+22\ "
B 11—z )
B 1—=z
- 1-3z+a2

]

Agora note que o item (iv) segue similarmente aplicando o Lema a sequeéncia
(u;)i>1 definida por u; = i, usando a equagao (1.4]) e a Proposigao [1.14] nos forne-

cendo automaticamente:

20



1+ZFQn:p” = 14+ *

— 1— 3z — 22
= (1—2—22"—32%—...)!
= 1+ Zalag---ak 2"
n=1 \aeC(n)

Para o item (v) faca u; = 2°' — 1 no Lema use a equacao (1.4) e a
Proposicao [1.15], fornecendo

1+ io: an_2$" = 1l+=z i FQnZL‘n
n=1 n=0

513'2

1 — 3z + 22
= (1—2*—32° - 72" —152°...)7!

= 1+§: D CARE YRR O I P

= aeC(n)

= 1+

Finalmente, o item (vi) segue da equagao ([1.5)), da Proposigao e da aplicacao

do Lemall.1lla uy =2 e, parai > 2, u; = 1, e dai

> l1—=x
2" = ————
HZ:O 2nt1% 1 — 3z — 22

= 1-20—2*>—2®—a* -2 —...)!
= 14+ Z Z 2#{1‘:%:1} 2"
n=1 \aeC(n)

Com isso o Teorema estd provado (usando fungdes geradoras).
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Capitulo 2

Monoides livres

A seguir, faremos um breve estudo sobre a teoria dos monoides direcionado a

sua aplicacao a teoria das composicoes.

2.1 Definicoes iniciais

Um monoide é um conjunto com uma operacao binédria que tem as proprieda-
des associativa e do elemento neutro. O tipo de monoide do qual faremos uso é

construido por meio de um conjunto A que chamaremos de Alfabeto.

Definigao 2.1. Definimos A* como o conjunto de todas as palavras (sequéncias

finitas) de elementos de A.

Agora note que, com a operacao de concatenacgao, o conjunto A* é um monoide

cuja unidade é a palavra vazia. Assim, diremos que A* é o monoide livre sobre A.

H& uma interessante relacao entre o monoide livre A* e as composicoes de in-
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teiros. Observe que, quando A C N, onde N = {1,2,3,4,...} é o conjunto dos
inteiros positivos, podemos associar a cada palavra de A* uma composicao cujas
partes pertencam a A, o que nos fornece uma relagao bijetiva entre o conjunto de

todas as composigoes cujas partes pertencam a A e o monoide livre A*.

Em geral, dizemos que M ¢é um monoide livre se é um monoide isomorfo a um
monoide livre da forma A*. Quando M é um monoide livre, existe um subconjunto
P de M tal que para todo elemento de M hé uma tinica fatoragao como produto de
elementos de P, note que se pode obter P pela aplicacao do isomorfismo ao alfabeto
A de A* do qual M é isomorfo (também vale a volta, como veremos mais adiante).

Dizemos que P é o conjunto dos primos de M.

Observacao 2.2. Note que P € unico. Suponha, por contradi¢cao, que P nao seja
unico, e seja Q C M outro conjunto de primos diferente de P. Sem perda de
generalidade tome © € P sem ser a palavra vazia e tal que x ¢ Q, dai existem
palavras nao vazias yi, Yo, ..., Yn € Q com n > 2 tal que x = y1ys . . . Yn, Mmas cada
palavra y; também pode ser fatorada em elementos de P, isso fornece uma nova
fatoracao para x em elementos de P (além dele proprio), o que dd uma contradi¢do

com a defini¢cdo de P.

Exemplo 2.3. Se M = A* entao P € o alfabeto A de A*.

A fim de fazer uma transicao bem adaptada das questoes sobre composicoes
de inteiros para questoes sobre monoides livres, precisaremos eventualmente saber
de qual nimero é uma dada composicao que esteja associada a uma certa palavra,
e portanto definimos uma funcdo peso w : M — N como sendo uma funcao que
satisfaz w(mims) = w(mq)+w(ms) para todo my, ms € M e w(m) = 0 se, e somente

se, m ¢ a palavra vazia.

Exemplo 2.4. Em {a,b,c}*, fite uma palavra x e defina r, s e t como sendo os

numeros de repeticoes das letras a, b e ¢ respectivamente. Podemos definir uma
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fungao w : {a,b,c}* = N por w(z) = 1xr+2xs+3xt. Neste caso temos, por
exemplo, que w(a) =1, w(b) =2 e w(c) = 3. Claramente a fun¢do w € uma fungdo

peso.

Note que w é determinada pelos valores que assume nos primos de M. Também
poderemos estar interessados em contar o numero de partes de uma composi¢ao
olhando apenas para a palavra associada a ela, e dai definimos a fun¢dao comprimento

l(x) = k quando x = mymy - - - my onde cada m; € A.

Definicao 2.5. Seja L um submonoide de um monoide livre M. Dizemos que um
elemento p € L € irredutivel (em L) se p nao € o elemento unidade de M e p nao

pode ser expresso como o produto de dois elementos de L diferentes da unidade.

Note que a irredutibilidade de p depende de ambos p e L e que, apesar de essa
fatoragao sempre ser possivel, em geral nao é tnica. Mas se L é um monoide livre

entao essa fatoragao é tnica e os elementos irredutiveis sao os primos de L.

Seja M um monoide livre com uma funcao peso w. Se z é uma indeterminada
entdo a aplicacdo m + ¥ é um homomorfismo de M no monoide das poténcias
de x com a multiplicacao. Considere a sequéncia (u;);en onde u; é igual ao nimero
de primos de peso 7, supondo que tal nimero é finito para todo 7. Isso da a igualdade

abaixo:

(1 — ium) _ = (1 - wa@)) _ : (2.1)

peP
onde P é o conjunto dos primos de M. Por outro lado, a unicidade da fatoracao

em primos em M garante que o nimero de palavras em M de peso n seja igual a

soma

E ual Ufaz ‘e uak

aeC(n)
e também igual ao coeficiente de x" em

Z xw(m)7

meM
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levando a igualdade

1+

Z Ugy Ugy * ** Ug, | 2" = Z 2= (2.2)

n=1 aceC(n) meM
Agora note que as expressoes da esquerda das igualdades (2.1)) e (2.2) s@o iguais

pelo Lema[1.11| e, portanto, as da direita também sao, fornecendo-nos a igualdade

Z (M = (1 — me(”)> _ : (2.3)

meM peP

que ¢ valida sempre que M é um monoide livre e P é o conjunto dos primos de M.

Veremos que os itens do Teorema [1.10] podem ser interpretados desta maneira.

No que segue, estaremos interessados especialmente em monoides livres que
sejam submonoides de A* para algum alfabeto A. Por exemplo o conjunto das
palavras em {a}* de comprimento par ¢ um submonoide livre de {a}*. O conjunto
de palavras em {a}* de comprimento diferente de 1 é também um submonoide

5

mas esse nao ¢é livre, visto que a® ou a® tém duas fotoracoes possiveis cada uma,

5 3 3

a®=a>-a*=a*>a’ead

=a%-a’®-a® = a®- a® em palavras que nao podem mais ser

fatoradas. O conjunto de palavras em {a,b}* que iniciam com a, juntamente com

a palavra vazia, é um submonoide livre cujos primos sao da forma ab®, para i € Ny

onde Ny = NU {0}.

2.2 Ferramentas uteis

A seguir, discutiremos alguns lemas que sao extremamente uteis para classificar

submonoides de monoides livres que sao livres.

Proposicao 2.6. Seja M um submonoide de um monoide livre A*. Entao M é
livre se, e somente se, existe um subconjunto P de M tal que para todo elemento

de M hd uma unica fatoragcao como produto de elementos de P
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Demonstracao. Se M é livre ha um isomorfismo entre M e algum A*, que leva A em
algum subconjunto de M, que chamamos de P. Note que P é como no enunciado
e dai “="segue. Por outro lado, se existe P C M como afirmado pelo enunciado,
construa uma bijecao qualquer entre P e algum alfabeto A, faca sua expansao a M
e A* preservando a operacao de concatenacao (produto de palavras). Tal expansao

¢ um isomorfismo entre M e A*, e o resultado segue. O

Note que P é o conjunto dos primos e ¢ igual ao conjunto das palavras irre-

dutiveis do monoide livre M.

Lema 2.7. Suponha que M ¢ um submonoide de um monoide livre A* com a pro-
priedade de que cada palavra nao vazia de M tem uma unica fatoracao da forma xy

onde x € irredutivel em M ey € M. Entao M € livre.

Demonstracao. Usaremos a Proposicao [2.6| para concluir que M ¢é livre. Por isso,
provaremos por inducao em n que toda palavra em M de comprimento n tem uma
Unica fatoracao em irredutiveis de M. Para n = 0 a assercao da inducao segue.
Agora suponha que w seja uma palavra em M de comprimento n maior do que zero
e que todas as palavras em M de comprimento menor do que n tém uma tnica
fatoracao em irredutiveis. Seja w = x1xs - - - £ uma fatoracao de w em irredutiveis.
Visto que w tem uma Unica fatoracao da forma zy onde z é irredutivel em M e
y € M, precisamos ter x1 = x e xg - - - rp = y. Como o comprimento de y é menor do
que o de w, a hipotese de indugao diz que y tem uma tnica fatoragao em irredutiveis,
que é y = x9 - - - Ty, assim x, - - - xy ficam bem determinados, e a fatoracao de w em
irredutiveis também fica bem determinada como w = x1x5 - - - 1, dai segue a prova

por inducao e portanto segue o resultado. O]

Definicao 2.8. Dizemos que um submonoide M de um monoide livre A* satisfaz
o critério de Schitzenberger se ele obedece a propriedade de que, para todos p, q e

r em A*, sep, pq, qr e r estao em M entao q estda em M.
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O seguinte resultado 1til é devido a Schiitzenberger ([I3], Teorema 1.4); veja

também Tilson [17].

Lema 2.9. Seja M um submonoide de um monoide livre A*. Entao M € livre se,

e somente se, M satisfaz o critério de Schutzenberger.

Demonstracao. Primeiramente, suponha que M satisfaz o critério de Schiitzenber-
ger. Queremos mostrar que a hipétese do Lema[2.7] segue. Seja w uma palavra nao
vazia de M e suponha que w = xv onde x é irredutivel em M e v € M. Suponha
também que w também pode ser fatorado como w = xy -z onde y é nao vazia e zy e
z estao em M. Queremos provar que xy nao ¢ irredutivel. Visto que z, yz = v, zy e
z estao em M, pelo critério de Schiitzenberger nos temos que y € M, e isto implica
que xy é nao irredutivel, e dai w tem uma unica fatoracao possivel que obedece a
forma da hipdtese do Lema [2.7] portanto w obedece a hipGtese deste lema e M é

livre.

Agora, suponha que M ¢é livre, e suponha que p, pq, qr e r estao em M. Seja
w = pqr. Entao, como M é livre, w tem uma unica fatoracao w = uqus - - - up em
primos de M (Proposicao . As fatoracoes w = p-qr e w = pq - r em elementos
de M implica que para algum ¢ < j, nos tenhamos p = wy -+ u;, ¢ = Uiy1---u; €

T =Uji1 U, € assim ¢ € M, portanto o critério de Schiitzenberger segue. O

Necessitaremos, agora, dos seguintes conceitos antes de enunciar o proximo lema.

Definicao 2.10. Sejam u e v duas palavras. Dizemos que u se sobrepoe com v

se ezistem palavras x e y nao vazias tais que ur = yv e l(y) < l(u) (e assim

l(x) < l(v)).

Note que, como z e y nao sao a palavra vazia, ambas devem ter comprimentos

[(x) e l(y) maiores do que zero.
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Exemplo 2.11. ab se sobrepoe com be porque ab-c = a-be e vale que l(a) =1 <

2 =1(ab) (e também que l(c) =1 <2 =1(bc)).

Definicao 2.12. Dizemos que uma palavra w € nao-sobreposta se ela nao se so-

brepée com ela propria.

Exemplo 2.13. E facil ver que aa se sobrepoe com ela propria, mas ab é nao-
sobreposta porque, se fosse, existiriam palavras x e y tais que abx = yab e 0 <
l(z),l(y) < l(ab) = 2, o que implicaria que l(x) = l(y) = 1, e dai as palavras = e
y tertam uma unica letra cada uma. Mas a igualdade ab-x = y - ab é impossivel,
JG que as expressoes dos dois lados sao palavras de trés letras cada, onde a letra

central € a em uma e b na outra.

Definicao 2.14. Seja w uma palavra de um monoide livre A*. Denotamos por A,

o conjunto de palavras de A* que iniciam com w, incluindo a palavra vazia.

Entao A, é um submonoide de A*.

Exemplo 2.15. Se A = {a} e w = a?, entao A, ndo ¢ livre, visto que A, € o
conjunto de palavras em {a}* de comprimento nao igual a 1 e que ele viola o critério
de Schiitzenberger (faca p =r = aa, ¢ = a, daip =1 € Ay, pqg = qr = aaa € A,
mas ¢ = a ¢ A,) e seque do Lema [2.9. Por outro lado, se A = {a,b} e w = ab
entdo fica facil de ver que A, € livre, pois 0s primos sao, como vimos antes, da

forma ab® com i € Ny e dai seque pela Proposicao .

Vai ser conveniente nos referirmos a A,, como “o monoide das palavras em A* que
iniciam com w”, e mais geralmente, sempre que falarmos de monoides de palavras
com alguma propriedade, estard implicito que a palavra vazia esteja inclusa, mesmo

que a palavra vazia nao obedeca a propriedade.

Lema 2.16. O submonoide A, do monoide livre A* € livre se, e somente se, w €

nao-sobreposta.

28



Demonstragcao. Mostraremos primeiro que a condi¢ao ¢ suficiente. Suponha que w
é nao-sobreposta. Vamos mostrar que o critério de Schiitzenberger ¢é valido, o que
implica, pelo Lema 2.9 que A,, é livre. Suponha que p, pq, gr e r estejam em A, e
que r seja nao vazia (o que evita o caso trivial). Entao como ¢r e r ambos iniciam
com w, e w é nao-sobreposta, devemos ter ou I(q) = 0 implicando que ¢ é a vazia,
pertencente a A, oul(q) > [(w) (pois, caso contréario, o w inicial de gr seria forgado
a sobrepor-se com o w inicial de r, contradizendo o fato de w ser nao-sobreposta),

que implica que, como ¢r inicia com w, assim o faz ¢, e portanto ¢ € A,,.

Para a necessidade, nds mostraremos que, se w se sobrepoe com ele préprio, entao
A, nao é livre. Suponha que w se sobrepoe com ele proprio, assim existem palavras
t, u e v tais que t = wu = vw, onde v (e assim também u) tém comprimento menor
que o de w. Vamos mostrar que wt tem duas fatoracoes diferentes em irredutiveis
em A,. Qualquer palavra em A,, que nao é irredutivel precisa ter um comprimento
de pelo menos duas vezes o comprimento de w, assim wu € A, e wv € A,, sdo ambos
irredutiveis. Consequentemente w - wu e wv - w sao duas diferentes fatoragoes de

wt em irredutiveis de A,,, assim A, nao é livre. O

Observacao 2.17. Podemos mostrar, similarmente, que se u nao se sobrepoe com
v entdo o submonoide de A* de palavras que iniciam com u e terminam com v €

livre.
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Capitulo 3

Composicoes de Fibonacci

Definicao 3.1. Uma composicao de Fibonacci de n é uma composi¢ao de n cujas

partes pertencam ao conjunto {1,2}.

Assim, o conjunto de todas as composicoes de Fibonacci é o monoide livre
{1,2}*. A maioria dos nossos resultados serd consequéncia do fato de que existem
F,, .1 composicoes de Fibonacci de n, o que pode ser provado observando que o
nimero de composi¢oes de Fibonacci de n segue a mesma recorréncia de Fj,
(por indugao, o numero de composigoes de Fibonacci de n é igual ao numero das
terminadas em 1 (= F},) mais o nimero das terminadas em 2 (= F,,_1)). H4 muitas
outras identidades que podem ser provadas usando essa interpretacao dos niimeros

de Fibonacci em Benjamin e Quinn [2] .

Aplicando a igualdade (2.3) a este monoide livre {1,2}* com a funcdo peso
w(l) =1, w(2) = 2, junto com o fato de que existem F},; composi¢oes de Fibonacci

de n, obtemos a fungao geradora

o
1
gt
E +1
1l—ax—a2’
n=0
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que ¢ equivalente a (1.3). As provas dos itens (7)-(vi) do Teorema e de outras
formulas similares poderao ser todas baseadas em submonoides livres do monoide

livre das composicoes de Fibonacci.

3.1 Submonoides livres do monoide livre das com-

posicoes de Fibonacci

Agora, vamos considerar o monoide {1,2}; das composi¢oes de Fibonacci que
iniciam com 1 (incluindo a composicao de Fibonacci vazia). Pelo Lema este
monoide ¢é livre (embora seja facil ver isso diretamente), e os primos sdo as com-
posicoes da forma 12¢, para ¢ > 0. Assim a funcao geradora para os primos neste

monoide livre é Y7 2%,

Segue que se s, é o numero de composigoes de Fibonacci de n que iniciam com

1, com sy = 1, entao
00 00 -1
Z Spa” = <1 — Z 332”1) (3.1)
n=0 =0

e o lado direito de é a funcao geradora para composi¢oes com partes fmpares.
Mas o nuimero de composigoes de Fibonacci de n que iniciam com 1 é justamente
nimero de composigoes de Fibonacci de n — 1, assim vemos que para n > 0, o
nimero de composicoes de n em partes impares é igual ao niimero de composicoes

de Fibonacci de n — 1, que é F,,. Assim (4ii) segue.

Podemos dar uma prova bijetiva simples deste fato. Suponha que ¢ é uma
composicao de Fibonacci de n — 1. Assim 1c¢ é uma composicao de n que inicia com
1, que pode ser expressa unicamente como 12412% ... 12%, Entao a correspondente

composicao de n em partes impares é (1 + 2y, 1 4 2i9, - -+, 1 + 2iy).
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Podemos aplicar exatamente a mesma analise com os papéis de 1 e 2 trocados, e
vamos encontrar que o nimero de composicoes de Fibonacci de n que iniciam com
2 ¢ igual ao nimero de composicoes de n em parte maiores do que 1, isto é o item

(i¢) do Teorema [1.10}

Um resultado similar é aplicado a composicoes cujas partes pertencam a qual-
quer conjunto de duas partes (veja Zeilberger [18], Sills [I4] e Munagi [12], Teorema
1.2):

Teorema 3.2. Sejam p e q inteiros distintos. Entao para n > p, o numero de
composi¢oes de n — p em partes iguais a p ou q € igual ao niumero de composi¢oes

de n em partes da forma p + qi, onde i € Ny.

Demonstracao. Primeiramente, note que anexar uma parte p no inicio de uma com-
posicao de n — p em partes n e p fornece uma composicao de n que inicia com p. No
monoide livre {p, ¢}, de composigdes em partes p e ¢ que iniciam com p, os primos
sao composicoes da forma pg’ com i € Ny. Assim, uma bijecao entre composicoes de
n > 0 que iniciam com p e composigoes de n em partes da forma p+ gi (ou seja uma
bijecao entre {p, ¢}, e {p+qi|i € Ng}*) é dada pela funcao que leva pg*pq™ - - - pg'*

em (p + qiv,p+ qis, -+ ,p + qix). O

A identidade de fungoes geradoras que corresponde ao Teorema [3.2] ¢

xP w7
14— —[1-
+1—$P—xq ( 1—90‘1)

onde o coeficiente de ™ na funcao geradora da esquerda conta o nimero de com-

posicoes de n—p em partes p e g e, na da direita, o coeficiente de ™ conta o niimero

de composicoes de n em partes da forma p + qi, com ¢ € Nj.

Mais geralmente, podemos mostrar que, para todo k£ > 1,

I’k

1+a¥) Foga =1+

n=0

1—2—2a22
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¢ a funcao geradora de um monoide livre.

Teorema 3.3. Fize um inteiro k > 2. O monoide M das composicoes de Fibonacci

1k—2

maciando com 2 ¢ um monoide livre do qual os primos sio da forma 21¥721%¢,

onde i € Ny e q € a palavra vazia ou é uma composicao de Fibonacci que inicia com

2 e ndo contém 2152,

xk

A funcao geradora dos primos de M é 5 -, € assim temos uma
l—z—2*+4+2

interpretacao combinatoria para a identidade:

e e (s ) 32)

1—x—a? l—z—a242k

Demonstragdo. Pelo Lema [2.16, M é um monoide livre, e é facil de ver que os
primos de M sao como foi afirmado pelo enunciado do teorema. Seja () o monoide
das composicdes de Fibonacci que iniciam com 2 e nao contém 212 (note que tal
conjunto é um monoide). Entdo ¢ é um monoide livre (em virtude da Proposicao
do qual o conjunto dos primos (que é igual ao conjunto dos irredutiveis) consiste
em composicoes da forma 21%, com 0 < i < k — 3. Assim, os primos tém pesos que

variam de 2 a kK — 1 sendo um de cada peso nesse intervalo. Portanto a funcao

k—1 -1 k—3 -1
(I—ij> = (1—m22xj)
j=2 =0
1—gF=2\""
= <1—x2—>
11—z
(1 —x—a?4ak -1
N 11—z
1—2z

l—x—a?+ak’

geradora para () é

e como os primos de M sao da forma 21¥721%¢, segue que a funcao geradora para

os primos de M é

7
grk-2 1 P b -
0 1 11— zk
€T =

1z 1—z—a24+2F 1—x—a2+ a2k’
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Para k = 2, M é um monoide livre de composicoes que inicicam com 2, e o0s

primos, como dito antes, sao da forma 21°, para i > 0.

Para k = 3, a funcao geradora para os primos de M é

l—z—2%423

Ou seja, o nimero de primos de peso n ¢é L

x3 14+
(1—2)?1+2z) 1+x
x3+:174
(1—a2)2

1 1
28 +x4

n=0 \k=0
Z (n+ 1)
n=0

n=0 n=0
[e's) o0
2 :nx2n+1+_§ nx2n+2
n=1 n=1
0o

n—1{
> v

2

n=1

n—1

J, 0 que, juntamente com as

Igualdades (2.3)) e (2.2) (ou usando diretamente o Lema com u; igual ao nimero
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de primos de peso i) fornece uma funcao geradora para M:

(-2E) BBl )

Mas a Igualdade (3.2)) do Teorema [3.3] também fornece a func¢ao geradora de M que

pode ser escrita assim:

3

1 + Fn_gl‘n.

n=2

14— -
+1—x—x2

Comparando coeficientes chegamos a formula

Foo=Y V“?_ 1J V’“Q_ 1J . (3.3)

aeC(n)

valida para n > 2. Podemos também obter essa formula combinatoriamente mos-
trando que existem {%J primos de M com peso n. Neste caso, os primos sao
da forma 217127 para i, j € Ny. Agora, note que o niimero de primos de um certo
peso n é igual ao niimero de pares distintos i, € Ny tais que w(2177127) = n, que
é uma igualdade equivalente a i + 1 + 2(j + 1) = n, que, por sua vez, equivale a

1t =mn—27 —3. Como ¢,7 > 0, procuramos a quantidade de solugoes 7 > 0 de

n—2j5 —3 > 0. Note que j € Ny implica que

_ _ 1
0§n—2j—3@j§n73@jgv 3J:V J—l

2

n—1

n
J —1 conta, precisamente, {TJ solugoes possiveis.

edaij:0,1,2,3,...,{

Existe uma interpretacao um pouco mais simples de . Em vez de com-
posicoes de Fibonacci que iniciam com 21, consideramos composi¢oes de Fibonaci
que iniciam com 1 e terminam com 2. Isto forma um monoide livre cujos primos sao
da forma 127, onde 7,5 > 1. O ntmero de primos de peso n fica igual ao ntimero

de solugoes 7,7 > 1 de © + 2j = n, ou melhor, de n — 25 =17 > 1. Mas,

. .on—1 . n—1
1§n—2j<:>j§T<:>j§ 5
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n n
e, portanto, j =1,2,3,..., {TJ conta {TJ solucoes possiveis.

Os casos k = 2,3,4 ou 5 em ([3.2]) s@o casos particulares das identidades

—1
a a

1+——=(1- 4

L p— ( 1—b) (3:4)

ab ab -
v () .
a?b

T—a—b_ (1 = @(TQE b ab))_l (3.6)

que também podem ser interpretadas em termos de monoides livres.

1+

Existem outras aplicacoes interessantes destas férmulas. Tomar a = b = x em

(3.4), fornece
-1
T x
1 =(1-
1o ( 1— x) ’

onde a expressao da direita conta, pela igualdade (2.3)), as palavras do monoide

livre N* de todas as composicoes de inteiros, o que mostra que o ntimero total de

composigoes de n, paran > 0, é 271, Tomar a = b = x em (3.5)), fornece

1+1f22m: (1_ﬁ>1: (1_§:(n—1)x”>1,

n=2

onde a expressao da direita conta, pela igualdade ([2.3)), as palavras de um monoide
livre no qual ha n — 1 primos de cada peso n, mas os coeficientes dessa expressao
sao descritos pela igualdade (2.2), mostrando que, para n > 2,
2" 2= )" (a1 — 1) (ax—1).
aeC(n)

Tomando a = b =z em (3.6]), e usando o fato de que

3 T T =
- - - Fn_1 n’
l—-z)(1l—-z—22) 1l—-z—22 1-=x Z( o

[y

S

encontramos
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onde a expressao da direita conta, novamente pela igualdade , palavras de um
monoide no qual ha F,, — 1 primos de peso n, dai novamente os coeficientes de tal
expressao sao descritos pela igualdade , 0 que mostra que, para n > 3,

27 = 3" (Fyy = 1) (Fyy — 1), (3.7)

aeC(n)

Note que os termos nao nulos aparecem a partir de composicoes em partes maiores
do que 2. A férmula “explica” porque os trés primeiros valores nao nulos de
F, — 1 sao as trés primeiras potencias de 2 (isto é, F3 —1 =1, F;, —1 =2 e
F5 —1=4), visto que para 3 < n < 6 existe justamente 1 termo nao nulo na soma

[3.7). Que F,, — 1 =2""3 para 3 < n < 6 pode também ser visto a partir de

> T T
F,—1)z" = -
n:l( ) l—z—22 1—=z
1 — 20+ a3
3 1

‘ 1—(2z —a3)
= P21 +Q2r -2+ Qv -2+ Q2v -2 +-.1)

= 2°(1+2z+42° +--+)
Colocar a = x e b= 2™ em (3.5, fornece uma generalizacao de (3.3)):
Teorema 3.4. Fixe m <1 e defina os niumeros r, por

[ee]
D rat” :
Pt = ——————— .
" 1—x—am
n=0

Entao paran > m+ 1 temos

N Z) WlJ V’“ﬂ’

aeC(n

onde 0s unicos termos nao nulos correspondem a composicoes em partes maiores

ou 1guais a m + 1.
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Demonstragao. Pela definicao de r,, e por (3.5) com a =z e b = 2™, temos

0 L pmtl -1
1 nem1t' =14+ —m— = 11— .
* Z " 1 +1—x—xm ( (1—x)(1—xm)>

n=m+1

Mas

xmtl 1 — ™ 1
. = mtl1 m=1y___ ~
Aoz 1o — ¢ AFet 4" ey

= "1+ ™) (1 22" 4 3P 4

= z(1+z+- -+ 2™ ) (1™ + 222 + 325 + 4a*™ -

e o resultado segue. O]

Podemos dar uma interpretacao combinatéria do Teorema [3.4 O ndmero 7,
conta as composicoes de n em partes 1 e m, assim paran > m+ 1, r,_m_1 € O
niumero de tais composicoes iniciadas com 1 e terminadas em m. Estas composicoes
formam um monoide livre no qual os primos sdo da forma 1°m’, onde i, > 1, e

existem {%J delas com peso n. Os numeros r, para m = 3,4,5,6,...,15 sao
as sequencias A000930, A003269, A003520, |A005708-A005711 e A017898-A017909
que podem ser consultadas no site de Sloane [15] descrito na bibliografia desta dis-
sertacao. Esse site tem uma base de dados contendo em torno de 200.000 sequéncias

incluindo, quando possivel, func¢ao geradora, recorréncia, formula fechada e re-

feréncias.

3.2 QOutras Aplicacoes

Para ilustrar mais a aplicabilidade do método desenvolvido neste capitulo e nos

anteriores, daremos outro exemplo.
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Vamos considerar o monoide livre M das composi¢oes com partes no conjunto
{1,2,3}, isto é, M = {1,2,3}*. Seja M, o numero de tais composigdes de n. Os

primos desse monoide sao 1, 2 e 3. Portanto

oo 1
Myx" = .
; v l—2—a%—2a3

Isso equivale a igualdade

[e.e] o0 [e.e] o
Z M, z" = Z M, 12" + Z M, _ox™ + Z M, _3z" +1
n=0 n=1 n=2 n=3

Segue que a sequéncia (M,,) satisfaz a recorréncia
Mn = Mn—l + Mn_Q + Mn_g, Vn Z 3.

Isto também poderia ser justificado dividindo em casos, conforme o elemento final

da composicao fosse 1, 2 ou 3.
E facil ver que Mo =1, My =1, My =2, My =4, My =17, Ms =13, ...

Os nimeros de Tribonacci T;, sao definidos como sendo a solugao da recorréncia
Tn=Tw1+Th2o+Ty3 To=T1=0, To=1

Calculando mais alguns termos, pela recorréncia, encontramos

Segue que M,, =T, 12, pois satisfazem a mesma recorréncia e as mesmas condigoes
iniciais.

A partir dai, obtemos a funcao geradora dos nuimeros de Tribonacci

E T,x" = 5 S -
l—z—2°—2x
n=0

A seguir passamos a considerar o submonoide das composi¢oes de ntimeros pares,

com partes no conjunto {1,2,3}. O peso da composi¢ao de um inteiro par da forma

2n € definido como sendo igual a n. E dai:
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Os primos de peso 1 sao 11, 2

Os primos de peso 2 sao 31, 13, 121

Os primos de peso 3 sao 1221, 321, 123, 33

Os primos de peso 4 sao 12221, 3221, 1223, 323

Para todo n > 3, existem 4 primos de peso n, a saber, 1222-.-21, 3222 .- 21,
1222..-23, 3222 ---23.

Dai segue a fungao geradora

Z My,a" = (1 -2z —32% — 42® — 4a* — 42°)7!
n=0

1 1
= (1—23:—3332—4333( ))
1—=x
3 —1
- (1—29[;—31;2—(4”” >)
11—z

- (1—3:—23:—1—2932—3352—1—33:3—43:3)1
1—2z

B 1 -3z —a22— 23\ !
N 1—=z

1—=x

1—-3z—a2%2 —2a3

e também a identidade

Topns1y = Mo, = Z oflilai=1} | gt{jla;=2} | g#{klap=>3}
aeC(n)

Por exemplo, para n = 3, temos C'(3) = {3,12,21,111} e

Ty = Mg =4+ 21 .31 421 .31 423 = 24.

Agora, como uma outra aplicagdo, daremos uma demonstragao curta para o

seguinte resultado de [3].

Defina ¢(n,2) como o nimero de composigoes sem partes iguais 2. Entao vale a
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Proposicao 3.5. Para todo n > 3, ¢(n,2) € dado por

¢(n,2) =2c(n —1,2) — c(n —2,2) + ¢(n — 3,2)

com as condigoes iniciais c(0,2) = ¢(1,2) = ¢(2,2) = 1, e pela funcdio geradora
= -2
S |
— T 1220 +a?— 2

Demonstra¢ao. Aqui o conjunto dos primos é {1,3,4,5,6,7,...}. Por (2.3)), temos

Cc\n X = —
p— 7 l—gx—a3—g4— b — ... 1—gp—a2—g3—...422
_ 1 o 11—z
- 11— +;L'2_1_CU—I'+$2—SC3
1—93
1—2z

1 —2x 422 —g3’

isto é,
l—z = (1—-2z+2° —:U3)Zc(n,§)x”
n=0
= ¢(0,2) + (c(1,2) — 2¢(0,2)) 2 + (¢(2,2) — 2¢(1,2) + ¢(0,2)) 2
- e o =0 ’

e, para todo n > 3,

c(n,2) =2c¢(n —1,2) —c(n —2,2) + ¢(n — 3,2)
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Uma interpretacao combinatéria para a recorréncia pode ser dada como segue.
H& trés tipos de composicoes de n sem partes iguais a 2: as terminadas em 1
(contadas por ¢(n — 1,2)), as terminadas em 3 (contadas por ¢(n — 3,2)), e as
terminadas em uma parte maior ou igual a 4. Mas o nimero destas tiltimas, como
efeito de subtrair 1 da ultima parte em cada composicao, é igual ao numero das
composicoes de n— 1 sem partes 2 terminadas por uma parte maior ou igual a 3, que
sao iguais as composicoes de n — 1 sem partes 2 nao terminadas 1. Mas o nimero
de composigoes desse tipo é igual a ¢(n — 1, Q) menos o nimero das terminadas em

1, que s@o contadas por ¢(n — 2,2). Dal a recorréncia segue.

H& um problema interssante que consiste em calcular o niimero ¢, de partes 2
em todas as composicoes de Fibonacci de um certo inteiro n. Por exemplo, como as
composigoes de Fibonaccide 4 sao 2+2, 2+ 1+1,1+2+1,14+14+2e14+14+1+1,
entao ¢4 = 5 . Podemos calcular ¢, usando a seguinte funcao geradora em duas

variaveis:

f(xay) l—x—ny_Za”xy

,J=0

onde a;; ¢ o numero de composigoes de 7 em que a parte 2 aparece j vezes.

Note que

0 - . :

y=1 i=0 \j>1
‘]_

Mas
¢ = E Jlij s
Jjz1
de forma que
o0 2
Z ’ (1 -z — a?)?

1=0
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Com (1 —x —2%)? =1 — 22 — 2% + 22° + 2*, isso implica que
oo oo o0 o0 o0
2 = Z et — Z 2c,xt Tt — Z it Z 2c,x3 + Z critt
i—0 i—0 i—0 i—0 i—0
o0 oo oo o0 oo
= Z et — Z 2c, 11" — Z Ciox + Z 2¢,_sxt + Z Cioaz’,
=0 =1 =2 =3 i—4

isto é, para todo n > 4
Cpn =20 1+ Ch2—20,3—Cpy

comcg=c,=0,co=1ec3=2

Para encontrar a funcao geradora do ntmero d, de vezes em que o 1 aparece

consideramos a funcao geradora g dada por

1 > o
- Ny,
9(z,y) [ ——— ;jO: STy

onde b; ; ¢ o nimero de composigoes de 7 em que o 1 aparece j vezes. Seguindo a
mesma ideia anterior obtemos

dg o — . i, j—1 - - i
8_y(x’ 1) = A—z—2p > bty => D by |2t

i=0 y=1 i=0 \j>1
Jj=1

Como d; = Zjbi’j , temos

j=1
> T
dig' = ———
; i (1 -z — x?)?
Portanto

= it =3 d
Zcml ===z d;z' = di_1x",
i=0 (1 —a—a?) i=0 i=1

isto é, ¢; = d;_q, para i > 1.

Essa relagao pode ser interpretada combinatorialmente, como segue: fixe n > 1.
Tome uma composicao de Fibonacci de n que contenha partes 2, escolha um desses

2 e substitua-o por 1. Claramente obtemos uma tnica composi¢ao de Fibonacci de
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n — 1. Por outro lado, tome uma composi¢ao de Fibonacci de n — 1 que contenha
partes 1, escolha uma dessas partes 1 e substitua-o por 2. Claramente obtemos
uma unica composicao de Fibonacci de n. Assim, cada composicao de Fibonacci de
n com uma parte 2 escolhida estd associada biunivocamente a uma composicao de
Fibonacci de n — 1 com uma parte 1 escolhida ou, em outras palavras, cada parte 2
de uma composicao de Fibonacci de n esta associada biunivocamente a uma parte
1 de uma composicao de Fibonacci de n — 1. Ou seja, o nimero de partes 2 das
composigoes de Fibonacci de n é igual ao nimero de partes 1 das composicoes de

Fibonacci de n — 1, e dai ¢; = d;_1.
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Capitulo 4

Multiseccao de monoides livres

Para explicar resultados tais como os itens (i)-(vi) do Teorema[1.10] precisamos
considerar composigoes de niimeros que sejam somente pares ou somente impares.
Mais geralmente, dando m e i, poderiamos considerar composicoes de Fibonacci

somente de niimeros que sejam congruentes a ¢ moédulo m.

O seguinte resultado diz que os monoides associados aos conjuntos de com-

posicoes de nosso interesse sao livres.

Lema 4.1. Seja M um monoide livre com uma func¢do peso e seja m um inteiro
positivo. Entao o submonoide de M que contém os elementos de pesos divisiveis

por m € livre.

Demonstragao. Usaremos o Lema 2.9, Suponhamos que p, pg, gr e r tém pesos
divisiveis por m. Sabemos que w(qr) = w(q) + w(r), ou seja, w(q) = w(qr) — w(r),
onde w(qr) e w(r) sao divisiveis por m. Isso garante que w(q) seja divisivel por m.

Dai, o critério de Schiitzenberger se aplica e o resultado segue. O]
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4.1 Multiseccao do monoide livre das composicoes

de Fibonacci

Devemos, agora, aplicar o Lema [4.1| em monoides livres de Fibonacci. Defina
fm,i por
oo
n
fm,i - § an+i+1x 5
n=0

assim o coeficiente de 2™ em f,,,; é o nimero de composigoes de Fibonacci de mn+-1.

Segue pelo Lema [4.1] que o monoide das composicoes de Fibonacci de multiplos
de m ¢ livre. Definiremos agora uma funcao peso neste monoide livre tomando
o peso de uma composicao de mn como sendo n. Entao a funcao geradora deste

monoide (nesta nova fun¢ao peso) é f,.o.

Agora seja w uma composicao de Fibonacci nao-sobreposta de um inteiro r =
mk — i, onde Kk > 1 e 0 < i < m. Entao pelos Lemas e 4.1 o monoide
das composicgoes de Fibonacci de multiplos de m, iniciadas com w, é um monoide
livre. A funcgao geradora para este monoide livre pode ser encontrada considerando
que, como as palavras sao iniciadas por w, entao elas devem ser composigoes de

Fibonacci de inteiros maiores ou iguais a r, assim

. mk — 1 mk — 1
mn > mk—1i & n > & on > =k.
m m

Portanto n > k, ou seja, as palavras do monoide sao composi¢oes de Fibonacci

de inteiros mn com n > k, e como ha F,, .1 composicoes de Fibonacci de mn
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(palavras de peso n) iniciadas com w, a func¢ao geradora assume a forma

1+ Z an_r+1xn = 1+ Z Fm(n+k)—r+1$n+k

n=k n=0

= 1+ Z an+i+lxn+k

n=0

=1 +xkfm,i .

Nesta secao, consideraremos alguns poucos casos desta funcao geradora, valida
para m arbitrario. Nas duas proximas secoes veremos em mais detalhes os casos

m=2em=3.

Nao é dificil mostrar (usando a férmula de Binet para os niimeros de Fibonacci)

que
= Fj+ (-1YF,,_jx
D Pt = el (4.1)
— 1—Lyx+(—1)mx
onde L,, é o n-ésimo ntimero de Lucas (Lo =2e L, = F,_1 + F,11).

Demonstracao. Sabemos que F,, = (™ — B™) e que L, = a" + " onde o =

=
V5
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e = . Note que a8 = —1. Dai segue diretamente que

_ a_JOO m n_ﬂ_joo m,.\n
= 5;0(04 z) \/gnz_o(ﬁ z)
ol 1 B 1

1 (o =gl — "
NG (1 —amr — M+ (aﬁ)maﬂ)

o — §m3(Bo)ix — B + o™ (aB)ia
< 1 —amx — pmx + (af)mz? )
o — fmI(=1Yx — B+ o™ (=1)x
< 1 —ame — e+ (—1)ma? )

o S U
ﬁ(a —5)+(—1)%(a pm)

1 —(am™+ M)z + (—1)ma?
Fj + (—1)ij,j£L'
1— Lypx+ (—1)ma?

4.2 Algumas interpretacoes para as funcoes gera-

doras de F},,.1 e de F,,,_1

Podemos encontrar interpretacoes simples em monoides livres para fungoes ge-

radoras para Fp,,11 € Frun_1.

Para F,,,1 temos a seguinte férmula, devida a Hoggatt [7].
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Teorema 4.2.

1-F, 1z F23? -t
f ,0 % +19€ 1 " Lo+ (—l)mx2 ( +17T 1_ lex)

(4.2)

Demonstragao. A primeira igualdade é a definicao de f,, 0. O caso j =1 de (4.1)
justifica a segunda igualdade. A férmula L,, = F,,_1 + F,,41, e a identidade de

Cassini Fy, 11 Fy,_ 1 — (=1)™ = F?2 justificardo a terceira, como vemos:

1—F,_x (1= L+ (1)
1— Lo+ (=1)ma2 1—-F,az

B F1z — Fpz+ (—1)ma? -
n ( 1—-F,_z >
— <1 4 Tomt + (Fot1Fm—1 — Fg@)ﬁ)_l
1-F,_1x
_ (1 + = m12(1 — Fopqw) — F3ﬂ?2)_1
1—-F,_x
F2 22 !
- <1 Fn1@ = 1-F, 1x)

O

Podemos interpretar o Teorema combinatorialmente pela descri¢ao dos pri-
mos do monoide livre das composicoes de Fibonacci dos multiplos de m. Note que
os primos de peso 1 sao composigoes de Fibonacci de m, que sao contadas por F,, 1.
Os primos de peso n > 1 sao composicoes de multiplos de m irredutiveis, ou seja,
que nao podem ser decompostas em duas composicoes de miltiplos de m de peso

maior ou igual a 1. Para contar tais composicoes faremos a seguinte analogia:

Fixe um inteiro mn do qual contaremos as decomposicoes irredutiveis. Podemos
pensar nas composicoes em partes 1 e 2 como sendo formas de se preencher o

reticulado de altura unitaria e base medindo mn unidades reticuladas

HEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

com pecas quadradas e dominds:
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Agora, note que uma composicao, de algum multiplo de m, s6 pode ser quebrada
nas posicoes do reticulado multiplas de m, se quisermos que as duas composicoes
resultantes da quebra devam ser, também, multiplas de m. Assim, uma tal com-
posicao é irredutivel se, e somente se, nao pode ser quebrada nas posi¢oes multiplas
de m, o que ocorre se, e somente se, houver dominés ocupando tais posigoes, ja
que os dominos assim alocados impedem a quebra da composicao em outras duas
multiplas de m. Em suma, a alocagao dos dominds nestas posigoes fornece o reti-

culado parcialmente preenchido:

que, apods ser completamente preenchido com pecas quadradas e dominds, torna-se
uma composicao de Fibonacci da forma u2v12v92v52 . . . 202w onde u e w sao com-
posicoes de Fibonacci de m — 1 (ha F,, composigoes desse tipo) e cada v; é uma
composigao de Fibonacci de m — 2 (ha F,,_; composigdes desse tipo). Assim, o
nimero de composicoes de um inteiro mn, com n > 2, que tenham tal forma ¢ igual

a F%ng e, portanto, a funcao geradora que conta esses primos, de peso n > 2, é

dada por
Y FIFr " = Fia?) (Fpox)
n=2 n=0
1
— F2 2 L
m® 1-— Fm_ll’
F2 22
- 1-— Fm_lx

o que completa a interpretacao do Teorema |4.2]

H&4 uma férmula analoga para F,,,_ 1, correspondendo a composicoes de Fibo-

nacci de multiplos de m iniciados por 2, que dao a fungao geradora 1 + x fp, ;s —2.
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Um célculo direto fornece o seguinte resultado, também devido a Hoggatt [7].

Teorema 4.3.

o) F2ZE2 -1
l+afmme =1+ Fopoz"=(1—-F,,_j0 — —2—— 4.3
fuma =1+ Fowt® = (1= =7 ) (49

Demonstragao. A primeira igualdade segue da definicao de f,;, ,,—2. Agora, partindo
da expressao da direita e usando novamente a féormula L,, = F,,_1 + F,,11 e a

identidade de Cassini, encontramos

:_me :(72mx2
| F F2 22 -1 1-F,r—F, 1z —|—%’m,1Fm+1x2 — anx2
—_ m r— — —
' 1 —Foar 1= Fnpz

(1= Ly (D)7 7
a ( l = Fpnz )
1—F,
1—Lyx+ (—1)ma?
—Fpx+ Lo — (—1)m2?
1 — Lyz+ (—1)ma?

Fm—l —+ (—1)mill‘
= 1 .
T (1 — Lz + (—1)ma?

= 1+

Mas o caso j = m — 1 da igualdade (4.1)) é

Fm 1+
anm
1—me+ mx2 Z 12

e dai

Fm71+(_1) _1.'17
1+$(1—me+(—1)mx2 _1+xZan+m 1" _1+2an Lz

n=1

o que justifica a segunda igualdade do teorema. O

Existe uma interpretagao combinatéria simples para o Teorema[4.3] No monoide
livre das composigoes de Fibonacci de multiplos de m iniciados por 2, os primos de

peso 1 sao as composicoes de Fibonacci de m iniciadas por 2, e ha F},_; delas. Para
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contar os primos de peso maior do que 1 fazemos uma analogia similar a anterior

de preencrer o reticulado de altura unitéria com unidades quadradas e dominoés.

Agora, uma dada composicao de um inteiro mn deve ser iniciada por 2, o que,
no reticulado, se traduz em dizer que a peca mais a esquerda deva ser um domind.
Fixe o inteiro mn com n > 1. Queremos o nimero de composicoes irredutiveis desse
inteiro, que é igual ao nimero de formas de se preencher o reticulado mn iniciando
com um domind de forma que nao seja possivel fazer a quebra do reticulado em
outros dois que sejam também multiplos de m e iniciados por dominé. Note que a
quebra do reticulado em outros dois é possivel se, e somente se, essa quebra ocorrer
em uma posicao mi multipla de m cuja peca vizinha a direita de tal posicao seja

um domind:

Assim, a composicao é irredutivel se, e somente se, tal situacao nao ocorre, ou
seja, se, e somente se, nao houver dominé vizinho a direita de qualquer posicao ms
multipla de m. Note que a auséncia de tais dominds, garante que as posicoes mi+ 1
estejam desobstruidas para quebra, o que as torna pontos de inicio e fim de com-
posicoes de Fibonacci independentes. Com isso, chegamos a forma da composicao

irredutivel:

Assim, cada primo de peso maior do que 1 neste monoide livre assume a forma
2uvy ... vw, para k > 0, onde u e w sao composicoes de Fibonacci de m — 1

(contadas por F,) e cada v; é uma composi¢ao de Fibonacci de m (contadas por

Fop).
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Portanto, o nimero de composicoes de Fibonacci de um inteiro mn, com n > 1,

iniciadas por 2 irredutiveis é igual a F2F" +21 e, portanto, a funcao geradora que

conta esses primos, de peso n > 1, é dada por

}:Fﬁmﬁﬂ = F22)  (Fppn)"
n= n=0
— F222. ;
m 1-— Fm+1$
F2 2
- 1-— Fm+1x
o que completa a demonstracao do Teorema {4.3|
Para i = m — 1, temos por (4.1)) (caso j =m)
F

(4.4)

= Foanz =
fm,m 1 nZ:O ( +1)17 1 me i (—1)mx2

e o calculo direto

F,x
1— Lpx+ (—1)ma?
1 — Lo+ Fpx+ (—1)m2?
1 — Ly + (—1)ma?
1 — Lpx+ (—1)"2? -
1—Lpx+ For+ (— l)mx2>

1 +xfm,m—1 = 1+

1 F,.x -1
— Lz + Fpx + (—1)ma?

F,.x

-1
1-—
1= (Fn+ Fopoa+ Fpo)e+ Fpoe + (— 1)’”:1:2)

(
(1=
- (1 1= (Pt + B f;xg:—menL( 1)%2)_1
(
(

EF,x !
1-—
1—=2F, 1z + (—1)ma?

fornece

F.x -1
T4t afpm=(1- 45
+ & fmm ( 1—-2F, 12+ (—1)’"9&2) (45)

E possivel descrever os primos correspondentes explicitamente, mas parece nao

haver uma explicacdo combinatéria para a fungao geradora (4.5)).
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Notemos também que se m é impar entao por (4.1),

F,
1— Loz —2a2

0
E n

fm,m—l - an—l—mx -
n=0

Embora, a primeira vista, essa féormula pareca ter uma explicacao combinatoria
simples, uma visao mais agucada instiga a percepcao contraria, e mais ainda, sugere
que tal explicagao talvez nem exista.

Nos préoximos dois capitulos consideraremos a bisseccao e a trisseccao com mais

detalhes.
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Capitulo 5

Bisseccao do monoide livre das

composicoes de Fibonacci

Consideraremos agora o caso m = 2 de (4.1)), dando

11—z
Ja0 = 1 — 3z + a2
e
1
Jor = 1—3z+ 22

Podemos dar uma interpretagao combinatéria a igualdade fo; = (1 — ) fo:

Por definicdo fo1 = > -, Fontex™ conta o nimero de composicoes de Fi-
bonacci de 2n + 1, enquanto fog = Y -, Fo,p12™ conta as de 2n. Mas (1 —
) oo = Do Ooreo Forgr) 2. Assim, obtemos a igualdade Y 7 ) Fopion™ =
Yoo o O Fart1) 2™, que é equivalente a Fh,io = > Fory1, Vn, que tem a
interpretacao combinatoria que segue. Dentro das composicoes de Fibonacci de
2n + 1, fixe a posigao onde o 1 aparece pela uiltima vez (no sentido que vai da

esquerda para a direita). Como s6 ha partes 2 a direita desse 1, ele deve ocupar
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uma posicao impar da forma 2k + 1 com 0 < k < n e, portanto, a sua esquerda ha
uma composicao de 2k. Ora, ha Fy, 1 composicoes de Fibonacci de 2k. Como o k

varia de 0 a n, o resultado segue.

O Casom =2 de (4.2) é

B 1—z
—\1—3x+x2

f2,0

1—=x

:(1—2x—x2—x3—-~)1:<1—2x— v >_1- (5.1)

J/

Pro;;r
Para encontrar os primos (irredutiveis) do monoide livre das composigoes de Fi-
bonacci dos inteiros pares podemos fazer a mesma analogia feita anteriormente,
que consistia no preenchimento do reticulado com unidades quadradas e dominds.
Primeiramente, note que as duas composicoes de 2 sao irredutiveis. Para inteiros
pares maiores que 2, note que a quebra do reticulado de um inteiro par resultara em
outros dois reticulados de inteiros pares se, e somente se, tal quebra ocorrer em uma
posicao par do reticulado inicial, o que pode ocorrer se, e somente se, no reticulado
inicial, nao houver um dominé bloqueando a tal posicao par da quebra. Assim,
a composicao é irredutivel se, e somente se, houver dominds bloqueando todas as

posicoes pares:

IEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

cuja forma é 12¢1 para inteiros ¢ > 0.

Voltando a igualdade (5.1)), a fungdo geradora para os primos, juntamente com
(2.2) (onde u; é igual ao nimero de primos de peso i, ou seja, u; = 2 e u; = 1,

Vi > 2) fornece a férmula do item (vi) do Teorema [1.10]

Fopy1 = Z o#{iai=1}
aeC(n)
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Temos também a identidade

k(1 — )
l4abfyy = 14— 0
T f20 1 — 3z + 22
 1-3z+2+a2"(1—x)
B 1 — 3z + 22

B 1 — 3z + 22 -

B (1—3x~|—az2+xk(1—x))

 (1=3eta? a1 —a) b1 —2)\ T
( 1 -3z + 22421 —2) )

(1 il k) )_1 , (5.2)

13z + 22+ b — gk

F(1 — z)
1 — 3z + 2% 4+ ok — ght!
livre das composicoes de Fibonacci de inteiros pares iniciados com 21272, Apenas

assim ¢ a funcao geradora para os primos do monoide

o caso k =1 de (5.2), que é também o caso m = 2 de (4.3)), é especialmente simples

(contudo a sequéncia que conta os primos para k = 2 é|/A052921). Aqui temos

1 + Z an_lx" =1 + .Tf270
n=1

= (1—-z-— Z 2n2gm) 1
n=2
que, pelo Lema |1.11], fornece
FQn—l — Z 2a1—22a2—2 . 2ak—2 . 2#{1‘:0,1-:1}

aeC(n)

_ Z 2#{1’:111-:1} . 2a1+a2+...ak . 2—2k
aeC(n)

_ Z 2#{i:ai:1}+n72k
aeC(n)

onde k£ é o nimero de partes da composi¢ao a.
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Notemos também que a férmula das fracoes continuas

(1l —x) 1 -2z
L+ fa0 = 1+1—3x+x2 T 1- 31+ a2
B 1 1
(1—3x+x2)_1 T — 2?
1 -2z 1—-2z
B 1 B 1
[ &

1-2zx a 1 — v
11—z -z
mostra que Fy, 1, para n > 0, é o numero de caminhos de Dyck de comprimento

2n e altura de no méximo 3.

As férmulas para o fo; sao um pouco mais simples do que aquelas para fa.

Teorema 5.1. Fize um inteiro k > 1. O conjunto das composicoes de Fibonacci de
’ . .. k_l ’ . . . . ~

numeros pares iniciados por 12 ¢ um monoide livre cujos primos sao da forma

126-121¢127, onde i e j sdo inteiros ndo negativos e q € um elemento do monoide

livre Q) com primos
12112™ paral >0 e0<m < k — 2.

Isto fornece a identidade

A zk zk -
1 =14+ ——==(1- . 9.3
T e +1—3x+m2 ( 1—3:L‘—|—I’2+:Ek> (5:3)

Para k =1, o monoide livre () contém somente a palavra vazia, e 0os primos sao da

forma 121127 para i,j > 0.

Demonstracao. Seja M o monoide das composicoes de Fibonacci dos ntimeros pares
iniciados por 12¥~1. Pelos Lemas e M é um monoide livre. Um primo de
M é uma composicao de Fibonacci que comeca com 1271 e contém um ntimero
par de 1’s, onde a j-ésima parte 1, para j > 1 e impar, é seguida por no maximo

k — 2 partes 2. Esta claro que estes primos sao como os descritos na proposicao. A
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funcao geradora para os primos de () segue do fato de que o peso de um primo de
Q é w(12'12™) = [+ m + 1, com [,m > 0. O que implica que a funcao geradora
para composicoes da forma 12/12™ com m fixo seja

xm—l—l

1—az°
Dai, para encontrar a funcao geradora para todos os primos de ) devemos variar o

m de 0 a k — 2 e somar as fungoes geradoras resultantes, fornecendo

gxm“_ T gxm_ r 1—a"t oz —af
mzol—w_l—xmzo 1z 1-2  (1—-2)%

Consequentemente, a funcao geradora para () é

(1 Z2) - (e

Assim, a funcao geradora para os primos de M é

1 1 xk
k _
u(@) 1—2 1—3x+22+2k

Para k =1, (5.3)) fornece

N x (1—xz)?
1 — 3z + 22 1 — 3z + 22

- (o)

= 1l—2z—222 =32 —---)7'.

1

Podemos ver diretamente que existem n composicoes primas de 2n, pois elas sao

composicoes de 2n da forma 12°127 e existem n solucoes de i +j =n — 1.

Esta identidade, juntamente com o fato de que

T i . 0 .
o =1+afor =142 Fopr" =1+ Py

n=0 n=1
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e com o Lema para u; = i, fornece a férmula (iv) do Teorema [1.10),
Fyy, = Z aray - - - G, (5.4)
aeC(n)

para n > 1, como mostrado por Moser e Whitney [11]

Stanley ([16], pagina 172) d4 uma interpretagdo combinatéria de ((5.4): Dados
os n pontos em linha considere todas as maneiras de inserir no maximo uma barra
entre cada dois deles e circular um ponto em cada compartimento. De quantas
maneiras isso pode ser feito? Inserir as barras equivale a formar uma composicao
(ay,as,...,a,) € C(n) de n. A escolha do ponto para circular no primeiro com-
partimento pode ser feita de a; maneiras, no segundo, de a; maneiras e assim por
diante. Entao, depois de escolhidas as barras, a escolha dos pontos a serem circu-
lados pode ser feita de a; - as - - - ar, maneiras. Entao a coisa toda pode ser feita

de

E al-az.--ak_

aeC(n)

maneiras. E portanto, a soma Zaec(n) aias - - - a; ¢ o numero de formas de se inserir
no maximo uma barra vertical em cada um dos n—1 espacos separando uma linha de
n pontos, e entao circular um ponto em cada compartimento. Agora, substituimos
as barras e pontos circulados por 1 e os demais pontos por 2. Obtém-se, assim, uma
composicao de Fibonacci de 2n — 1. Para justificar isso, note que inicialmente 14
teria n pontos, sendo 1 deles circulado = 2...212...2 = composicao de 2n — 1.
Al acrescenta 1 barra e circula 1 ponto = continua dando uma composicao de
2n — 1. Dal, acrescenta mais 1 barra e circula mais 1 ponto = continua dando
uma composicao de 2n — 1. Portanto, no fim, encontraremos uma composicao de
2n — 1. Por outro lado, qualquer composicao de 2n — 1 pode ser convertida para
uma sequencia de n pontos com no maximo uma barra entre cada dois pontos e
exatamente um ponto circulado em cada compartimento. Para verificar isso, tome

uma composicao de 2n — 1. Da esquerda para direita, troque cada 2 por um ponto,
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o primeiro 1 troque por um ponto circulado, o segundo 1 por uma barra, o terceiro
1 por um ponto circulado, e assim por diante, até o tultimo 1 que deve ser um
ponto circulado ja que a quantidade de 1 tem que ser impar, uma vez que 2n — 1
é impar. Agora, precisamos verificar se a quantidade de pontos, contando também
os circulados, é igual a n: suponha que tenhamos a pontos nao circulados, b barras
e ¢ pontos circulados, queremos determinar a + ¢. Vale que 2n — 1 = 2a + b + c,
mas note que, por construgao, hd uma barra a menos do que pontos circulados,
ou seja, b = ¢ — 1, consequentemente 2n — 1 = 2a + b+ ¢ = 2a + 2¢ — 1 mas
2n —1=2a—2(n—a) — 1, isto implica que n — a = ¢, isto é, n = a + ¢. Portanto,

ha n pontos no total.

Assim concluimos que, substituindo cada barra por um 1, cada ponto nao circu-
lado por um 2, e cada ponto circulado por um 1, fornecemos todas as composigoes de
Fibonacci de 2n — 1 exatamente uma vez. Logo, segue a conclusao pois ja sabemos

que existem Fy,, dessas composicoes. Como um exemplo para n = 8, temos
OO O] -0 <= 21112111221

Podemos explicar esta bijecao em termos da nossa abordagem sobre os monoides
livres: se inserirmos uma barra no inicio de cada arranjo de pontos e barras, teremos
uma sequéncia de configuragoes da forma | -*® -7, e esta configuragao corresponde

ao primo 121127,
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Para k = 2, a funcao geradora para os primos no Teorema [5.1] é

x? x?

1 -3z +222 (1-22)(1—2x)

n=0 =0
— Z (2n+1 1).’1;'n+2
n=0
— Z (2n—1 1)In 7
n=2
mas
a? 2 2 -
L iTgyga = PR =1 ) B
n=0
= 1+ Z Fopiox™t?
n=0

=1 + Z an_QZL‘n .
n=2

Isto fornece a férmula do item (v) do Teorema [L.10}
Fyoa= Y ('=1@» ' —1)-- 2% —1), (5.5)
a€C(n)
paran > 1 (o caso n = 1 é facil de verificar). Conforme descrito pelo Teorema
para o caso k = 2, as composicoes primas que correspodem a sao da forma
122q127, onde i e j sao inteiros nao negativos e ¢ é um elemento do monoide livre

() com primos
121, para [ > 0,

ou seja, sao da forma

122% 1211122%212 ... 129lm ] 12lm+1

q
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com m > 0, onde ly,...,l,+1 sdo inteiros nao negativos. Para ver combinatoria-
mente que existem 2"! — 1 tais composicoes de 2n, iniciamos com a composicao
de 2n — 2 com n — 1 partes, todas iguais a 2. Escolhemos algum subconjunto nao
vazio dessas partes, o que pode ser feito de 2"~! — 1 formas. Agora substituimos o
primeiro 2 selecionado por 1 e substituimos cada um dos outros 2 selecionados por

11. Finalmente inserimos 12 no comeco.

Para k£ > 2, os primos no Teorema [5.1| sao mais complicados, por exemplo, para

k =3, a formula (5.3]) produz

3 3 !
14— (1= .
+1—3x—|—x2 < 1—3x+x2—|—x3>
Por um lado, a expressao da esquerda é

£E3

_ 3 _ 3 n
1+m = 1+x f2,1—1+l’ ZF2n+217

n=0

= 1+ Z Fopiox™t?

n=0
= 1+ i Fo, 2™,
n=3

uma expressao tao simples quanto as dos casos anteriores, mas por outro, a fungao

geradora para os primos

LCB

1—30+ a2+ a3

tem os coeficientes dados pela sequéncia A048739. Se definissemos (u;);en por esta

sequeéncia, dai, ao aplicar o Lema [I.11] teriamos uma férmula

an_4 = Z Urug . ..Uk, Vn Z 3.

Para k = 4, (5.3)) fornece

xd x4 -1
R .
1— 3z + 22 1 -3+ 22+ 24
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a expressao da esquerda é igual a

4 00
x
I+ —————— = 1+a'fon=1+2") Fpoa”
+1—3x+x2 + 2" faq +x nz:% 2n+2%
= 1+ZF2H+2:1;"+4
n=0

- 1+iF2n—6mn7
n=4

mas a fungao geradora para os primos

1.4

1—-3z+ 224+ 24

tem seus coeficientes dados pela sequéncia A077849. Ou seja, para n > 4

onde (u;);en € a sequéncia AQ77849.
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Capitulo 6

Trisseccao do monoide livre das

composicoes de Fibonacci

Agora consideraremos trisseccoes da sequéncia de Fibonacci, para as quais temos

por (1) que

1—2z
Joo = 1 — 4z — 22
1+
Jor= 1 —4x — 22
2
Ja2 = 1 —4x — 22

O Teorema [4.2| e sua interpretacao combinatéria nos dao uma interpretacao

combinatoria para a identidade

2 -1
f370:(1—3x—4x2—4x3—---)_1:(1—3x—41I_I) (6.1)
que fornece a féormula

Fapi1 = Z 3#{1‘:%:1}4#{]‘:@]-;&1}7
aeC(n)
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para n > 0: o monoide livre das composicoes de Fibonacci de ntimeros divisiveis
por 3 tem trés primos de peso 1, 111, 12, e 21, e para os primos de peso n para cada
n > 2 fazemos a analogia do reticulado: uma palavra é irredutivel se, e somente
se, nao pode ser quebrada nas posi¢oes miultiplas de 3, o que ocorre se, e somente
se, houver dominés impedindo as quebras dessas posicoes. Assim, cada irredutivel

é da forma

HlEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEn

Ou seja, os primos de peso n > 2 sao da forma
abe,
onde a e ¢ sao ou 11 ou 2 e b é a composicao
2121---212

com n — 2 partes 1 e n — 1 partes 2, o que totaliza 4 primos de cada peso n > 2.

A seguir, daremos uma interpretagao para o monoide livre do caso m = 3 de
3 1
2x 2z -

l+2fso=14+4 ———= = <1 —) (6.2)

1 — 4z — 22 1 — 21— a2

Note que o lado esquerdo de (6.2)) é igual a

1+ i anIn
n=1

e, por isso, conta composicoes de Fibonacci de niimeros divisiveis por 3 que comecam
com a parte 1, pois o nimero de composicoes de Fibonacci de 3n comecadas em 1
¢ igual ao nimero de composicoes de Fibonacci de 3n — 1, que é F3, 111 = F3,.
Neste monoide livre existem dois primos de peso 1, 111 e 12. Para n > 2, um primo

p de peso n, por ser primo, nao pode resultar da concatenacao de uma composigao
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de peso 1 no final de uma composicao de peso n — 1, e portanto deve terminar em
21, 211 ou 22. Assim, dependendo desse final, ele deve ser de um, e apenas um, dos
seguintes tres tipos:

(1) p é obtido a partir de um primo de peso n — 1 pela inclusao de 21 no final,

(2) p é obtido a partir de um primo de peso n — 1 terminado com a parte 1 pela
substituicao desse 1 por 211;

(3) p é obtido a partir de um primo de peso n — 1 terminado com a parte 1 pela

substituicao desse 1 por 22;

Seja a, o nimero de primos de peso n e seja b, o nimero de primos de peso n
que terminam com a parte 1. Entao temos a,, = a,_1 + 2b,_1 € b, = ay_1 + b,_1.

Assim
ap = Gp-1+ an,1 =ap-1+ 2(011172 + ban)
= (anfl + an72) + (aan + 2bn72) = (anfl + an72) + ap—1

= 20,1+ Gp_2

vale para n > 3 (pois b; s6 estd definido para i > 1), e como as = a; + 2b; =
242 =4 = 2a; + ag, onde ag = 0, a recorréncia vale para n > 2. Agora, resta
determinar a funcao geradora para a, definida pela recorréncia ay = 0, a; = 2 e

Gy = 20,1 + a,_o para n > 2, o que resolvemos diretamente como segue:

Defina a funcao geradora que queremos determinar como

Ax) = i anx™.
n=0
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Dai

Alx) = a, 2"+ a1 T+ a
(x) = Y | 0

n=2 =2 =0

o oo
= 2:105 a,x" +2x + 2 E anx"
n=1 n=0

N—— N—_——
=A(x) =A(x)

= 22A(x) + 22 + 22 A(z)
2z

= A(I):—l—Zx—xQ‘

Dai, constatamos que a funcao geradora para os primos é

2x

1 — 2z — 22’ (6.3)

e a igualdade (6.2)) segue. Os coeficientes de (6.3)) sdo as sequéncias A052542 e

A163271. Elas sao duas vezes os nimeros de Pell, a sequéncia A000129.

O caso m = 3 do Teorema [4.3] é

4372 —1 e ) ) -1
-+ l'fg,l < x 1_ 3]7) X nEZQ X s

Notemos também que

(1 —z) >17

1 Y G
T efs0 < 1 —3x — 222

onde os primos sao contados por A104934 e

] 7 1 3z !
+2fis=(1— —F—
43 1 —4dx + 22 ’

onde os primos sao contados por A005320.
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Consideracoes finais

A ideia de aplicar a teoria dos monoides as composicoes forneceu-nos aqui
métodos alternativos para demonstracao de alguns teoremas sobre composicoes,
mais especificamente para teoremas que envolveram determinados submonoides li-
vres do monoide livre das composicoes de Fibonacci. Tal aplicagao forneceu curiosos
resultados, mais ou menos praticos e envolvendo geralmente os niimeros de Fibo-

nacci.

Um fato que simplificou as contagens de todas as palavras com determinado
peso foi a reducao desse problema ao de contar apenas as palavras primas. Isso
foi consequéncia de considerar certos conjuntos de composicoes como submonoides
livres gerados pelos seus primos. Dai, o uso do Lema e das funcoes geradoras

ocorreu naturalmente.

A teoria dos monoides de palavras, por referir-se a palavras em geral, deixa livre
a ideia de se pensar em sua aplicacao no ambito das composicoes em geral, indo
além de das composicoes de Fibonacci. Fica essa possibilidade de aplicacao aberta

e portanto propensa a sugerir novas ideias a futuros trabalhos.
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