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CONTEUDO



Introducao

Lebesgue propos sua visao de integracao em 1904. Foi entao uma pergunta natural saber se
a medida de Lebesgue poderia ser estendida como uma medida finitamente aditiva definida
sobre todos os subconjuntos do R™ que fosse invariante por transla¢oes isométricas. Hausdorff
demonstrou em 1914 que para n > 3 era falso, e em 1923 Banach demonstrou que era verdade
para n < 2 [1]. Em 1924 usando o axioma da escolha Stefan Banach e Alfred Tarski provaram
que dada uma esfera unitaria no R? existe uma forma de dividi-la em dois conjuntos disjuntos
cada um deles dividido em pecas finitas disjuntas tais que ao movimentar com translacoes e
rotagoes as pecas de cada conjunto, obtemos duas esferas unitarias iguais & original. Este
resultado contra intuitivo vem do fato de assumir contraditoriamente que todo subconjunto
R3 ¢ Lebesgue-mensuravel. Em 1929 Von Neuman mostrou que a raziao profunda para esta
diferenga, reside no grupo de isometrias do R™ (vendo-o como um grupo discreto). O nome
"amenable" foi introduzido por Mahlon M. Day em 1949, neste trabalho usaremos a traducao
para o portugués "ameno".
Em 1953 Dixmier estendeu a nogao de grupo topoldgico ameno (amenable).

No capitulo 1 (Preliminares) definiremos conceitos béasicos usados no trabalho, e demons-
traremos a existéncia e unicidade da medida de Haar, a motivacao de fazer esta prova é porque
durante o trabalho sempre usaremos este fato.

No capitulo 2 mostraremos o paradoxo de Banach-Tarski e provaremos o Teorema de Tarski
(Teorema 10) o qual criard uma motivagao natural para a definigdo de grupo ameno.

No capitulo 3 definiremos grupo ameno e mostraremos equivaléncias, exemplos e proprie-
dades. Na se¢ao 3.1 mostraremos a equivaléncia da existéncia de uma média sobre o grupo e
uma média sobre L>*(G), com exemplos. Nas se¢oes 3.2 e 3.3 faremos um estudo um pouco
mais geométrico dos grupos, mostraremos a equivaléncia da existéncia de uma sequéncia de
Fglner e enunciaremos alguns resultados obtidos via crescimento, com exemplos. Nas se¢oes
3.4 e 3.5 exibiremos duas conjecturas feitas com respeito a caracterizagao de Grupos amenos,
e mencionaremos contraexemplos.

No capitulo 4 definiremos Grupos hiperbdlicos, os quais sao grupos interessantes e ampla-
mente estudados devido as suas propriedades geométricas, porém neste trabalho s6 faremos
alguns exemplos triviais.

No Capitulo 5, o qual foi motivado porque achava-se que estes dois grupos estavam muito
relacionados, usaremos os exemplos feitos em capitulos anteriores para mostrar que o mais
provavel é que nao, e daremos uma referéncia de um artigo onde combinam os dois conjuntos
e estudam algumas de suas propriedades.

Em resumo este ¢ um texto introdutoério, tentamos abordar alguns dos topicos mais comuns
e dar uma ideia deles, além de oferecer bibliografias para serem estudadas por quem tenha
interesse. Boa leitura.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo definiremos alguns conceitos e mostraremos alguns resultados necesséarios para os

capitulos seguintes, o leitor pode aprofundar-se nestes resultados no livro "Measure Theory" de
Donald L. Cohn ([14]).

1.0.1 Grupos

Definigao 1 (Grupo). Um grupo (G,-) é um conjunto nao-vazio G dotado de uma operagdao
bindria < - >, que cumpre as sequintes propriedades:

1. Ya,be G tem-se que a-b € G (fecho).
2. Ya,b,ceG cumpra-se a formula (a-b)-c=a-(b-c) (associatividade).
3. Existe um elemento e € G tal que ¥ a € G tem-se e-a =a = a- e (elemento neutro).

4. Para cada a € G existe um b € G tal que a-b = e = b-a. De agora em diante escreveremos
b=a"! (elemento inverso).

A seguir, ha uma lista de defini¢oes referentes aos grupos:
Grupo finito: grupo com finitos elementos.
Grupo abeliano: grupo que satisfaz,
5. Y a,b € G cumpre-se a formula (a - b) = (b- a) (comutatividade).

Subgrupo: Um subgrupo A de um grupo (G, -), é um subconjunto nao vazio A C G que
cumpre ser um grupo com a restricao do operador binario < - > aos elementos de A. Denota-se
A<QG.

Subgrupo normal: Um subgrupo N de um grupo (G, -) é normal se é invariante por con-
jugacao, isto ¢ para cada n € N tem-se que a-n-a~ ' € N para todo a € G. Usualmente
denota-se como N < G.

Classe lateral:

Afirmagao 1. Seja G um grupo. v,y € G, v =y (mod H) < zy~' € H define uma relagdo
de equivaléncia no conjunto G.
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Consideremos a classe de equivaléncia T ={y € G: y = x (mod H)}.
Assim,yeT < yeG: y=x(modH) < yz~' = h € H, para algum h € H < y = hz para
algum h € H. Se denotarmos Hx = {hz : h € H entdo temos que T = Hz, chamada uma
classe lateral (a direita) de H em G. Representaremos o conjunto quociente {Z : x € G} por
G/H, isto ¢, G/H = {Hz : © € G} é o conjunto de todas as classes laterais (a direita) de H
em G.

Grupo quociente:

Afirmacgao 2. Seja G um grupo e N ]G. Entao, Vr,y € G,T-y =77 -y define uma operagao
no conjunto das classes G/N e mais ainda G/N € um grupo com essa operagao.

Este grupo recebera o nome de grupo quociente de G por N.

Transversal: Dado o conjunto das classes laterais de um grupo, podemos escolher um ele-
mento de cada classe lateral (se necessario usando o axioma da escolha) e chama-lo o represen-
tante da classe. Chamamos este conjunto de representantes de Transversal do grupo.

Indice: Seja G um grupo e um subgrupo H < G definimos o indice de H em G como
(G : H) := ( quantidade de classes laterais a esquerda em G definidas pelo subgrupo H).

Definicao 2 (Grupos soluveis).

- Uma série subnormal de um grupo G é uma sequéncia finita de subgrupos {G;}?_, ,
onde cada um deles é um subgrupo normal do sequinte. Usualmente é denotado como
1> Gy> Gy > - > G, = G. Note que como G; so precisa ser subgrupo normal de
Gii1, entao nao € necessdario que seja subgrupo normal de G.

Os grupos quocientes G;/Gi11 sao chamados de grupos fatores da série.

- Um grupo G € chamado solivel se admite uma série subnormal onde todos os grupos
fatores sao abelianos.

Historicamente a motivagao para a defini¢ao de grupos soliiveis foi dada pela teoria de Galois.
Pois uma equagao polinomial é solavel por radicais, se e somente se, o seu correspondente grupo
de Galois for soluvel ( Ver capitulo 7, Teorema 5 [7]), o que responde & pergunta de quando um
polinémio pode ser fatorizavel ou ndo em um dado corpo (conjunto), supondo certas condigoes.

Defini¢ao 3 (Grupos nilpotentes).

- Dado um grupo G, definimos o centro do grupo Z(G) :={g € G :Yh € G, gh = hg}. Por
tanto o centro do grupo € o conjunto dos elementos que comutam com todos os elementos
do grupo, e este resulta ser um subgrupo normal comutativo.

- Um grupo G diz-se nilpotente se ele contém uma série de subgrupos

l=GpocGyCc---CG,=G
tal que cada subgrupo G;—1 > G e cada quociente G;/G;_1 estd contido no centro de

G/Gi_l, 1 S 1 S n.
Uma tal série de subgrupos de G diz-se uma série central de G.



1.0.2 Grupos livres

Seja A um conjunto qualquer, nao necessariamente finito, de elementos que denotaremos por
a;, para ¢ € I. Consideramos A como um alfabeto e os elementos a; como letras do alfabeto.
Qualquer simbolo da forma a] com n € Z é uma silaba, e uma cadeia finita de w de silabas
escritas em justaposicao é uma palavra. Apresentamos também a palavra vazia 1, que nao
tem silabas.

Exemplo 1. Seja A = {ay,as,a3}. Entdo, se adotamos a convengio de que a} é o mesmo que
a;,

4, -1 4 -3 —1
sao palavras.

Teém-se dois tipos de modificagoes naturais para algumas palavras: as contragoes elementares.
A primeira consiste em substituir a”a? em uma palavra, por a]""". O segundo tipo consiste
em substituir a? em uma palavra por 1, isto ¢, remove-la da palavra. Por meio de um ntimero
finito de contragoes elementares, toda palavra pode ser substituida por uma palavra onde nao
¢ possivel efetuar mais contragoes elementares, chamada de palavra reduzida. Note que as
contragoes elementares sao equivalentes formalmente as manipulacoes usuais de exponentes in-

teiros.

Definimos F[A] o conjunto de todas as palavras reduzidas formadas por nosso alfabeto A.
Definigao 4 (Grupo livre). (F[A],) € o grupo livre gerado por A, com o produto.

wy - we = { forma reduzida da palavra obtida pela justaposi¢ao de wyws}.

Exemplo 2. se w; = alalay? e wy = alay’aya;”®

3

w1 - Wy = agaia; al_5

Denotaremos o grupo livre gerado por dois elementos como F5.
Proposicao 1. I, € enumerdvel.

Demonstracao. Considere os conjuntos W" := {W : |w| = n, w € F,} onde |w| é a quanti-
dade de letras do alfabeto que a palavra reduzida w contém. Note que, [W"| < 4™ ( |[W"| é
cardinalidade do conjunto Wm) e F? = U?_,W*, como a unido enumeravel de conjuntos finitos
é enumeréavel entao Fy é enumeréavel. O

1.0.3 Acao de grupo

Defini¢ao 5 (Agao de grupo). Seja G um grupo, seja C' uma categoria, e seja X um objeto em
C. Uma agao de G em X na categoria C' é um homomorfismo de grupo G — Autc(X). Em ou-
tras palavras, uma agdo de grupo de G em X consiste de uma familia (f,),ec de automorfismos
de X tais que

Joo fu=fgn
para todo g, h € G.

Nos consideraremos daqui em diante a categoria C' como a categoria dos conjuntos, para
detalhes da definigdo ver Definigao 4.1.1, [12].
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Definigao 6 (Acao livre sobre um conjunto). Seja G um grupo, seja X um conjunto e seja
G x X = X uma acao de G sobre X. FEsta ac¢do € livre se

g-r#x

para todo g € G\ {e} e todo x € X. Em outras palavras, wuma agao € livre se e somente se cada
elemento nao trivial do grupo atua sem pontos fixos.

1.1 Grupos localmente compactos
Definigao 7 (Grupo Topologico). Um grupo topoldgico é uma terna (G, T,-) tal que:
i) (G, T) é um espago topoldgico.
it) (G,+) € um grupo.
i) ¢ GxG—G o¢(x,y) =x-y é continua.
w) a:G—G az)=x""' € continua.

Um espago topologico (X, 7) é localmente compacto se para cada ponto x € X existe uma
vizinhanga U tal que U é compacto.

Um grupo topologico (G, 7,-) é localmente compacto se (G,7) é um espago topologico
localmente compacto e Haussdorff.
Uma razao pela qual nés adicionamos a condi¢ao de ser Hausdorff fora da unicidade do limite é
por que estamos interessados em saber se os subconjuntos compactos sdo mensuraveis (lembre
que em um espago de Hausdorff os subconjuntos compactos sao fechados).

Exemplo 3. Alguns grupos localmente compactos sao:
e todo grupo G com a topologia discreta.
e R com a topologia usual.

e todo espago vetorial topoldgico (G, T,+).

1.1.1 Medida de Haar

Defini¢ao 8 (Anel). Seja X um conjunto. Um anel R de subconjuntos de X é um conjunto
nao-vazio de subconjuntos de X que € fechada pelas operagoes elementares de conjuntos:

AUBeR
ABERé{/ﬂBeR
Definicao 9 (Algebra). Seja X wm conjunto. Uma dlgebra R de subconjuntos de X € um
conjunto nao-vazio de subconjuntos que contém a X e que € fechada pelas operagoes elementares
de conjuntos:

AUBeR
‘&BERi{fF:X\AeR

Definigao 10 (o-élgebra). Uma dlgebra diz-se uma o-dlgebra de subconjuntos de X se também
for fechada para unides enumerdveis:
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e Aj € Rparaj=1,2,... implica U2, A; € R

Um espago mensurdvel é uma dupla (X, R), onde M é um conjunto e R é uma o-dlgebra
de subconjuntos de X

Definicao 11 (Medida). Uma medida num espago mensurdvel (X, R) é uma fungdo pu: R —
[0, +00] que satisfaz:

1 (@) =0

2. (U2 Ay) = > 202 1(Ay) para quaisquer A; € R disjuntos dois-a-dois.

A tripla (X, R, 1) € chamada espago de medida. A sequnda propriedade da defini¢ao é chamada
o-aditividade.

A seguir definiremos um conceito mais fraco que a medida, o qual sera usado no resto do
texto.

Defini¢ao 12 (Média sobre uma algebra). Uma média m sobre uma dlgebra R de subconjuntos
de X, p: R—[0,+00] que satisfaz:

i) m(0) =0.
i) m(AyU---UA,) =m(A) +---+m(A,) se Ay,..., A, € R sdo dois a dois disjuntos.
Se um grupo G atua sobre X deixando R invariante, estao dizemos que m € G-invariante se:

iii) m(gA) =m(A), Vge G e A€ R.

Pela sequnda propriedade da definicao dizemos que m € finitamente aditiva.

(Esta definicao 12 foi modificada da definigdo apresentada no livro "Kazhdans property
(T)" [1] pag 421)
E claro que toda medida é uma média mas nem toda média é uma medida. Note que m ser uma
média G-invariante implica que cada a¢ao do grupo leva elementos da algebra R em elementos
da algebra R da mesma "grandeza'"(onde a "grandeza" de A € R esta dada por m(A)).
Dizemos que 2* = P(X) é o conjunto de partes do conjunto X, isto é o conjunto de todos os
conjuntos de X.

Definigao 13. Seja X um conjunto e seja Y, C 2%. Entio, denotamos o[>.] a o-dlgebra
gerada por .

Definicao 14 (Média absolutamente continua). Se (X, R, 1) onde R € uma dlgebra e p uma
média. Se v € uma média definida sobre R. Dizemos que v é absolutamente continua com
respeito a pu, e neste caso escrevemos v < [, quando

v(M) = 0 para todo M € R tal que p(M) = 0.

Definicao 15. Sejam (X_,T) um espago topoldgico e A C X. Denotamos o interior de A como
A° e o fecho de A como A.

Defini¢ao 16 (Subconjuntos de Borel). Sejam (X, 7) um espago topoldgico e A C X. Entao,
A € um subconjunto de Borel de X se A € o[1].

Definig¢ao 17 (Espago de medida topologico). Seja (X, >, ) € um espago de medida topoldgica,
onde X € um espago topoldgico, > € a colecao de subconjuntos de Borel de X e pu € a medida.
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Definicao 18 (Medida de Borel). Uma medida p sobre um espago de medida topoldgico (X, >, )
¢ chamada medida de Borel se X ¢ Hausdorff

Definigao 19 (Medida exterior). Uma medida exterior sobre um conjunto X € uma aplicagao
p: 2% — [0, 00] que satisfaz as propriedades:

1. W(B)>0, VEC X.
2. Ey C Ey entao p(Fy) < p(Ey). (monotonicidade)
3. Uiy Ex) <D w(Eg). (subaditividade contdvel)

Definigao 20 (Espago de medida completo). Um espago de medida é completo se todo subcon-
Junto de um conjunto de medida nula € mensurdvel.

Teorema 1 (Extensao de Caratheodory). Seja p* uma medida exterior em X, entdo o conjunto
M C 2% de todos os subconjuntos mensurdveis é uma o-dlgebra, a restricao j = /LTM € uma
medida e (X, M, ) é completo.

Demonstragao. Ver Teorema 1.3.4., [14]. O

Defini¢ao 21 (Medida de Haar). Seja G um grupo topoldgico com a o-dlgebra de Borel B(G).
Uma medida de Haar a esquerda (direita) sobre G € uma medida p que satisfaz

i) p € Borel reqular nao vazia sobre G (notag¢ao: U € aberto e K é compacto)

-se K CGE = p(K) <oo

- reqular externa, isto €
A€ B(G) = p(A) =inf{u(U): ACU}
- reqular interna, isto é
UCG=pulU)=sup{u(K): KU}

it) p(gA) = p(A) (resp. p(Ag) = u(A)) Vg € G e VA € B(G).

De fato, Alfred Haar em 1933 mostrou que existe uma "tnica" medida invariante unilateral
em um grupo localmente compacto e separavel, e esta ¢ a medida que leva seu nome. E facil
mostrar que se p ¢ uma medida de Haar a esquerda para o grupo G entao u_(A) = u(A™1)
(At ={z € G : 27! € A}) ¢ uma medida de Haar a direita, além disso se o grupo ¢ compacto
a medida de Haar é bilateral, isto foi provado por Von Neuman 1936. Como a medida de Haar
serd usada com frequéncia no Capitulo 2, nés provaremos aqui sua existéncia e unicidade, mas
para isso precisamos de alguns resultados. Esta prova foi obtida de [15], para aprofundar nos
detalhes da prova , ver [14].

Lema 1. Seja f: X — Y e seja E C 2. Entao, o[f Y (E)| = f~(c[E]) (aqui o[X] representa
uma o-dlgebra de subconjuntos de X ).

Lema 2. Seja (X, , ) um espago de medida topoldgico e seja f : X — X um homeomorfismo.
entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes.

1. Ae .
2. f(A) e ..
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3. fHA) e,

Lema 3. Seja (X, 7) um espago de Hausdorff, seja K um subconjunto compacto e sejam Uy, Us
abertos de X tais que K C Uy U Us,. Entao, existem subconjuntos compactos K, Ko de X tais
queKlgUl €K2gU27 €K:K1UK2.

Lema 4. Seja (XY, ) um espago de medida. Seja f : X — R uma fun¢ao mensurdvel, e
seja A C X mensurdvel. Entao, se A={x € X : f(x) >0} e u(A) >0, existe algum a > 0 tal
que j({z € A+ f(z) > a}) 2 0.

Lema 5. Seja G um grupo topoldgico, seja K um subconjunto compacto de G, e seja U um
aberto tal que K C U. Entao, existe um aberto V' contendo a unidade do grupo tal que KV C U.

Teorema 2. [Existéncial Seja G um grupo localmente compacto. Entao, existe uma medida de
Haar esquerda de G.

Demonstragao. Passo 1: Definir (K : V).

Seja K um compacto de G e V um subconjunto de G com interior diferente de vazio. Entao,
{gV° : g € G} é uma cobertura aberta de K, pois por definicao de grupo topoldgico a agao
g(z) = g-x € um homomorfismo, como K é compacto, existe um subcobertura finita e portanto
elementos finitos de G, g1,. .., gn, tais que K C U g, V°. Definimos (K : V') como o menor
inteiro nao negativo para o qual a sequéncia existe.

Passo 2: Definir puy.
Denotamos a IC a colegao de subconjuntos compactos de GG, e por U a cole¢ao de subconjuntos
abertos contendo a identidade do grupo. Dado que G é localmente compacto, existe um sub-
conjunto compacto com interior ndo vazio: chamamos ele de K (lembre que por defini¢ao para
cada ponto do grupo localmente compacto existe um vizinhanca cujo fecho é compacto, pelo
que tal compacto contém pelo menos o aberto que por defini¢do contém a vizinhanga). Para
cada U € U, defina a fungao pu, : K — R tal que

Como Ky # () entdo (Ky: U) # 0 portanto py esta bem definido.

Passo 3: Mostrar que 0 < up(K) < (K : Kp).
Como (K : U) é sempre um inteiro ndo negativo, py(K) é sempre nao negativo. Mostraremos
que (K : U) < (K : Ky)(Kp : U) para cada K € K e para cada U € U. Daqui em diante
escreveremos (K : Ko) =m e (Ky : U) = n. Entao, sejam ¢g1,...,9, € G e hy,..., h, € G tais
que K C U™, g9, Ky e Ky C U;‘ZlhjU. Entao,

K C Ugi UhjU = U Ugihqu
=1 =1

i=1j=1

Portanto K pode ser coberto por mn classes de U, e assim (K : U) < mn = (K : Ky)(Ko: U).
Isto mostra que

0 < pu(K) < (K : Ko).

Passo 4: Construir a medida de Haar sobre IC
Defina X := J] [0, (K : Ko)] o espago produto de intervalos fechados, o qual é um espago
topologico compacto pelo Teorema de Tychonoff (Ver Teorema 25). Como 0 < up(K) <
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(K : Ky), cada uy pode-se ver como um ponto em X. Para cada V € U, defina C(V) :=
{p. : U €U,U C V}. Mostraremos que a colecao {C(V) : V € U} possui a propriedade da
interseqao finita. Sejam Vi,...,V, € U entdo pny v, Vi € Mr—, C(Vi), portanto (,_, C(Vy) é
nao-vazia. Agora, como X compacto entdo Ny C(V) # (. Escolhemos um elemento dessa
interseccao o qual denotamos por .

Passo 5: Mostrar que p(K;) < p(Ks) se K1 C K,

Sejam K, Ky € K tais que K; C K,. Primeiro mostraremos que para cada U € U tem-se
po(Kq) < pp(Ksy), mas isto é verdade pois as classes de U que cobrem K5 também cobrem
K entdo (K; : U) < (Ky : U) e isto implica que uy(K;) < uy(Ksy). Podemos ver os ele-
mentos [ € X como fungoes que vao de K a R, considere a funcao F': X — R definida como
F(f) = f(K1)—f(K3). Note que a projegao p de X a RxR definida como p(f) = (f(K1), f(K32))
é continua na topologia produto, e a funcao de R x R a R que subtrai a primeira coordenada
da segunda também é continua, como F' é composigao destas fun¢oes tem-se que F' é continua.
Além disso esta fungao é nao-negativa em C(V') (suponha que F'(u1) é negativo e considere uma
vizinhanga W dele contida em (—o0, 0], como F' é continua e p um ponto de acumulagao dos
p, existe py, € F~1(W) tal que py, (K1) > py, (K2) o que ¢ uma contradigao).

Passo 6: Mostrar que p(K; U Ks) < u(Ky) + pu(Ka).
Sejam K;, Ky € K. Primeiro mostraremos que py(K; U Ks) < pp(K7) + po(Kz) para cada
U € U. Isto é trivial porque uma cobertura para K; com (K; : U) classes de U, junto com
um cobrimento de (K : U) classes de U para K3, s@o um recobrimento para K; U Ky, isto é
(K1UKy:U) < (Ky:U)+ (K :U) portanto py (K U Ks) < uy(Ky) + py(Ks).
Procedendo de forma similar ao Passo 5, a fungao F' é continua e nao negativa sobre cada C'(V'),
e ja que ¢ nao negativa para p € X. Temos pu(K; U Ky) < p(Ky) 4+ u(Ks).

Passo 7: Mostrar que puy (K U Ky) = py(Ky) + py(Kz) se KU PN KU1 = 0.
Sejam K, Ky € K tais que K ;U 'NK,U™! = . Sejam gy, ..., g, € G taisquen = (KUK, : U)
e Ki UK, CP_, gU. Se algum g, U intercepta a K; e a Ky, entao gy € K7U PN KUt o
que seria uma contradi¢ao. Por isso gpU intercepta s6 a K; ou s6 a Ky, entao reindexando os
indices existe um numero m, tal que 0 < m < ne K; C UL qU, Ky C Up_, ,9:U. Isto
¢ (K :U)+ (Ky:U) < (KyUK, :U) e pelo resultado do Passo 6 tém-se py (K7 U Ky) =
po(Kq) + py(Ks) para cada U € U.

Passo 8: Mostrar que u(K; U Ky) = u(Ky) + u(Kz) se K1 N Ky = 0.

Sejam K, K, € K tais que K; N Ky, = (). Entao podemos achar conjuntos disjuntos U;, U,
tais que K71 C Uy e Ky C U, (pois (G, 7) é€ um espaco de Hausdorff). Pelo Lemma 5, existem
vizinhangas abertas Vi, V5 da unidade do grupo G tal que K;V; C U; e KyVy C Us. Seja
V :=ViNV,, como U NU; = () entao K1V N K,V = () . Por isso para cada U € U com
U C V™ temos KjU ' N KyU™! = e pelo Passo 7 uy (K U Ky) = uy(Ky) + py(Ky). Por
ultimo, como a fungao continua que envia os f € X em f(K;) + f(K2) — f(K; U K>) é 0 para
cada f € C(V™'). Em particular, pu(K;) + pu(Ksy) = p(K; U Ky).

Passo 9: Estender p a todos os subconjuntos de G.
Para U C G aberto defina
p(U) == sup{pu(K) : K CU, K € K}.

Mostraremos que se K é compacto e aberto entao as duas definigoes sao iguais (lembre que a
outra defini¢ao esta no Passo 4). Isto é, nds mostraremos que

w(K) = sup{u(K') : K' C K, K' € K}.
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Trivialmente, pu(K) € sup{u(K'): K' C K, K' € K} entao pu(K) < sup{p(K'): K' C K, K' €
K}. A outra desigualdade é dada pelo Passo 5, isto é sup{u(K') : K' C K, K' € K} < p(K).
Por tanto as duas defini¢oes sao compativeis quando K é um compacto aberto. Além disso, é
facil ver que na extensao, u(U;) < u(Us) se Uy C Us.

Agora, para um subconjunto arbitrario A C G, defina

u(A) :=inf{u(U) : A CU,U ¢ aberto}.

Similarmente, esta extensao de p sobre todos os subconjuntos de G, satisfaz a propriedade que
ILL(A1> S ,LL(AQ) se Al g AQ.

Passo 10: Mostra que p ¢ uma medida externa sobre G.

- (@) = 0 porque () : U) = 0 para cada U € U.

- 1 € nao-negativa.
Para provar isto, note que da definicao da extensao é suficiente mostrar que g nao é
negativa sobre K. Seja K € K fixo, a fungao que envia a f € X a f(K) é continua (por
um razonamento similar da fun¢ao F'), como esta fungao é nao negativa sobre cada puy,
pela continuidade é nao negativa sobre cada C(V'), portanto ¢ nao negativa sobre pu, é
dizer p(A) > 0 como queria-se provar.

- p € subaditiva contavel.
Primeiro mostraremos que para cada colegao contéavel de conjuntos abertos {U,, : n € N},

tem-se
H (U Un) < ZN(UH>~

neN neN

Seja {U,, : n € N} uma cole¢ao contavel de subconjuntos abertos de G, seja K um
subconjunto compacto contido em |J, .y Un. Entao K C (J;_, Uy para algum n € N.
Aplicando o Lemma 3 indutivamente, podemos achar compactos K1, ..., K, tal que K =
U,_, ¢ K C Uy para 1 < k < n. Entdo aplicando o Passo 6 indutivamente,

P(K) <Y pK) < p(Ui) <) u(Un).

neN

isto permite que

i (U Un> :sup{,u(K):Kg U Un, KGIC} < Z,u(Un).

neN neN neN

Agora seja {A,, : n € N} uma cole¢ao enumeravel de subconjuntos arbitrarios de G. Se

Y nen M(An) = 00, entdo é trivial que p({J, ey An) < D peny #(An). Suponha ) pu(A,) <
oo. Seja € > 0, e para cada n € N escolha um U,, aberto tal que A, C U, e u(U,) <

1(Ay) + €/2™ (isto é possivel por causa da definigao de p). Entao

N(UAn> SN(U Un) SZN(UH)SZN(AH)""G %—ZN(AH)"i‘G-

neN neN neN neN neN neN

Mas como € é arbitrario, temos que

’ (U An> <Y (A,

neN neN

portanto p ¢ uma medida externa sobre G.
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Passo 11: Mostrar que a colecao de conjuntos Caratheodory mensuraveis contem os sub-
conjuntos de Borel de G.
Para mostrar que a colecao de conjuntos Caratheodory mensuraveis contém os subconjuntos
de Borel de G, é suficiente mostrar que cada subconjunto aberto de G é mensuravel (por que
a colecao de conjuntos mesuraveis gera uma o-algebra, e se esta colegao contém a topologia
de G com certeza também vai conter a o-dlgebra gerada pela topologia). Sejam U C G um
aberto e A C G. Se pu(A) = oo entdo trivialmente p(A) > u(ANU) + u(ANU®), suponha que
p(A) < oo. Seja e > 0, e escolha um V' aberto tal que A C Ve pu(V) < pu(A) + €. Seja K um
subconjunto compacto de V N U tal que u(UNV) —e < u(K) (isto é possivel por causa da
definigao de p), e seja L um subconjunto compacto de V N K¢ tal que u(V N K¢) —e < p(L)
(note que V N K¢ é aberto pois nos espagos de Hausdorff os compactos sao fechados). Ja que
KCU, VNnU°CVNKS temos

p(VNU® —e < u(VNK —e<u(L).
e pelo Passo 8,
w(ANU) + w(ANU®) =2 < p(VNU) +p(VNU®) =2 < u(K) + p(L)

= p(KUL)<p((VNU)UVNEY)) <u(V) < p(A) +e

Isto mostra que
w(ANU) + pw(ANTU®) < p(A) + 3e.

E como € é arbitrario, temos que
w(ANU) +p(ANUS) < p(A),

J& que U é mensuréavel . Segue que p restrita aos subconjuntos de Borel de G, é uma medida
de Borel

Passo 12: Mostrar que p é regular.
Considerando a p como um elemento de X, i € finita sobre os compactos de G. Além disso pela
construcao de p(A) = inf{u(U) : A C U, U € aberto} p é regular externa , similarmente u é
regular interna (mostramos que a extensao é compativel com esta defini¢ao para subconjuntos
abertos que é por construgao regular interna ).

Passo 13: Mostrar que p ¢ invariante por translacao.
Fixe g € G. Os elementos x4, ..., x, geram uma cobertura para K se os elementos gz, ..., gz,
geram um recobrimento para gk, isto é (K : U) = (gK : U) para cada U € U, e de aqui
pu(K) = py(gK) para cada U € U. Segue que a fungao continua que envia a cada f € X a
f(K)— f(gK) ¢ 0 sobre cada C(U), e cada u(K) = u(gK). Portanto u é invariante a esquerda.
Concluimos que p é uma medida de Haar a esquerda sobre G. O]

Definicao 22 (C.(G)). C.(G) € o conjunto de fungoes continuas com suporte compacto, isto €
o subconjunto do dominio onde a fung¢ao nao se anula € compacto.

Lema 6. Seja G um grupo localmente compacto e seja f € C.(G). Entao, para cada € > 0,
existe uma vizinhanga aberta U da identidade tal que sempre que y € xU, tem-se que |f(x) —

fl e

Lema 7. Seja G um grupo topoldgico e seja p uma medida de Haar a esquerda sobre G. Entao,
para cada x € G, [, f(x-g) du(g) = [, f(9)du(g) para cada f € L'(G).
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Demonstracao. Seja x € G.
Passo 1: Provar para as fungoes caracteristicas.
Seja A um subconjunto mensuravel e f = X4. Entao,

/Gf(:lr-g)du(g) = /XAxgdu /X —1a(g) du(g) = p(x~'A) = u(A)

=/XA ) dulg /f e

Passo 2: Provar para as fungoes simples.
Seja f uma funcao simples entao existem constantes aq,...,a, € R e conjuntos mensuréaveis
. n ~
Ay, A, tals que f =)0 apXa,. Entao,

/ f(x - g) du(g)
G

Zak/XAk x-g)du(g Z/XAk ) dul(g

= / f(g) du(g)
G

Passo 3: Provar para fungoes mensuraveis nao negativas.
Seja f uma funcao mensuravel nao negativa sobre GG. Entao existe uma sequéncia monétona
crescente de fungoes simples ¢,, que convergem pontualmente em quase todo ponto de f.

/fxgdu hm/cbnxgdu hm/ebn dulg /f e

Passo 4: Provar para uma fungao integravel de valores reais (codominio real).
Seja f uma funcdo integravel de valores reais sobre G. Defina f,(g) = { I(g) e f(g)

>0
0 sef(g) <0
— <
Defina f_(g) = { / ég ) ii ]}((g )) ;% . Entao f,, f_ s@o fungbes mensuraveis nao negativas,

(¢

por tanto

/Gf(ﬂf-g)du(g) = /f+x 9) dul(g /f x-g) du(g)

Z/f+ du(g /f ) du(g /f du(g

Passo 5: Provar para f € L'(G)
Seja f € LY(G). Defina a R := Re(f) eal:=1Im(f). Entao R, sao fun¢bes mensuraveis de
valores reais, por tanto

/G f(z-g) dulg) = /G Rz - g) dpu(g) + i /G Iz - g) du(g)

= /GR(g) du(9)+i/GI(9) du(9)=/gf(g) dp(g)

Teorema 3 (Unicidade). Seja G um grupo localmente compacto, e sejam e p' duas medidas
de Haar sobre G. Entao, = ay' para algum a € RY.

]



12 1 . Preliminares

Demonstracao. Passo 1: Achar um subconjunto compacto com medida nao nula.

Como p é nao nula, existe algum conjunto A mensuravel com medida nao nula (com respeito
a i). Segue que, pela "regularidade externa", existe pelo menos um subconjunto U tal que
A CUep(U) >0 e pela "regularidade interna", existe pelo menos um compacto K tal que
K CUep(K)=>0.

Passo 2: Mostrar que fG f du >0 para f € C.(G) ndo negativa e ndo identicamente nula.
Seja f € C.(G) nao negativa e nao identicamente nula. Defina U := f~1(R¥). U ¢ nao vazia
porque f é nao identicamente 0. Por continuidade, U é aberto, como K é compacto (K ¢é o
compacto do Passo 1) e U é ndo vazio, existe um ntmero finito de elementos ¢y, ..., g, tal que
K C U;_,9:U, por isto

0< u(K) <Y ulgl) = nu(U),
k=1

por tanto p(U) > 0. Entao, pelo Lema 4, segue que existe um a > 0, tal que V = {g € G :
f(g) > a} & de medida positiva. Segue que

[ sz [ fanzauwzo

Passo 3: Defina h.
Seja g € C.(G) nao negativa e nao identicamente 0, e seja f € C.(G) uma fung¢ao arbitraria.
Fixaremos a fun¢ao g durante o resto da prova. Defina

_ flo)gly - o)
M) = T ) e ()

Pelo Passo 2 o denominador nunca se anula, por tanto h esta bem definida sobre todo G x G.
Note também, que h tem suporte compacto, pois f e g tém.

Passo 4: Mostrar que h é continua.

Para mostrar que h é uma fungdo continua, é suficiente mostrar que I(z) = [, g(t - ) dp/'(t)
é uma fungao continua. Defina K = supp[g|, seja zo € G, e seja U uma vizinhanga aberta de
xo cujo fecho é compacto (que existe porque G é localmente compacto). K X U e compacto
pelo Teorema de Tychonoff (Ver Teorema 25), como K - [ compacto porque ¢ a imagem
de K x U ' de uma fungao continua, seja € > 0, e escolha ¢ > 0 tal que op/(K - U_l) <€, que
podemos pois K - [ compacto, e sua medida é finita. Pelo Lema 6 existe uma vizinhanga
aberta V' da identidade tal que sempre que y € V| tenha-se |g(z) — g(y)| < 0.

Entao, sempre que x € U Nxq - V, uma vizinhanga aberta de xo, t-x € t-x¢-V, tal que

T <e

)

I(z) - I(x0)] < /G gt 2) — g(t - wo) dp'(1)] < 6/ (K - T

onde usamos o fato de que o integrando se anula para t fora de K T Assim, [ é continuo, e
h é continuo, portanto h € C.(G x G).

Passo 5: Mostrar que % = C onde C' é uma constante independente de .

Pela generaliza¢ao do Teorema de Fubini (Ver Teorema 7.6.4, [14] ), nés temos que
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h(z,y) du(%)} ' (y)

/GUG he.y) dﬂ'(y)} du(z) =

Wy 'z, y) du(fﬂ)] ' (y)

Wy 'z,y) du’(y)} dp(z)

1T

T~

I
T— o

Wy, zy) du’(y)] dp(z),

Aplicamos o Lema 7 varias vezes. Assim

B [ o Je 9(yz) dit'(y) .
[ f@ i) = [ G W} ()

- /G ; fiag{g))ﬁi%du'(y)} dp(r) = /G { /G h(z,y) du'(y)} dp(z)

AR du’<y>] ()

= /G:/G%du’(y)] dp(z)

= (L) ([ i )
J f(x) du(z)

Assim, To@dn@ = C, onde C é alguma constante independente de p.

Passo 6: Mostrar que fG fdy = afG f du para alguma constante positiva a.
Como a constante C' nao depende de p, poderia ser o caso que

Jofdn _ . _ JaT d¥
Jogdu Jogdp”

/Gfdu'za/cfdm

e ja que

_ Jogdw
= Jggdn’

onde a

Passo 7: Mostrar que u' = apu.
Para f € C.(G), defina ¢(f) = [, f due ¢(f) = [, f dv onde v é uma medida definida como

v:=1/ay'. Tanto ¢ como 1 sdo funcionais lineares positivos sobre C.(G), e

¢(f)=/Gfdu=m=/Gfdvzw(f)-

Portanto, pela representacao de Riesz (Ver Teorema 7.2.8, [14]), segue que u = v, é dizer
i = ap com a € RY, como queria-se provar. L]

Teorema 4 (Existéncia e unicidade da medida de Haar). Se G € um grupo localmente compacto,
entio existe uma medida de Haar a esquerda (direita) sobre G que é inica a menos de um
maultiplo por escalar real.
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Demonstracao. Ver Teorema 2 e Teorema 3. O

Teorema 5 (Unicidade da medida de Haar compactos). Se G é um grupo compacto, entao a
medida de Haar sobre G € unica, e invariante a esquerda e direita.

Exemplo 4. Considere o circulo unitdrio S' = ([0,1]/(0 = 1), +) Neste caso a medida de Haar
€ a medida de Lebesgue.

Exemplo 5. Considere (Z,+). Neste caso a medida de contagem é a medida de Haar.



Capitulo 2

Teorema de Tarski

2.1 Paradoxo de Banach-Tarski

Nesta se¢ao provaremos que dada uma bola em R", n > 3 existem dois subconjuntos disjuntos
tais que por meio de rotagoes e translagoes sobre suas partigoes pode-se reobter a bola. Como
é sabido as rotagoes e translagoes sao isometrias, as quais preservam area e volume, o que nos
levaria, erroneamente, a pensar que dada uma esfera podemos obter duas com o mesmo volume;
este fato s6 deixa em evidéncia a inexisténcia de uma medida definida sobre todos os possiveis
subconjuntos de R" e cujo valor na bola seja 1.

Defini¢ao 23. Seja G atuando sobre X, (A, B C X). Dizemos que A, B sao finitamente
G-equidecomponiveis (A «~ B) se existem parti¢oes finitas Ay, ..., A, de A e By,...,B, de B
e existem gi,...,g, € G tais que B; = g;(A;) para cada i. Denotamos A < B se A v~ C e
C C B.

Uma realizacio h de A ~ B € uma bije¢io h : A — B tal que para cada i, temos h(a;) =
g;a; a; c Az

homomorfismo de grupo

Proposicao 2. « ¢ uma relagao de equivaléncia.
Demonstracao.

- Reflexiva, é evidente pois basta pegar o neutro.

15
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- Simétrica.
Dada A ~ B com os elementos do grupo gi, . . . , g, entdo é evidente que pegando g; ', . .., g
tenha-se B ~ A.

- Transitiva.
Suponha que que A ~ B e B ~ D com as decomposigoes A = U |A;, B = U} B, =
,Cj, D = UJLD; e elementos do grupo gi,...,9n, hi,...,hy. Entao podemos

j=1
criar novas partigoes definindo A;; == ¢; ' (B; N C}), gij == g Ays hij = hj |Binc; €
D;; := h;jg;;(A;;) para 1 <i<n, 1 <j <m. Isto da uma realizacao de A ~ D.

]

Teorema 6 (Banach-Schréder-Bernstein). Seja G atuando sobre X e A, BC X. Se AS B e
B < A entio A -~ B.

Demonstra¢ao. Como A < B e B < A existem subconjuntos A; C A, B; C B e realizagoes
f:A—=>Bieg: A — B.

Definimos Cy := A\ A; e Cpyy := g7 f(C,) paran > 0 e seja C := U,C,, a uniao desses
conjuntos, note que {C,, }nen sdo disjuntos; pois se C,, N C,, # 0, sem perda de generalidade
suponha que n < m, logo existem p,q € Cy tais que (¢~ f)"(p) = (g7 f)™ (¢ f)"(q), como
f, g sao bijecoes p = (g1 f)™ "(¢q) e como p € A\ Ay e (g7 f)™"(q) € Ay, assumir C,NC,, #
¢ um absurdo; logo A\ A; U A; \ C UC é uma particao de A.

Para cada a € Ay, a € Cpi1 < ga) € f(C,) Vn >0entao a € C < g(a) € f(CUCy)
logoa € Ay \C < g(a) € B\ f(CUC)), como f é uma bijegao e C,Cy sao disjuntos, tem-se
F(C)Nf(Cy) =0, entao g(A1\C) = B\{f(C)Uf(Cp)} . Note quese h : F — D é uma realizagao
de F~DeSC Fentao S~ h(S). Com esta observagao temos A; \ C' ~ B\ {f(C)U f(Co)},
A\ Ay ~ f(Cy) e C ~ f(C) entao concluimos que A ~ B. O

Corolario 1. Se existem subconjuntos disjuntos e proprios A, B de X tais que A ~ X «~ B
entao existem subconjuntos disjuntos e proprios D, F' de X tais que X = DUF e D «~ X « F.

Demonstragao. Ja que X ~ B C (X \ A) C X temos que X < X \ A, por outro lado como
X\ A C X tem-se X \ A < X e pela Proposigao 6, X ~ X\ A. Logo A=De F=X\A @O

Definigao 24. Dizemos que X € finitamente G-paradozal se existem A, B C X disjuntos e
(A X « B).

O "finitamente" é porque usamos particoes finitas na hora de fazer a G-equidecomponibilidade.
Para a seguinte proposi¢ao nés precisamos do axioma da escolha
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Definigao 25 (Axioma da escolha). Se X € um conjunto ndao vazio, existe uma "fung¢ao de
escolha”, f: P(X)\ 0 — X tal que para todo A C X, tem-se f(A) € A, ou seja f escolhe um

elemento de A.

Proposicao 3.

i) O grupo livre Fy (ver Defini¢ao 4) é finitamente Fy-paradozal (atuando sobre si mesmo
por multiplicagdo a esquerda).

it) Se Fy atua livremente sobre o conjunto X entdo X € finitamente Fy-paradoxal.

Demonstracao.

i) Seja Fy o gerado por {a,b} e seja W(zx) o conjunto das palavras reduzidas comegando
com x. Entao escrevendo

Fy

Wi(a) UaW (a™t)
W(b) U bWV (b))

Seja A =: W(a) UW(a™") como {1(W(a))

A~ Fyeseja B=: W) UW(b™), como {1(W (b))

{1JUW(a) UW(a Y Yy UW (b)) UW (b 1)

W(a), a(W(a™)

tém-se Fy ~ B pelo que satisfaz-se as condigoes do Corolario 1.

b ba
1 ab
s— P
'—Ql L ®
’ | ab~ 1
l—T—-

aW(a™')} tém-se

W(b), b1 (W (b71)) = W (™)},

ii) Seja M a classe de equivaléncia dada pelas Fy-orbitas de X, onde a 6rbita de a € X &
definida comoa = {b € X : Ig € F», g(a) = b}. Pelo Axioma da escolha tomamos um s6
elemento de cada classe e definimos como M o conjuntos destes representantes, note que se
a € X entdo g;(a) # gj(a) Vgi,g; € Fy pois de outra forma g; 'g;(x) teria um ponto fixo
e a agdo ja nao seria livre. Para ¢ € Fy, defina X, := {z(m) : z € W(c), m € M}. Entao
os conjuntos X,, X,-1, X, Xp—-1 sao disjuntos, pelo que X = X, UaX,-1 = X UbXy-1 e
basta usar o mesmo argumento do inciso ).

]
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No R"™ as isometrias que deixam invariante a origem de coordenadas sao aplicagoes lineares
(bijetivas), que conservam a norma || f(z) ||=|| = || e o produto escalar (f(z), f(y)) = (z,y). No
R3 chamam-se de transformacoes lineares ortogonais de R3 e sao aquelas cuja matriz associada
verifica a igualdade AT = A~! (¢ uma matriz ortogonal de ordem 3) e seu determinante é
+1. O conjunto das matrizes ortogonais de ordem 3 formam o subgrupo O(3,R) do grupo
das isometrias G5 de R?: As matrizes ortogonais de ordem 3 com determinante 1 formam um
subgrupo de O(3,R), o grupo especial ortogonal SO(3,R).

Lema 8 (Ping-Pong Lema). Seja G um grupo gerado por dois elementos a e b de ordem
mfinita. Suponha que hd uma G-ag¢ao sobre um subconjunto X tal que hd subconjuntos nao
vazios A, B C X com B nao contido em A e tal que para todo n € Z \ {0} temos.

a*-BCA e b-ACB.

Entao G € livremente gerado por {a,b}.

Figura extraida de [12].

Demonstragao. Ver pagina 70 "Geometric group theory, an introduction", Clara Loh O]

Proposicao 4. O grupo especial ortogonal SO(3,R) contém um Fy (ver Defini¢io 4) a menos
de um isomorfismo de grupos.

+1

Prova por ping-pong lema. Sejam p*' e 0*! as rotacoes ao redor dos eixos z e x respectivamente

e com angulo arccos %, entao suas respectivas representacoes matriciais sao:

/3 F2v2/3 0 1 0 0
pt= £2v2/3 1/3 0|, =0 1/3 F2v2/3
0 0 1 0 +2v2/3 1/3

Demostraremos que o grupo de palavras reduzidas geradas pelo alfabeto {p, p!, o, 071} ¢ F}
usando o ping-pong lemma.

Primeiro para construir os conjuntos fagamos um estudo da orbita de (1,0,0) pela a¢do do
nosso grupo. Por indugao sobre o comprimento k£ da palavra reduzida w, mostraremos que
w(1,0,0) = (a,bv/2,¢)/3* onde a,b,c € Z.

Para o comprimento n = 1 tém-se p=(1,0,0) = (1,£2v/2,0)/3 1,42,0 € Z e 6*'(1,0,0) =
(1,0,0); para n = k—1 por hipétese de inducao w'(1,0,0) = (a/,0'v/2,¢)/3*  onde o, ¥/, ¢ € Z
e aplicando as matrizes pjEl e 0! nestes vetores temos

P (1,0,0) = (a,bv/2,¢) /3"
a=dF4 b=b+2d c=3¢ (2.1)

o w'(1,0,0) = (a,bv/2,¢)/3"
a=3d b=VF2/ c= L4V (2.2)
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Agora considere os conjuntos A = {p = w(1,0,0) = (a,bv/2,¢)/3* : ¢ seja divisivel por
3} ¢ dizer os elementos da orbita de (1,0,0) tais que ao ser expressados dessa forma (como

j& mostramos que podem ser escritos) resulta ¢ ser divisivel por 3, e o conjunto B = {p =
w(1,0,0) = (a,bv/2,¢)/3" : a seja divisivel por 3}.

Note que, p(1,0,0) = (1,2v/2,0)/3' € Amas ndo pertencea B e ap(1,0,0) = (3,2v/2,8)/3% €
B mas nao pertence a A. Pelo que AC Be B C A.
Seja b € B entdo b = (a’,b'v/2,c) /371 ¢ um elemento da orbita de (1,0,0), logo pelo argu-
mento antes provado e a equacio (1.1) tém-se que p*'(b) = (a,bv/2,¢)/3* onde ¢ = 3¢/, como
d € Z, ¢ é divisivel por 3, entdao p"(A) C B Vn € Z\ {0} (pois de fato so6 precisavamos que
fosse um elemento da orbita). Usando a equagao (1.2) e o mesmo argumento pode-se mostrar

que c™(B) C A Vn € Z\ {0}. O

Demostracao usual

Proposicao 5. O grupo especial ortogonal SO(3,R) contem um Fy (ver Defini¢io 4) a menos
de um isomorfismo de grupos.

Demonstragao. Sejam p*l e oF! as rota§6es com sentido anti-horéario ao redor dos eixos x e z

respectivamente e com angulo arccos = 3, entao suas respectivas representacoes matriciais sao:

/3 F2v2/3 0 1 0 0
pt=1 £2v2/3 1/3 0 |,0T=|0 1/3  F2v2/3
0 1 0 +2v2/3 1/3

Se o grupo de palavras reduzidas geradas pelo alfabeto {p, p~!, o, 07!} nao é F, (a menos
de isomorfismo de grupo) implica que existem pelo menos uma matrlz representada por duas
palavras reduzidas diferentes, por exemplo

40_—3 -2 _ 6 2

plotp i =0"p

entao, fazendo lei do cancelamento (grupo)
1040_73/)740_76 —1.

Com esta observacgao nossa demostragao se reduz a mostrar que qualquer palavra reduzida dada
por este alfabeto é diferente da identidade. Considere os possiveis dois casos:

1) A palavra reduzida w é da forma ¢”, Vn € Z.

Como ¢™ é uma rotagao em torno ao elxo x com um angulo arccos g, o™ ¢é diferente da

identidade pois de outro modo arccos 3 = 0mod 7 o que é uma contradicao.
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2) A palavra reduzida w tem pelo menos uma letra p ou p~!. Note que w(1,0,0) =
vp*r1(1,0,0) onde v é uma palavra reduzida. Por indugao sobre o comprimento da pala-
vra, mostraremos que vp*'(1,0,0) = (a,bv/2,¢)/3" onde a,b,c € Z e b nio ¢é divisivel por
3, isto implicara b # 0.

Para o comprimento n = 1 tém-se p=(1,0,0) = (1,£2v/2,0)/3 1,£2,0 € Z; para
n = k — 1 por hipétese de inducio v/p*(1,0,0) = (a’,b'v/2,¢)/3* " onde o', V', € Z
e aplicando as matrizes p*' e 0! nestes vetores temos

P pt(1,0,0) = (a,bv2,¢) /3
a=d F4 b=V+2d c=3c (2.3)

o*0'p*(1,0,0) = (a,bv2,¢) /3"
a=3d b=VF2d c= 4 (2.4)

Para mostrar que b nio ¢ divisivel por 3; paran = 1, p**(1,0,0) = (1,42v/2,0)/3, £2 ndo
& divisivel por 3, agora, por hipoteses de inducio seja v/p*(1,0,0) = (a’,b'v/2,¢) /3"
com b nao divisivel por 3 e considere os possiveis seguentes casos

_ quando v = O.ﬁ:lvll e U”,Oil(l,o,(]) — (a//’ b//\/i C//)/Sk—Q

_ p:th':tIU”pil(l, 0, O) — pilvlpil(l, 07 0)
pelas equacoes 2.3 e 2.4 temos

b=V +2d d =3d"

como —2a’ é divisivel por 3 e &' ndo (por hipétese de indugao), fazendo a soma
usual de modulos pode-se demostrar que b nao ¢é divisivel por 3.

_ Uilgil?)//pil(l, O, O) — O_:tlvlp:l:l<1’ 07 0)
pelas equacgoes 2.3 e 2.4 temos

b=bF2d = F2" £40") =V + V' F2" — 9" =25 — b

como —9b” é divisivel por 3 e ¥ ndo (por hipotese de indugao), pelo mesmo
argumento b nao é divisivel por 3.

- quando v/ = p*v”
_ O:I:lp:tl,ullp:tl(L 0’ 0) — Uil’l}/pil(l, O, O)
use 0 mesmo argumento do caso pFlottv”ptl(1,0,0)
_ pilpilv//pil(l’ O, 0) — pilvlpil<1’ O, 0)
use o mesmo argumento do caso o=lo*v” p*1(1,0,0)

]

Proposigao 6 (Paradoxo de Hausdorff). Eziste um subconjunto enumerdvel D da 2-esfera S?
(esfera unitdria na R3) tal que S*\ D € finitamente SO(3,R)-paradozal.

Demonstragao. Cada elemento nao trivial de SO(3,R) fixa exatamente dois pontos em S? (a
intersecao da esfera com o eixo de rotagao). Pela Proposigao 5, F5 C SO(3,R). Seja D a uniao
dos pontos que sao fixos por alguma rotacao que pertenca a Fy. Como F, atua livremente
sobre S?\ D, pela Proposicao 3 tem-se que S?\ D ¢ finitamente Fy-paradoxal, pelo que também
SO(3,R). Além disso como F; é enumerével tem-se que D também é. O
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Observagao 1. Todo ponto firo de uma rotagio gerada pelo alfabeto {p,p~t 0,071} esta con-
tido na orbita de (1,0,0) por Fy ou na drbita (0,0,1) por Fy. Pois se wp € uma palavra reduzida,
como o ponto fizo de p € (0,0,1) entio o ponto firo de wp é w='(0,0,1), um argumento similar
tem-se para wo.

Proposigao 7. Se D um subconjunto contdvel da 2-esfera S* entdo S* e S*\ D sio SO(3,R)-
equidecomponiveis.

Demonstragdo. Sejam p,q um par de pontos antipodais de S?\ D (que existe pois D é contavel
e S? ndo) chamamos a sy 4 rotacdo do eixo orientado (pg) e de angulo 6.
Para cada z € D seja

A(z) ={0: s9(2) € D};

A(z) é contéavel por D, logo a unido
A= UzEDAz

¢ também contédvel, entao existe um angulo 6 tal que sua n-ésima rotagao, sy (D) N D =
0 VneN\{0}. Seja D :=U2;sp (D) o conjunto das n-ésimas rotagdes de D pelo angulo 6,
entao S* = DU (S*\ D) ~ s4,(D) U (S*\ D) = S?\ D pois sg,(D) C D e U255 (D)N D = 0.

O

Teorema 7 (Paradoxo de Banach-Tarski). Seja Gz o grupo de isometrias de R3. A esfera
unitdria S* (superficie bidimensional) é SO(3,R)-paradozal como cada esfera centrada no ori-
gem. A bola untaria D* e cada bola (solida) de R® é G3-paradozal, além disso R® também é
Gs-paradozal.

Demonstragao. Pela Proposicao 6, SO(3, R)- equidecomponivel é uma relacao transitiva e pelas
proposigoes 7 e 6 tém-se que S? ¢ SO(3, R)-paradoxal, como este resultado nao depende do raio,
quaisquer esfera centrada no zero ¢ SO(3, R)-paradoxal.

Consideraremos as bolas centradas na origem pois G5 contem todas as translagoes e provaremos
s6 para a bola unitaria ID? porque a prova nao dependera do raio. A decomposicao de S? permite
uma decomposi¢ao no conjunto D? \ {0} pois cada subconjunto A de S? corresponde um a um
com o subconjunto {AA : 0 < A < 1} de D? \ {0}, isto significa que a bola privada da origem
D3\ {0} ¢ SO(3,R)-paradoxal.

Daqui, que é suficiente mostrar que D? ¢ Gs-equidecomponivel com D? \ {0}; & dizer, que
um ponto pode ser absorvido. Para isso considere uma translacao ¢ de modo que a distancia
euclidiana d(0,¢(0)) = 2

%; e uma rotagao p com angulo ¢ de modo que — seja irracional e cujo
eixo de rotagdo nao intercepta a t(0). Entao os pontos

(tp")(t71(0)) =00 (tp)(t™(0)) =01 (tp*)(¢7'(0)) = 0...

sao todos distintos pois se existissem 0,, = 0, com m > n terfamos 0,,—, = 0y e portanto
(m —n)0 = 2k o que contradiz a irracionalidade do cociente %.

Chamamos A; = {0; : i € N} o conjunto de estes pontos, é claro que (tpt~')(A;) = A; \ {0}.
Finalmente, D? = A; UD?\ A; ~ (tpt1)(A;) UD?\ A; = D3\ {0}; em outras palavras, nos
achamos dois pedagos da bola (cuja unido é a bola) onde podemos movimentar um deles por
meio de translagoes e rotagoes para recuperar a bola privada de um ponto.

A prova para R3 segue do mesmo argumento, mas neste caso {AA : 0 < A}
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Corolario 2. Seja G,, o grupo de isometrias e SO(n,R) o grupo de rotagoes de R™. Sen > 3
en € N a esfera unitdria S"™ (superficie n —1 dimensional) é SO(n,R)-paradozal, como cada
esfera centrada no origem. Além disso, cada bola (solida) de R"™ é G, -paradozal e da mesma
forma R™ também é G, -paradozal.

Demonstragao. (por indu¢do matemética) Por indugao a esfera unitaria centrada na origem,
S"~! & SO(n,R)-paradoxal, pelo que existem partigoes {A;}, {B;} de S"~!. Defina

Di = {<x17"'7$n7xn+1) GSn : (xlw"wrn)/ x%—i_—i_x% EAl}

Fi={(z1,.. ., ZnyTpy1) € S": (x1,...,x0) /A 2} + -+ -+ 22 € B;}.

Note que {D;}, {F;} s@o uma partigao da esfera S™ sem os polos (0,...,0,%£1). Como (A ~
S"~! ~ B), existem partigoes finitas (j < n) {S;} C S"', {B;} C B e rotagoes g; €
g9; 0]
0] 1
S*\{(0,...,0,£1)} ~ F, da mesma forma mostra-se que D ~ S"\ {(0,...,0,%1)}, o seguinte
é usar um argumento similar que o feito na prova do Teorema 7 para absorver os dois poélos,
daqui que S™ é SO(n + 1, R)-paradoxal. A prova para as bolas e o R” usa o mesmo argumento
que o Teorema 7.

SO(n,R) tais que B; = g;(5;), note que se g; = tém-se F; = g;(5;) entdo

]

Defini¢ao 26 (algebra). Seja X um conjunto, uma dlgebra R de subconjuntos de X € uma
classe nao vazia de subconjuntos que contem X que € fechada pelas operacoes elementares de

conjuntos:
AUBeR

ABGR:{A%#HXGR

Definigao 27 (o-algebra). Uma dlgebra diz-se uma o-dlgebra de subconjunto de X se também
for fechada para unioes enumerdveis:

e A; € Rparaj=1,2,... implica U, A; € R

Um espag¢o mensurdvel € uma dupla (X, R) onde M é um conjunto e R € uma o-dlgebra de
subconjuntos de X

Defini¢ao 28 (medida). uma medida em um espago mensurdvel (X, R) é uma fun¢do p: R —
[0, +00] que satisfaz:

1. p(0)=0
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2. (U, Ay) = > 202, 1(A;j) para qualquer Aj € R disjuntos dois a dois.

A tripla (X, R, 1) é chamada espago de medida. A sequnda propriedade da defini¢ao é chamada
o-aditividade.

A seguir definiremos um conceito mais fraco que a medida, o qual sera usado no resto do
texto.

Definigao 29 (média ou medida finitamente aditiva sobre uma éalgebra). Uma média m sobre
uma dlgebra R de subconjuntos de X, u: R — [0, +00| que satisfaz:

i) m(0) =0
it) m(AiU---UA,) =m(A) + -+ m(A,) se Ay,..., A, € R sao dois a dois disjuntos
Se um grupo G atua sobre X deixando R invariante, estao dizemos que m € G-invariante se:

iii) m(gA) =m(A)Vge G e A€ R

Pela sequnda propriedade da definicao dizemos que m € finitamente aditiva. Daqui em diante
chamaremos a medida finitamente aditiva de média para evitar confusao.

Note que m ser uma média G-invariante implica que cada agao do grupo leva elementos da
algebra R em elementos da éalgebra R da mesma "grandeza"(onde a "grandeza" de A € R esta

dada por m(A)).

Observacao 2. Note que se E C X é G-paradozal e admitimos uma média (m) G-invariante
sobre todos os possiveis subconjuntos de X (P(X)) tal que m(E) < oo pode-se mostrar que
m(E) = 0. Pois como existem gi,h; € G e Ul_j/A; = A C E e UL, B; = B C E disjuntos
e proprios tal que A ~ E ~ B entdo m(E) > Y 1L m(A;) + 70, m(By) = >0, m(gidi) +
>y m(hBy) = m(UiL Ai) +m(UfL, By) = m(E) +m(E) como m(E) < oo tem-se m(E) = 0.

Se S é um subconjunto acotado do R™, n > 3 entao existe n € N tal que S C nD".
Como D" é G,,-paradoxal, pela Observacao 2 concluimos que para toda média m G, -invariante
definida sobre P(R") tem-se m(S) = 0.

2.2 Semigrupo de tipos

Dada uma acao de G sobre X, nesta secao mostraremos no Teorema 10 que um subconjunto
E C X nao admite uma decomposigao G-paradoxal (Ver Defini¢ao 24) se e somente se existe
uma média G-invariante (Ver Definigao 29) sobre P(F) tal que m(E) = 1, para isso faremos
uso de uma notagao que nos permitiré literalmente adicionar conjuntos, entao o fato de £ C X
ser paradoxal poderia simplesmente ser escrito como F = 2F.

Definicao 30. Se G atua sobre um conjunto X defina a extensao da ag¢ao como Seque, seja
X=X x (NU{0}), G*={(g9,h) : g € G, h é uma permutacio} e o grupo G* atuando sobre
X* por (g,h)(xz,n) = (g(z),h(n)). Se E* C X* entdo os n € NU {0} tais que E* tem pelo
menos uma sequnda coordenada n, sio chamados os niveis de E* e se estes sao finitos dizemos
que E* € limitado. Denotamos a E C X como E x {0}.

A acao de G* que estende a GG trata a todos os niveis da mesma forma, por exemplo, se £ C
X entao E x {n} é G*-equidecomponivel com E x {m}, além disso a G-equidecomponibilidade
e a G*-equidecomponibilidade estao intimamente relacionadas pois, se £y, Fy C X, tém-se que
Ey «wg By & Eyx{n} «g« Eax{m} Vn,m € N. Ja que as copias E x {n} de F em diferentes
niveis podem ser identificadas com E, o conjunto E x {0,1} é o conjunto que intuitivamente
poderiamos escrever como 2.
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Definigao 31. A equidecomponibilidade gera uma classe de equivaléncia nos subconjuntos li-
mitados de X*, se E* € acotado chamamos a sua classe de equivaléncia [E*] = {H* C X* :
H* «~g« E*, H* limitado} o tipo de E*. Seja Y a uniao de todos os tipos, e a opera¢io +
definida, como

[A] + [B] = [A"U B

onde B' = {(b,m + k) para k suficientemente grande, de modo que os niveis do B’ e A* nao
coincidam} quando (b,m) € B*; é dizer B' € uma traslagao (shift) do B*, aumentando seus
niveis. Pode-se criar o semigrupo de tipos (Y,+) o qual é comutativo e tem unidade 0 = [()]
(Para mais detalhes Ver [5] capitulo 8 ).

Resulta pois natural um produto pelos nimeros naturais n[E*| = [E*|+[E*]+...+[E*], n €
N e a definigdo de uma ordem como: [E*] < [F*] quando 3[D*] € Y : [E*| + [D*] = [F*].
Note que [E*] < [F*] & E* < F* (E* é G*-equidecomponivel com um subconjunto de F™)
pelo que o Teorema 6 de Banach-Schroder-Bernstein toma a forma simples: [E]* < [F]* e
F) < ) o (2] = (]
E importante ressaltar que o semigrupo de tipos satisfaz a condicao Arquimediana com respeito
a [X]: para cada [E*] € Y, In € N tal que [E*] < n[X].

Proposigao 8. Se A*, B* sao subconjuntos limitados de X* entao [A* U B*| < [A*] + [B*] e
tem-se a igualdade se [A*] N [B*] = 0.

Demonstracao. E facil ver que, se B’ é alguma traslacdo de B* aumentando seus niveis entéo
B* ~ B’ por tanto se A*NB* = () terfamos A*UB* ~ A*UB’ (pois ja nao terfamos o problema de
que um ponto fora imagem de duas bijecoes), é assim que [A*]+[B*| = [A*UB*|+[A*NB*|. O

Proposicao 9. E C X ¢ paradozal se e somente se [E] = 2[E] em Y.
Demonstracao.

= Por hipoteses existem A, B C E tal que ANB =0, AUB=FEe A~ FE ~ B. Entao
[AU B] = [E], pela Proposicao 8 tem-se [A] +[B] = [AU B], e por tltimo [A] = [E] = [B]
pois A~ E ~ B.

< Por definigdo £ C X é denotado como E x {0} portanto [Ex{0}] = [Ex{0}]+[Ex{0}] =
[E x {0} U E x {1}] pela Proposigao 8.

Afirmacgao 3. Seja G atuando sobre Z e X, Y C Z. Se X ~g Y e X1, Xs € uma particao
para X entao existe uma particao Y1,Ys para Y tal que X1 ~q Y7 e Xg ~g Ys.

Pela Afirmagao 3 existe uma partigao [F} x {0}],[F> x {0}] de [E x {0}] tal que [F} X
{0}] ~g+ [E x {0}] e [F2 x {0}] ~¢+ [E x {1}]. Como E x {0} ~g+ E x {1} temos entao
que F, 5 é uma particao de FE e que F; ~ E ~ F,.

Prova da Afirmagao 3. Como X ~¢g Y entao existem g; € G e partigoes A; C X, B, CY
tais que ¢;(4;) = B; com i = {1,...,n}. Note que 4; = (A, N X;) U (A N Xy) e
(A; N X7) N (A; N X3) = 0 portanto como g; € uma bije¢ao g;(A; N X7) Ngi(A; N Xy) =0
e (U 9:(ANXy))U (U g:(ANXy))=Y1UY, =Y. O

]

Teorema 8 (Lei do cancelamento). Seja [E*],[F*] € Y en € N, se n[E*] = n[F*| entdo
[E"] = [F7].
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Demonstracao. Se n[E*] = n[F*|, entdo existem dois subconjuntos disjuntos M*, N* C X*
limitados e G*-equidecomponiveis, com parti¢coes M* = AjUA5U---UA,,, N* = BiUBsU...UB,
tal que cada [A;] = [E*] e cada [B;] = [F*] (basta fazer uma transla¢ao nos niveis de algum dos

dois). Seja p: M* — N* realizacdo que faz que M* ~g- N*, e sejam as bijegoes ¢; : A} — A;,
o; : By — B; que fazem que A; ~g+ A; e By ~g+ B; (¢1,01 sdo a identidade). Para cada
a € Ay sejaa = {a,dz(a),...,¢n(a)} e para cada b € By seja b = {b, ¢o(b), ..., d,(b)}. Note
que {@:a € A}, {b: b€ B} sdo uma particio para M*, N* respectivamente.

Podemos criar um grafo bipartido (ver Definigdo 60) se olhamos a {@ : @ € A;} como uma
parte do conjunto dos vértices e a {b : b € B;} como a outra. Cada vértice @ tém n arestas,
pois pg;(a) é uma aresta entre @ e b, como também cada b também tém n arestas (p~'o;(b))
por tanto nosso grafo é n-regular, e pelo Teorema 26 tem-se um emparelhamento perfeito, M.
Para cada vértice @, existe uma tnica aresta {a@,b} em M, e @ esta conetado a b por pg;(a) =
o;(b) para alguns 4,5. Seja Cy; = {a € A, : {a,b} € M, pp;(a) = o;(b)} semelhantemente,
seja Dy = {b € By : {a,b} € M, p¢;(a) = o;(b)}. Entdo a funcio o' po; € uma realizagao
entre Cj; e D;; pois aj_l, p e ¢; também sao. Ja que Cj;, D;; sdo uma parti¢ao para A; e By
respectivamente, tem-se A; ~g+« By que é o mesmo que [E*] = [F*]. O

Corolario 3. Seja [E*] € Y en €N, se (n+ 1)[E*] < n[E*| entao [E*] = 2[E*].

Substituindo a desigualdade da hipoteses sobre se mesma temos: n[E*] > (n + 1)E* =
nE*+ E* > (n+ 1)E* + E* = nE* + 2E* repetindo este processo eventualmente obteremos
nE* > nE* +nE* = 2nE*. Ja que nE* < 2nE*, temos que nE* = 2nE* = n(2E*) e pela lei
cancelamento £* = 2E™.

Corolario 4. Se G atua sobre X e E C X ¢é G-paradoxal, entao é equidecomponivel com
cada subconjunto A de E com a propriedade que E C g1A U gAU ---U g, A para alguns
91,92, ---,9n € G. dai seque que tal A é G-paradozal e cada dois tais subconjuntos de E sdao
G-equidecomponiveis.

Demonstragao. Como [E] C [gtAUg,AU- - Ugn Al < [g1A]+- - -+ [gnA] tem-se que [E] < n[A],
e como FE é G-paradoxal entdo [E] = 2[E] = --- = n[E] pelo que n[A] < n[E] < n[A] (A C E)
logo n[A] = n[E] e pelo cancelamento A = E, isto ¢ A ~¢ E e portanto como E ¢ G-paradoxal

entao A também é. Se B é um outro subconjunto que cubre a E com copias finitas dele entao
B ~ FE,logo B ~ A. O]

Corolario 5. Se n > 2 entao qualquer dois subconjuntos de S™ com interior nao vazio sao
SO,11-equidecomponiveis e cada um deles é SO, 1-paradoxal.

Teorema 9. Seja (Y, +,0,¢€) um semigrupo comutativo com identidade 0 e um elemento espe-
cifico €, entao sao equivalentes:

1) VneN, (n+1)e £ ne.

2) Emiste uma funcao p Y — [0,00] tal que p(e) =1 e u(z +y) = p(z) + u(y) para todo
r,y €Y. Além disso se x;,y; €Y exi + -+ 2y <y1 + - + Yy entdao

> () < ply;)
i=1 j=1

( note que p é um homomorfismo de semigrupo, entre Y e ([0, 00],+)).
Demonstracao.

1) Seja z,y € Y; note que p(z) < u(y) se x < y, e u(ne) = n, donde (n+1)e < ne implicaria
n+1 < mn, o que é um absurdo.



26 2 . Teorema de Tarski

1) = 2) A ideia desta demostracao serd usar a compactacido do espaco produto [0,00]Y (todas
as fungoes de Y a [0, 00|, ver Anexos "Requisitos de analise funcional"). Note que a
compactacao de [0, 00]Y é resultado do Teorema de Tychonoff que diz que produtos de
espagos compactos é compacto (Ver [4]) e o qual precisa do axioma da escolha. Sem perda
de generalidade, assumimos que todos os elementos de Y sao limitados com respeito a €
(x € Y tem-se z < ne com n € N\ {0}). Note que se x ndo esta limitado por €, qualquer
y maior do que z tampouco, logo uma vez tenhamos uma média sobre os elementos
limitados podemos estender a média nos elementos nao limitados atribuindo a eles o co.

Afirmagao 4. Se Yy é um subconjunto finito de Y tal que ¢ € Yy, e cada x; € Y é
limitado por € (x; < ne com n € N\ {0}), entdo existe uma fungdo v : Yy — [0, 00| tal
que

(i) v(e) =1.
(it) Se x;,y; € Yy satisfazem x1 + -+ + T < y1 + -+ + Yy, entdo

m n

v(z) <Y vly) $ o0

i=1 j=1

O uso desta afirmacgao que daqui a pouco vai ser demostrada junto com as propriedades
que se derivam da compactacao de [0, c0]¥ vai nos permitir mostrar a existéncia da média
desejada.

Para algum Y, como na Afirmagao 4, seja M(Yy) o conjunto das fungées f € [0, 00
satisfazendo (1) f(e) = 1 e (2) f(z +y) = f(z) + f(y) sempre que z,y,z +y € Yp; se
vemos z + y como um s6 elemento e usamos a Afirmagao 4, é facil ver que M(Yy) # 0.
Agora, como [0,00]¥ é compacto entdo a cole¢do de seus subconjuntos fechados tém a
propriedade da intersecao finita (a intersecao finita de subconjuntos fechados é diferente
de vazio). Demonstraremos que cada M(Yy) é fechado provando que todo ponto de
acumulacao de M (Yj) pertence a ele mesmo. Para isso, note que a sucessao (fi, fo,...)
depende s6 das coordenadas contidas em Yj e pelo Teorema 23 temos que (f,,) converge
pontualmente a g, logo | f.(€)—g(e)| < desex,y,z+y € Yy entdo |g(z)+g(y)—g(z+y)| <
9(z) = fulz)| + [9(y) — fa(W)| + [9(z + y) — fa(z + y)| < 6 para um § arbitrariamente
pequeno.

Como M(Y1)N---NM(Y,) 2 M(Y1U---UY,) onde cada Y; é um subconjunto finito
de Y contendo ¢, pela propriedade da intersegao finita existe um v € M(UY;); como s6
estamos considerando os elementos limitados por € e estes sao finitos, entao existe uma
média pu sobre Y como a desejada, definida como

u(m):{ v(z) se 3n e N\ {0}, = <ne

00 caso contrario

]Y

para todo x € Y.

Prova da Afirmagao 4. A prova seré feita sobre a cardinalidade de Yy. Se Yy = {e}, u(e) =1
é a funcao desejada, neste caso a propriedade (i) da Afirmagao 4 se reduz a mostrar que se
me < ne entdo m < n. Se me < neen-+1<m,entdo (n+ 1)e < me < ne (por propriedade
da ordem), o que é uma contradigdo pela hipoteses 1) do Teorema 9. Esta sera a tnica parte
onde a hipotese sobre € sera usada.

Agora suponha |Yy| > 1, e seja a algum elemento de Yy \ {€}. Por hipdteses de indugao existe
uma fungao v’ satisfazendo as condigbes da Afirmagao 4 em Y \ {a}, por nossa hipotese de
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limitagao todos os elementos estao limitados por algum ne; por tanto v s6 tem valores finitos.
Defina a fungao v em Y como

v(z) = { V' (z) se x # «
inf{Q2v (k) = 220" (w)/r} se v =«

Onde o inf esta sobre os inteiros positivos 7 € 0s 1,...,%q Y1, ... Yp € Yo \ {a} satisfazendo
Tz e <y Yy

Ja que uma consequéncia da propriedade (i7) é que 0 < v(a) (¢ < e+ a como 1 < 1+ v(a)),
resta provar que v continua satisfazendo a propriedade (ii). A prova sera feita estudando os
possiveis casos de wy + - - - +wy, +sa < 21+ - -+ 2, Fta onde wy, z; € Y\ {a} e s,t € N\ {0}.

caso 1 s =t =0 por hipotese de indugao.
caso 2 s > 0 et =0 por definigao de v(a).

caso 3t > 0 e s = 0. Nos deveriamos mostrar que Y v'(w;) < tv(a) + > v'(z;) isto é que
via) > w' = Qv (wi) =D v'(25))/t. Sejaxy+---+x,+ra <y +---+y, a desigualdade
tipica da defini¢ao de v(a) entdo basta mostrar que (> v'(yx) — > v'(z;))/r > w' pois
v(«r) é a maior cota inferior. Multiplicando a desigualdade wy+- - -+w,, < z1+---+2z,+ta
por r e adicionando a mesma quantidade a ambos lados

rwy + -+ rwy, +try + - Hteg <rzp+ -+ rz, Hrtae+teg -0 -+t
substituindo, e por desigualdade
rwy 4wy, Htry sty <rzp At rz, Hiyr + - Ly,
Por hipotese de indugao, temos
er’(wi) —i—th’(ml) < er’(zj) —l—th'(yk)
Que implica que (> v'(yx) — D v'(x;))/r > w' como queria-se mostrar.

caso 4 t > 0 e s > 0. Note que ainda nao provamos propriedades de cancelamento na desigual-
dade que nos permitam reduzir este caso a algum dos anteriores).

multiplicando por r e adicionando a mesma quantidade a ambos lados da desigualdade
rwy + - 1wy, Frsa+teg + -ty <rzp+ -+ rz, Hrtae -ty + -+t
substituindo, e por desigualdade
rwy + s+ rwy, Htry + -ty Hrsa < rzp A+ Tz, ity + o0+ Ly,

logo
Do (w) +sv(a) 0 (z) () (we) = ) o (@)/r)
Pela definigao do inf (maior cota inferior) tem-se

Z "(w;) + sv(a) < Z )+ tv(« Z Zv’(yk) — Zv’(ml))/r)

como queria-se mostrar
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O

Teorema 10 (Teorema de Tarski). Seja G um grupo atuando sobre o conjunto X, e seja
EcCX.

Ezxiste uma média v G-invariante sobre P(X), com v(E) = 1 se e somente se E nao é G-
paradozxal.

Demonstra¢ao. = por contraposi¢ao na observagao 2, pois ja tinhamos demonstrado por
absurdo que se E é G-paradoxal e existe uma média v cumprindo as condi¢oes entao
v(E)=0

< Seja (Y, +) o semigrupo de tipos de G atuando sobre X, como F nao é G-paradoxal entao

[E] # 2[E] ([E] = [E x {0}]), e pelo Corolario 3 dado pela lei cancelamento se cumpre

a condi¢ao 1) do Teorema 9. Com isto se garante uma fungao p sobre o semigrupo de

tipos Y tal que u([E]) = 1 e p([F]1 + [Fr]) = p([F)1) + p([Fs]) iterando esta ultima

propriedade obtemos p(> " [F;) = > i~ p([F);) quando [F]; € Y. Como P(X) C Y

resta definir nossa média desejada como v(E) = u([E]), pois v(E) = 1,v(0) = p([0]) =0

e V(UM F) = n(Um, F)) = n(STSF)) = S u((Fl) = S0 v(F) para By dois a
dois disjuntos (segunda igualdade Ver Proposicao 8).

O



Capitulo 3

Grupos Amenos (Amenable)

Definicao 32. Dizemos que p é uma média de probabilidade sobre X se p é uma média e
u(X) = 1.

Defini¢ao 33 (Grupo Ameno abstrato). Seja G um grupo atuando sobre si mesmo por trans-
lagoes a esquerda. Dizemos que G € ameno se existe uma média de probabilidade p finitamente

aditiva sobre P(G) (partes de G) tal que p(gA) = (1u(A)) para cada g € G e cada A C P(G).
Para vermos um grupo G no sentido abstrato é ver ele como se fosse uma estrutura algébrica.
Proposicao 10. G € ameno no sentido abstrato se e somente se G nao é G-paradoxal.
Demonstracao. Por Teorema 10. O
Exemplo 6. F;, nao é ameno no sentido abstrato porque pela Proposi¢ao 3, Fy € Fy-paradozal.

Os grupos ameno no sentido abstrato (discreto) foram em um primeiro momento conside-
rados por Von Neuman na decada de 1920’s, ele conjecturou que um grupo nao era ameno no
sentido abstrato se e somente se contém uma copia de Fy (salvo isomorfismo), até que no ano
de 1980 Ol’shanskii provou que nao (Ver [8]), mostrando que o grupo monstro Tarski (que é
um grupo infinito onde todos seus subgrupos proprios sao ciclicos e tém como ordem um primo
p fixo) ndo é ameno no sentido abstrato. O nome "amenable" foi introduzido por Mahlon M.
Day em 1949, e em 1950 Dixmier estendeu a nogdo para grupos topologicos (Ver [10]) esta
nova definicao permite desenvolver teoria no estudo das algebras de Banach , C*-algebras, em
geometria diferencial, etc (Ver [11]).

Defini¢ao 34 (Grupo Ameno topologico). Seja (G, ,-) um grupo topoldgico Hausdorff local-
mente compacto atuando sobre si mesmo por translagoes a esquerda. Dizemos que G € ameno
se existe uma média de probabilidade 1 finitamente aditiva sobre B(G) (os conjuntos de Borel

de G) tal que u(gA) = (u(A)) para cada g € G e cada A C B(G).

Exemplo 7. (Fy,7) € ameno no sentido topoldgico, se T = {), F»} (topologia indiscreta), pois
o conjunto dos Borelianos é ele mesmo, entao basta considerar a média de probabilidade ., tal
que ju(Fy) =1 ¢ u(0) = 0.

Note que todo grupo G no sentido abstrato, pode ser dotado da topologia discreta (é claro
que os elementos da topologia discreta sao os mesmos que pertencem a P(G)), é por isso que se
(G é ameno no sentido abstrato, G é ameno no sentido topolégico com a topologia discreta. Além
disso, G é ameno com qualquer outra topologia com que seja Hausdorff e localmente compacto
pois basta restringir a média aos conjuntos de Borel. E por esta razao que todas as propriedades
dos grupos amenos no sentido topologico sao hereditéarias dos grupos ameno no sentido abstrato.

29
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A motivacao pela que o grupo topolégico tém que ser Hausdorff e localmente compacto é
para garantir a medida de Haar sobre o grupo (ver Teorema 4).

Note que a medida de Haar de um grupo G, nao é suficiente parar fazer dele ameno, pois a
medida de Haar nao necessariamente ¢ de probabilidade (ug(G) # 1).

A proposi¢ao 11 nos mostrara construtivamente como a média de probabilidade G- invariante
sobre GG induz uma em X, quando G atua sobre X.

Proposicao 11. Seja G atuando sobre X.
Se G € ameno no sentido abstrato = Existe uma média de probabilidade G-invariante a esquerda
sobre X, ou seja X nao € G-paradozal.

Demonstragao. (por construgao) Seja pu a média que faz a G um grupo ameno abstrato. Escolha
um ponto z € X e defina

v:P(X)— 10,1 como v(A)=u(Hs), Hi={9€G:g9(x):=9g-2 € A}

1) Vg € G, g(z) é uma bijecao, logo esta bem definida para todo ponto z € X, isso quer
dizer que g(z) € )
v(0) = p(Ho) = p(0) =0

2) v(X) = p(Hx) = p(G) =1

3) Para demonstrar que v ¢é finitamente aditiva, considere A = U A; onde A; N A; = 0
para i # j. Note que,
Hon oa,={9€G: glx) e UL, A} = {9 € G: g(z) pertence a Ajoudyou... oud,} =
Ui, Ha,, entao

n n

v(UAl) = N(HuleAi) = M(U Hy,) = UMHAi = UU<HA1)

i=1 —
4) v é G-invariante, pois dado gy € G fixo, tem-se

goHa ={gog: g(x) € A} ={h: h(z) € goA} = Hgyn

entao como p é G-invariante
v(goA) = p(Hgon) = pi(goHa) = v(A)

]

Exemplo 8 (grupo compacto). Se G é um grupo topoldgico compacto entio G € ameno no
sentido topoldgico pois sua medida de Haar € invariante a esquerda e direita, unica e finita
(Ver Teorema 5); portanto normalizdvel.

Exemplo 9. O circulo unitdrio S' é um grupo topoldgico abeliano e compacto, onde podemos
identificar a St das sequintes formas:
Com o produto de C
St={zeC:|z| =1},-).
Com a soma de R
S' = (R/Z,+)

St = ([0,1]/(0 = 1), +)

Pelo Teorema de Haar (Ver Teorema 5) existe uma tnica medida invariante pelas rotagoes e
finita, que € precisamente a medida de Lebesgue , portanto a medida de Lebesgue normalizada
faz de St um grupo ameno no sentido topoldgico.
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Exemplo 10 (grupo finito). Todo grupo finito é compacto pois seus recobrimentos abertos sao
sempre finitos,neste caso sua medida de Haar é a medida (v da contagem

w(A) = {quantidade de elementos em A}.

Exemplo 11. Considere o quadrado [J(a,b,c,d), a rotagao de 180 graus r(E(a,b,c,d)) =
(e, d, a,b) e a identificagao a = ¢ i(d(a, b, c,d)) = (e, b,a,d). Podemos considerar X como
o conjunto de arestas X = {a,b,c,d} (se deve ter cuidado com esta forma de ver o problema
pois 0 X nao estd considerando a ordem das arestas) e definir sobre X a permutacio r(X) =
{r(a) = ¢, r(b) =d, r(c) = a, r(d) = b, } e a permutacio i(X) = {r(a) = ¢, r(b) = b, r(c) =
a, r(d) = d, }. Note que o grupo G = Zgy X Zs atua sobre X de modo que ((0,0),z) =
I(z), ((0,1),z) = r(x), ((1,0),z) = i(z), ((1,1),z) = i(r(x)) = r(i(zx)) ). Para obter
uma media de probabilidade finitamente aditiva sobre X que seja invariante pela ac¢ao de G
(€ dizer que seja invariante pela rotag¢io de de 180 graus (r), a identificacio a = ¢ (i) e suas
composigoes), definimos

v(A) = p(Ha), Ha={g€G:g(a) € A}

basta conhecer a média dos conjuntos unitdrios

o(fa}) = plHu) = 5, Hig = {(0,0),(1,1))

o({d, b)) = u(Hia) = 5. Hua = 10}
o(fed) = n(Heg) = 3, Heg = {(1,0),(0,1)}

De fato nossa média v € invariante pela acao de G pois

v((1,0)({a})) = v {a})) = v({c})
v((0,0)({d, b})) = v((1,0)({d, b})) = v( b})) = v((L,1)({d,0})) = v({d, b})
(1,0)({c})
) )

((0,1

(0,1)

v((1,0)({c})) = v((0,1)({c})) = v({a})

v((0,0)({a})) = v((1,1)({a})) = v({a})
v((0,0)({c})) = v((1,1)({c})) = v({c})

Note que o fato de ser G-invariante obriga a todos os conjuntos unitdrios cujos elementos

sejam imagens de (a) por algum elemento da acao, a ter a mesma média que {a} isto deiza

em evidéncia uma forma bastante restritiva de criar médias pois dado um conjunto unitdrio

qualquer, ele tem média v({a}) ou 0.

Além disso, note que se identificamos as arestas usando as combinagoes das permutagoes (r),

(1) e temos uma nave que passard pela aresta (a) esta média responde naturalmente a pergunta.

Qual € a probabilidade de que nossa nave saia pelo conjunto de arestas A?.

)
({d,
v((0,1)(
v((1,1)(

?

b v({b})=0 v({d})=0 d
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As médias de probabilidade finitamente aditivas e G-invariante sobre X nao sao unicas basta

pegar
v(A) = u(Ha), Ha={g9€ G:g(b) € A}

neste caso
o(10)) = u(H) = 5, Hey = 100,0),1,0),(1,1))
o({a,e) = p(Hwg) = 5. Higey = {0)

o({dh) = p(Heg) = 3. Hiay = (0)

3.1 Definicao usual

Nesta secao mostraremos uma equivaléncia, que é usualmente apresentada nos livros. Ela foi
feita por Mahlon Day no ano de 1950 [3] e vai nos permitir demonstrar que se G é comutativo
entao GG é ameno no sentido topoldgico, entre outras coisas. Para isso precisamos de alguns
conceitos.

Definigao 35 (L;°(X)). Seja (X,
de equivaléncia [f] = {h : f(z)

mensurdveis limitadas, isto €

R, ) um espago de medida, Ly?(X) € o conjunto das classes
= h(z) VYo € A € R, u(A) # 0} das fungoes complexas

LyX)={f:X=C Sg(plfl < oo}

Sg(p|f| =inf{ceR:[f(z)| <c qtp}

dotado da norma
[ flloc = sup|f]|
X

Proposigao 12. LY(X) € um espago de Banach.
Demonstragao. Ver Teorema 3.4.1 , [14]. O

A proposi¢ao 13 nos mostrara, de modo construtivo, que para cada [f] € LZO(X ) existem
umas classes de equivaléncia de func¢oes simples que convergem a ela em norma. Isto é, fazendo
um abuso de notacao poderiamos dizer que o conjunto das fungoes simples é denso em LZ"(X ).

Proposicao 13. Seja (X, R, ) um espago de medida e E = {f : f: R — C} cuja base de
Hamel sao as fungdes caracteristicas X4 ,A € R; entdao E/[f] = L(X) ([f] = {h: f(z) =
h(z) Yx € A€ R, u(A) #0}).

Demonstragao. (por construgao) Para que a proposi¢ao tenha sentido primeiro provaremos que
as fungoes caracteristicas X4 sdo mensuraveis e limitadas em quase todo ponto, logo [X4] €
L2 (X); depois, se [f] € LZO(X ) criaremos uma sequéncia de fungoes simples (fungdes que
pertencem a E) que convirja para quaisquer f € [f].

X4 € LZO(X)
- supx|Xa|l=1 Veze X

- X4 mensuravel
Seja B € B(C) o-algebra de Borel dos complexos, entdo somente acontecem os seguintes
casos
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-seleB=X,(B)=A
-se0€ B= X,'(B) = A°
-sel,06 B=X,'(B)=X
-se 1,0 B= X, '(B) =1

Para estudar os Borelianos de C podemos considerar os conjuntos I; x Iy onde I3, I (é por causa
de os Borelianos de C é uma o-algebra gerada por esta classe de conjuntos) sao intervalos de R
e como f tem contradominio complexo entao f = Re(f)+ Im(f), nos centraremos em mostrar
a convergéncia para fungdes com contradominio nos R para poder construir duas familias que
convirjam para Re(f) e Im(f) respectivamente.

Seja g : R — R, com [g] € Ly°(X). Como os elementos da o-algebra de Borel sao os intervalos
e Im(g(x)) é limitado q.t.p. entdo existem a,b tais que Im(g(z)) C [a,b) Vz € X (¢.t.p.).
Considere a familia finita de intervalos Fy = {[n,n+1),ez : [a,b) CUS__ [n,n+1), | s |< oo},

como g é mensuravel g~ !([n,n 4+ 1)) = A, € R temos R = UZ:,SA,L_; Us__.g ' ([n,n+ 1))
note que os A, sao disjuntos de outro modo g nao estaria bem definida.
Considere a fungao simples
. 1
Si(z) =Y (n+ ) X4, (2),

n=-—s

Seja x € R = x € A, para algum tnico n, o qual chamaremos n,, pelo que g(z) € g(A,,) =
[ns,n, + 1) (g.t.p.), por outro lado Si(z) = S1(An,) = ng + 3, desta forma temos que

me = (e + ) < gle) = 51(x) < (2 +1) — (n+ 3) (a10),

Im@—&wﬂgémmm

Pela norma dada sobre L;*(X) da definicdo 35 temos que || g(z) — Si(z) ||< 3.
Seguindo o mesmo esquema de construgao, considere a familia finita de intervalos

n n+1 n n+1

ﬁaT)nezi la,b) € Uk ——), | sx |€ o0} ke NU{0}

Fy = {[ n:—sk[ﬁv ok

(em geral ndo é necessario mas para ter mais controle, consideraremos os Fj, como parti¢oes de

um Fy fixo) os g~ ([, 5F)) = Ay, e a familia de fungdes simples

Sele) = 3 ()X, (@)

n=—=sg

Note que Ve > 0, 3N > 0 tal que VkE > N

limS, =g
k—o0
Considere f : R — Ce f € L(X), f = Re(f) + Im(f) e as familia de fungdes

{Sk}ren, {Ri}ren onde Si(z) = fo:,sk(n;i)XAnk (z), Ri(z) = ZEZ,Tk(mQ—?)XBmk () tais
que limy_0oSk = Re(f) e limyg_ooRr = Im(f). Construa um refinamento para as partigoes

{An.} e {Bm,}

Cu, ={An, N B, : =5k < <5, e —1 <my < 71g}
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e considere a familia de fungoes { fx }ren, tal que

ey = Y (o i e, = Y () i) X (0)

Up=—5kTk Up=—5kTk

Por exemplo, se z € A,, N B,

n n+1 m m+1

fk({lf) € {a—l—ib ra € [§77), c [?, Z—k)

S .n n+1 ooom m-+1
e Skl([2_k>?>) = An,, Rkl([§>7)) = B, }

Note que Re(fx) = S pois os C,, C A,, e Im(fx) = Ry, pois os Cy, C By, , logo

If = fe Il Re(f) = Re(f) [| + | Im(f) — Im(fi) [|< €

k—o0
De fato, se limy, oo fx = f, e h1 pertence a classe de equivaléncia [f] = {h € L7(X) : f(z) =
h(z) Yo € A€ R, m(A) # 0} entdo limg_eo fr. = h. O

Definigao 36 (média M sobre LY (X)). Seja (X, R, ) um espago de medida e seja F' C L7 (X)
um subespacgo fechado no sentido topologico que contém as fungoes constantes e é fechado pela
conjugagao complexa. Uma média M sobre F é um funcional linear M : F — C que satisfaz
as sequintes propriedades:

i) M([1,]) =1 onde 1,(z) =1Vz e X,
i) M([¢]) 20 V[p] € F com p(x) € R" Vo € X (¢.t.p.) (p(z) € [¢]).

Se G € um grupo atuando sobre X, que deixa a R invariante, dizemos que M ¢é G-invariante a
esquerda se:

i) M([gp]) = M([¢]) VgeG, [pl€ F (yp(z) =¢(gr) = T10(9)) (p(x) € [¢])

E importante lembrar que se G é um grupo atuando sobre X e g € G, a funcio g() é uma
bijegao.
Proposigao 14. O conjunto M das médias sobre F' € L7°(X) com a topologia fraca estrela ¢

um subconjunto fechado, compacto e convero do espago dual de Ly*(X) ((Ly*(X))*).

Demonstragao. 1) M C (L7 (X))*
Para provar que: M € M entao M € (L°(X))*, resta provar que é continua pois por
definicao ja ¢ linear.
L7 (X) é um espago de Banach e F' por definigao ¢ um subespago fechado, entao F' ¢ um

espaco de Banach. Como M : F — C é linear tem-se que M é continua se e somente se
M ¢é acotada (Ver Proposigao 2,1 John B. Conway [16] ).

-Seyp(x)eR VeeX
—[[ollee < () < ¢l Vo€ X (qtp)

0<llelle —¢ e 0<1,ll@llee+¢ Ve X (qtp)
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usando a condigao ii) da defini¢ao 36
0< M(Laflpllec =) e 0<M(Lallolle + )

como M linear e usando a condi¢ao i) da definigao 36

M(p) < llollee e = llplloo < M(p)
Logo
| M(¢)] < [l¢lloo
-SepeF
considere a ¢ = Re(p) +ilm(p) note que Re(yp), Im(p) € F, pois Re(p) = 2(¢+)
e Im(p) = 5:(¢ — @) ; além disso Re(p)(z), Im(p)(z) € R, Vo € X.

[M(@)| = |M(Re(p))+ilm(e))| < [M(Re(p))|+[M(Im(e))] < [[Re(@) oot Tm(0) |-

Logo M(p) é acotada.

M é fechado

mostraremos que: se a sequéncia de Cauchy com respeito a topologia fraca*

{M,}nen C M, converge fracamente* a f* (M, — f*) entao f* € M.

Como (M, — f*) & (M,(f) — f*(f)) V[f€ Ly (X),édizer {M,} converge pontual-
mente a f , considere

M(P) = lim Mo(f) ¥ f € LE(X).
Mostraremos que M € M. Fazendo um abuso de notagao M (f) = M([f]).

- M esta bem definida.
de fato como { M,,(f) }nen € uma sucessao de Cauchy nos complexos ({imy, oo M, (f) €
C), e pela boa definigdo dos M,,, M tem uma tnica imagem para cada f € LZO(X ).
- M é uma média.
- M(1,) = limneoMy(1,) = limyseol = 1.
- Se f(x) e RY Vze X (¢t.p.)
M(f) = limp oo M, (f) = limy, 000, = a onde {a, }neny € RT € uma sucessio de
Cauchy pois {M,, }nen € M ¢é uma sequéncia de Cauchy com respeito a topologia
fraca® entao para cada bola nos complexos centrada em zero B(0, ), existe um
N > 0 tal que, se n,m > N, (M,, — M,,)(f) € B(0,r) C C o que é equivalente
a a, — a, € B(0,r). Como C é um espago normado, ter a, — a,, € B(0,7) ¢é
equivalente a ser sucessao de Cauchy na norma que induz a topologia, portanto
|an — am|| < € como RT é um conjunto fechado dos complexos M(f) = a € R™.

Por ultimo, pela defini¢do de M tem-se que M, (f) — f*(f) = M(f).

M é compacto.
Mostraremos que o conjunto M esté contido na bola unitaria de (L;°(X))*, como a bola
unitaria é compacta na topologia fraca* pelo Teorema de Alaoglu (Ver Anexos, Teorema
24), M & fechado e o (L;°(X))* é Hausdorff tem-se que M é compacta.
Se f(x) € Re |f(x)] <1 para todo z € G entao, se 0 < f(z) <1 tem-se 0 < M(1 — f)
e M(f) <1,ese =1 < f(z) <0 tem-se 0 < M(1+ f) e0 < —M(f) < 1; portanto
IM(f)| < 1. Agora, para o caso onde f tem contradominio complexo, note que existe
a € C, com |a| =1 tal que |M(f)| = aM(f). Considere af = fi + ifs, como aM(f) =
M(af) = M(fi+ifs) = M(f1)+iM(f;) € RT entao M(fy) = 0. Note que, se |||l <1
tem-se que ||af|lo = |||l < 1, por tanto || fi|leo < [|af]] < 1, usando o caso da fungao
ter contradominio real concluimos que |M(f)| = M(f;) < 1 como queria-se mostrar.

[
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Proposicao 15. Seja G um grupo topologico Hausdorff e localmente compacto com a medida
de Haar a esquerda p. Entao existe uma bijecao entre as médias (m) de probabilidade absolu-
tamente continuas com respeito a p de G e as médias (M) sobre LY (G).

Demonstragao. (Por construgao)

oc:M—->m o(M)(A) =m(A)=MX,) (AeB(G))

e 0 estd bem definida.

— 0(M)(A) é uma média.
- o (M)(D) = M(Xg) = M(0,) = M(0.1,) = 0.M(1,) = 0.1 = 0
-SGA:U?:1AZ' AIHAJZ#]

por linearidade da média

n

=3 M(Xa) = o (M)(4)

= =1

— o(M)(A) é uma média absolutamente continua com respeito .
Se u(A) =0 = o(M)(A) = 0 & X4 € Ker(M), entao basta provar que X4 €
Ker(M).
Se u(A) =0 = aXs € LY(X) VaeC
IM(aXa)| = |a||M(X4)| como M é acotada, |M(X4)| =0= M(X4) =0

— Se a(M) =my e o(M) = mg entdo m; = mo.
Assuma por absurdo que my(A) # mg(A), como my(A) = M(X,4) e mo(A) =
M (X ,4) entdo M nao esta bem definida.

e o & sobrejetiva.

Dada m uma média de probabilidade absolutamente continua com respeito a y de G, mos-
traremos que M definida como M (f) = limy_oo M (fx) (por abuso de notacao M ([f]) =
M(f)), onde {fi}renvioy € a familia de funcoes simples mostrada na Proposicao 13 e se
S=3%",a;Xy4, o €C éuma funcdo simples mensuravel

M(S) = ZO&ﬂ”n(AZ), o; € C,
i=1

¢ uma média sobre L (G).

Pela aditividade finita de m, a definicao de M sobre os funcionais simples nao depende da
representacao de S como combinacao linear das fungoes caracteristicas X 4. Por exemplo
com A; mensuraveis se A, = A, UA, e A, N A, = 0 entdo M(S) = > aym(4;) =
S aim(A) 4 anm(Ay) + apm(A,).

Como C é um espago de Banach (toda sequéncia de Cauchy converge (em norma)) e
{ag + ibp ey = a+1b < {aptren = a e {by}ren — b ; provaremos que limy_,oo M ( fx)
converge, mostrando que { M (Re(fi)) ren € {M(Im(fi))}ren s@o sequencias de Cauchy.
Para M (Re(f)), consideremos esta mudanga de notagao

Syl 2tm . "’%
Rl = X ;Q)XAm)—Z("A(g—z) X, (0

n=-—sg =1
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onde deixamos em evidéncia a dependéncia de n com respeito a sua particao e 2¥m =
2k (2s0) = 23y, nos diz a quantidade de elementos que estao-se adicionando em termo de k
e uma quantidade inicial fixa m. Note que se r > k,

Re(h) |35 ) -

2k’ 2k
n; n; 1 n; 1 n; 2 nj+1 1 n;+1
R -1 J g g4 - 2 Uu..-u |- - 4 .
e(f) ([Qk SERESTS Rl DT T T T ok o ok
Pelo que dado um A, fixo j € {0,1...2"m}, existem {A,,), } Gnicos tais que

or—k
b U A(ni)r'
=1
2r—k

De fato, note que A(,;), = U=, A@—#n,+@-1)), (isto nio sera usado na prova). Agora,
com as observagoes prontas

A(n) +3 e NA, T 3
W= |M(Re(f,))—M(Re(fx))| = \Z — o | m(Am),)— —o | (Al

. ) - j2
organizando e se ¢ necesséario renomeando de forma que A, ), = UZ, .

2km jor—k na + 1 2km na 1
(ng)r 2 (n
e 3 (M mides | -3 (M )

J=1 \i=(j—1)27—* j=1

1

Amprt2

n
pegando o maximo (2—r) para cada j

2Fm j2r—k na +1 Pm
S X (M ) e ) 30 (M v gt e
J=1 \i=(j-1)27—* .j=1

Como m é finitamente aditiva

2hm nA(nj)k +1 1 nA(nj)k 1
- |Z ok T oogr+l | ok + ok+1 m(A(”j)k)l
j=1

ko, 2km
1 1
= Z (W - 2T+1) m(A(nj)k>| = | (2k+1 - 2r+1> Zm(A(nj)’“)l’
j=1

como m ¢ média de probabilidade (m(X) = 1)

|L _ L| < €

9k+1 or+1! — 7
Concluimos que {M (Re(fi))}kenugoy ¢ uma sequéncia de Cauchy. A mesma prova pode
ser feita para {M (Im(fx))}renufoy-
E importante notar que o nimero M (f) s6 depende da classe [f] pelo que mostramos que
nosso M estéd bem definido, agora s6 nos resta mostrar que M é uma média, abusaremos
da notacao novamente.
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1) M(1,) =M(1Xx)=1m(X)=1.
ii) Se f > 0 entao Im(f) = 0 portanto nos aproximamos de f s6 com Re(f;) que
tém contra-dominio em R. Agora como f > 0 os (Re(f))~'([2, %+)) = 0 quando
n; < 0, logo Re(fy) >0 Vk.
iii) M é linear.
Precisamos provar que

lim M(f+ ¢)e = lim M(f)s + lim M(g)y
k— 00 k—>o00 k—>00

onde {(f + 9)k tren, {fr}ren € {gk}ren sdo as familias de fungoes simples que con-
vergem em norma a f+g, f e g respectivamente. Note que || (f+¢) — (fx +gx) ||<||
(f=fo) Il + || (g = gr) ||< € para um k suficientemente grande; mas precisamos ex-
pressar (fr + gr) como uma fungao simples, entao se f(z) = ZZ’;ﬂk(aAnk)XAnk (x)
e gr(z) =%, (BB, )Xp,, () construa um refinamento para as particoes {A,, }
e (B}

Cu, ={A,, NBp, - —sp<n<sp e —rp<m<r}

e defina a familia de fungoes simples {(f 4+ ¢)k tren. Como

SETE SkTk
(f+9k@) = > (o, +Bs. )X, (x) =D (aa, +Bs,)X4, 5. (7)
Up=—SkTk Up=—"8kTk

por aditividade finita de m

SkTk

M((f+9k) = Y. (aa, +B8s,)m(Cy)

Up=—SkTk
SkTk SkTk

= Y (ea,)mCu)+ Y (B, )m(Cy,)

Up=—"5kTk Up=—5kTk

= M((f)e) + M((g)x)

entao

lim M(f +g)i= lim M(f)r+M(g)y = lim M(f)r+ lim M(g)x

k—so00 k—o0

e o ¢ injetiva

o(My)(A) = m(A) = o(M2)(A) (A € B(G))

Precisamos provar que M; = M,. Para isso note que se S = > " o, X4, a; € C ¢ uma
fungao simples

M;(S) = Zaim(Ai) = My(S)

ese f € L*(X) e { fu}renufoy ¢ a familia de fungdes simples que converge em norma para
f, entao

M1(f) = k@”LOOMl(fk) = klﬂnoo]\/@(fk) = M2(f)

E importante lembrar nosso abuso de notacao M;(f) = M;([f])
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G L (G) /
G)

M| |Lze)r
] o
m -
médias
R* C

Proposigao 16 (defini¢do usual). Seja G um grupo topoldgico Hausdorff e localmente compacto
com a medida de Haar a esquerda .
G € ameno no sentido topoldgico < existe uma média G-invariante a esquerda sobre LZO(G).

Demonstragao. (por construgao) Com a fungdo
o-M—->m o(M)(A)=m(A) =M(X,4) (A€ B(G))

da Proposigao 15, provamos que existe uma bijecdo o entre as médias (m) de probabilidade
absolutamente continuas com respeito a u de G e as médias (M) sobre L°(G) .
Resta mostrar que M € M é G-invariante a esquerda < o(M) € m é G-invariante a esquerda.

< Se S é é uma fungao simples

M(,S) =M (Z aiXAig(x)> = ZM(aiXAig(x))

CcOomo

1 sex € g A,
Xg1a,(2) = { 0 sex &g lA4;

S
>
—
2
=

—N

]
w0
(¢]

=

=

NS

&

Il

tem-se

pela bijecao e por hipoteses
= aio(M)(g7 A) =) o (M)(A) = M(a;X4,(x)) = M(S)
i=1 i=1 ‘

Para f qualquer
M(,f) = lim M(,fe) = lim M(f) = M()

(o limite ocorre nos conjuntos de medida nao nula).
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a(M)(gA) = M (Xga(w)) = M(Xa)(g " (2)) = M(Xa(2)) = o(M)(A)

Teorema 11 (Teorema do ponto fixo de Markov-Kakutani). Seja K um conjunto convexo
e compacto em um espag¢o E localmente convexo e Hausdorff. Entao cada familia {T;}icr de
endomorfismos continuos e afins que comutam uns com os outros tém um ponto fixo em comum.

Exemplo 12 (grupo comutativo). Se G € um grupo topoldgico comutativo entio G € ameno
no sentido topologico. Note que (L®°(G))* € localmente convero na topologia fraca estrela, e
o conjunto das médias M é fechado e estd contido na bola unitiria do (L*(G))*. Logo pelo
teorema de Alaoglu M é compacta (para detalhes ver Proposi¢ao 14). Para cada g € G defina
T, : (L=(GQ)* = (L>=(G))* como,

Ty(o)(f) = (9)(of) [ e (LX(G)), ¢ M

suficiente mostrar que dado um h €
continua, mas isto € verdade jd que

Cada funcao T, € continua pois pela Proposicio 27,
L(G) e um g € G, h(Ty(d)) : (I=(G))" — C
T(T,(8)) = T(6(F)) = Do) = Jyn(0).

Cada fungao T, deiza M invariante, pois se f(x) >0 Vz € G tem-se que ,f > 0. Portanto
T,(My) = Mi(gr) = Ma(f) onde My, My € M e além disso T, T, = T, 1, entao pelo teorema
do ponto fixo de Markov-Kakutani existe um My € M tal que T,(My) = T(Mo) Vg € G. Pelo
que My € uma média invariante sobre (L>(Q)).

€
€

Exemplo 13.

- Considere (R, 7,4) se T € a topologia usual da reta (topologia dos intervalos abertos)
entio (R, 7,4) € ameno. Note que a a¢io de R sobre si mesmo contém as traslagoes da
reta.

- Considere (C,7,4). Se T é a topologia usual dos complexos (topologia das bolas abertas)
entiao (C,7,4) é ameno. Note que a a¢ao sobre si mesmo contém as translagoes do plano.

-

- Considere (C\ {0}, 7,-). Se 7 é a topologia usual dos complexos entao (C\ {0}, 7,-) é
ameno. Note que a agao sobre si mesmo contem as rotagées do plano.

Daqui em diante a topologia dos grupos sera considerada discreta, ou seja, s6 mostraremos
ser ameno no sentido abstrato.

Proposicao 17. Seja G um grupo discreto ameno (ameno no sentido abstrato). Entao as
sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Cada subgrupo H e cada cociente G/N (N € um subgrupo normal) de um grupo G' ameno,
€ ameno.

2. Se N 4G e G/N sao amenos entao G € ameno.

3. Todo limite direto de grupos amenos € ameno (limite direto quer dizer que dado um
conjunto de grupos {G;}ier tal que para cada i,j € I existe um k tal que G; U G; C Gy,
tomamos |J;c; Gi)-
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Demonstracao. 1.

Suponha que u : P(G) — [0,1] é a medida sobre G que faz de G um grupo ameno.
Cada subgrupo H de G tem uma transversal a direita M em G (Ver Preliminares). Po-
demos definir v : P(H) — [0,1] por v(A) := u(AM) que é facil ver que é uma medida
sobre H.

Para um quociente G/N de G, defina A : P(G/N) — [0, 1] por A(A) := u(AN), que é
uma medida sobre G/N.

2.

Suponha vy, v sdo médias sobre (respectivamente ) N < G e G/N. Entao para A C G
defina f4 : G — R por fa(g) := vri(NNg1tA) e defina pu : P(G) — [0,00] por u(A) :=
[ fa dvs, que é facil ver que é uma probabilidade finitamente aditiva sobre G. Para ver
que é invariante a esquerda, note que [ foa dve = [ .(fa) dvo = [ fa dvs ja que vy é
invariante a esquerda.

Observagao: Note que se g, h € G pertencem a uma mesma classe lateral esquerda de N,
dn € N tal que h = gn, portanto pela invariancia a esquerda vy (n~'(NNg~tA)) = v, (NN
h~tA) é dizer fa(g) = fa(h), por isso, se |G/N| = r (cardinalidade) entao [ fa dvs =
> i1 falg) va(gN)

3.

Temos que G = U;c1G; onde para cada ¢, 7 € I existe um k € I tal que G, G; < Gj. Para
cada ¢ € I, denota por u; a medida sobre G; que faz a este um grupo ameno, e defina o
conjunto

M; = {p:P(G) = [0,1] : & € uma medida finitamente aditiva e u(gA) = p(A) Vg € G;}

Entao cada M;, i € I énao vazio, ja que podemos definir p por u(A) := u;(ANG;). Note
que [0, 1]7(@ ¢ compacto pelo Teorema de Tychonoff (Ver Teorema 25) e ¢ facil mostrar
que cada M; ¢é fechado em [0, 1]7().

Se G;,G; < Gy entao M, C M; N M;. Portanto a familia {M,};c; de subconjuntos
fechados de [0, 1]7(%) satisfaz a propriedade da intersecdo finita, isto ¢, existe uma medida
finitamente aditiva (média) p € N;er M; que faz G ameno.

O

Proposigao 18 (Soluvel). Cada grupo G solivel é ameno.

Demonstragao. Como G ¢é soluvel existe sequéncia finita de subgrupos {G;}?, tal que 1 >
Go> Gy > - > G, =G, Gj/Gi41 é comutativo. Note que {1} é ameno e como Gy/1 é
comutativo entao pela Proposicao 17, GGy € ameno, fazendo o mesmo processo n-vezes tem-se
que G é ameno. O

Exemplo 14. O conjunto dos isomorfismos de R" forma um grupo denotado por (Isom(R™)),
de fato (Isom(R™)) € um grupo solivel para n = 1,2; portanto Isom(R™) é ameno (no sentido
abstrato) paran = 1,2 e pela Proposi¢ao 11 pode-se construir uma média de probabilidade sobre
R? invariante por isometrias.

3.2 Condigao de Fglner

Nesta se¢ao mostraremos a equivaléncia dos grupos amenos no sentido abstrato com a existéncia
de uma sequencia de Fglner. Isto é interessante porque nos permitird ter uma ideia mais
geométrica do assunto. Nesta se¢ao nos restringiremos aos grupos enumeraveis.
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Definicao 37. Um grupo discreto G satisfaz a condi¢cao Folner se para cada subconjunto finito
A C G e cada € > 0 existe um subconjunto finito nao-vazio F C G tal que para cada a € A

temos
laF" A\ F|
— < e

|F|

Definicao 38. Para um grupo discreto ou enumerdvel G, a sequéncia de Falner € uma sequéncia
{F,} de subconjunto finitos nao vazios de G que satisfaz

9En A B
| F2l
para cada g € G.
Exemplo 15. O grupo Z tem uma sequéncia Folner, chamando F,, = {—n,...,n}.

Por simplicidade o seguinte Teorema seré feito s6 para o caso de grupos discretos enume-
raveis. Se G é um grupo discreto enumeravel as classes de fung¢oes do espago L°(G) com a
medida da contagem sera notada por *°(G).

Seja f : G — R e z € G, definimos a translagao a esquerda 7, f(y) := f(z~' - y). Além disso,
se g : G — R, definimos o produto interno (f, g) := > . f(z)g(x) sempre que a parte direita
da igualdade convirja.

Uma média finita é uma funcdo v : G — R nao negativa, finitamente suportada tal que
|v|le@y = 1. As médias consideradas no seguinte Teorema serdo s6 as que tém valores reais,
note que este conjunto de médias é fechado com a topologia fraca* pelo que segue valendo para
ele o Teorema 16.

Teorema 12. As sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

1) G é ameno no sentido abstrato, existe uma média de probabilidade p finitamente aditiva
sobre P(G) invariante a esquerda.

2) Eziste uma média invariante a esquerda X\ : {>°(G) — R, ou seja existe uma média tal
que N(7.f) = A(f) para todo f € {>°(G) ex € G.

3) Para cada conjunto finito S C G e cada € > 0, existe uma média finita v tal que ||v —
V|| e) < € para todo & € S.

4) Para cada conjunto finito S C G e cada € > 0, existe um conjunto finito nao vazio A C G
tal que |(x - A) A Al/|A] < € para todo x € S (condi¢ao de Folner).

5) Eziste uma sequéncia A,, de conjuntos finitos nao vazios tais que |(x- A,) A Ayl/|An] — 0
quando n — 0o para cada v € G (sequéncia Folner).

Demonstragio. 1) = 2).
-Pelo Teorema 16.

2) = 3) (por contradigao).
-Suponha por contradigao que 3) é falsa, entdo existe um S e um ¢y tais que supyeg|lv —
V|| (@) = € para toda média finita v € £1(G). O conjunto M := {(v — 1,)ses : v € 1(G)}
¢ um conjunto convexo de (¢}(G@))* e esta limitado longe de zero.
Observagao: Lembre que (1(G))° representa o espago produto de ¢!, e os elementos deste
espaco sao da forma (v4,...,1g) (|S] é a cardinalidade de S). Portanto, sejam v e p médias
finitas e 0 <t < 1, tém-se que
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tW —=Te ¥y V= Tag V) = (L= 1) (= Ty s ooy o — T 1)
= (t(l/ - 7_961’/) - (1 - t)(:u o 7—1‘1“)7 s 7t<1/ - 7_96|5\V) o (1 - t)(ILL - TCL‘\S|M))'

Como o conjunto das médias é convexo, e dada uma média v, tem-se que 7., * € G é
também uma média, a prova termina.

-Aplicando o Teorema de separa¢ao de Hanh-Banach forte em espagos normados (Ver Co-
rolario 6), existe um funcional linear p € ¢*(G)* tal que p(v — 7,v) > €y > 0 para toda média
finita v.

Observagao: Note que B(0, €y/2) é um conjunto convexo e d(B(0,¢€y/2), M) = €y/2 > 0.

-Como (Y(G)* = (>(G) (Ver Teorema 9.4.8, Cohn, [14]), basta considerar o isomorfismo
isométrico componente a componente para ter (¢*(G)°)* = (¢*°(G))”, portanto existe um m, €
(>(G) para cada x € S tal que p(v — T,v) = > oV — 0y % V,my) > € para toda média finita
v.

Observagao: A notagao ¢, * v significa a convolugao da funcao v com a delta de Kronecker em
T, mais exatamente, sejam vy, v, € £}(G) dizemos que a convolugao vy * vy ¢ dada pela formula

v x a(t) = ZVl(Sl)VQ(SQ) D818y =1

- . 1 sex=a
(defini¢ao obtida de [6] pag.19). Como d,(z) = { 0 sex£a tem-se

§p xv(t) = 6,(2)v(z™ ') = Tpv

-Assim (v, ) oM — Ta-1My) > €.
Observagao: por linearidade do produto interno Y _o(v—0,%v,mg) = > oV, Ma) = c (2%
v, m,) abrindo o produto interno Y= (v, M) =35 D eq V(& y)ma(y) e fazendo mudanga
de varidvel na segunda componente z =z~ -y temos > o (V, M) =Y o Do V(2)mg(z-2) =

erS@, My — Tp—1My).

-Entao se consideramos a funcao delta de Kronecker 6, a qual é uma média finita, te-
mos » . .¢Mg(a) — T,-1my(a) > € > 0 para cada ponto a € G. Na construgao do isomor-
fismo isométrico entre (¢*(G)%)* e ((*(G))° cada m, € (*(G), entdo >, oMy — Ty1My €
(*(G). Por 1) existe uma média A\ invariante a esquerda, se aplicamos ela, por propriedade
A peg Ma — Tp1my) > €9 > 0, e por linearidade ) o A(m,) — A(7,-1m,) 2> 0, pelo que existe
pelo menos um zy € S tal que A(mg,) = A(7,-1m4,), 0 que contradiz & invarianga a esquerda
de .

3=4).
Fixe S (que pode ser tomado como nao-vazio), e seja € > 0 uma pequena quantidade a ser
escolhida depois. Por (2) pode-se achar uma média finita v tal que

lv = mvllee < €/1S],

para todo = € S.

Como v é finitamente suportada, usando a decomposigdo "Layer Cake" (Ver Defini¢ao 7),
podemos escrever v = Zle ¢;1g, para alguma cadeia (sucessao) de conjuntos nao vazios Fy D
Ey D --- D Ej e certas constantes positivas ¢;. Como v é uma média finita, nés temos
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Zle ¢i|E;| = 1. Agora para g € G, se existir, considere o F; mais pequeno, tal que g € F; ou
g € x-E;. Note quese j <item-se 1p, =0,ese g € E;Nx- E; entao ¢;1g, —¢l,.p, = 0. Para
g € (x-E; AE;), tem-se que g € x - E; ou (exclusdo) g € E; portanto |v(g) — m.v(g9)] > ¢ ,
assim

n

> e B AE| < Z|V_W\ =l — vl e) < €/]A —e/|S|ZcZ|F|

=1 i=1

para cada x € S. J& que

ZZC,|$ E; \ E|| <EZCZ‘|E¢|,

i=1 €S

pelo "principio da casa dos pombos" existe um 4 tal que Y o[z - E; A E;| < €|E;| de onde
|z - E; A E;|/|E;| < € para todo x € S.

4) = 5): Suponha que G satisfaz a condigao e escreva isto como G = U,A,, a unido as-
cendente de subconjuntos finitos S; C S5---. Seja €, = 1 para cada n. A condi¢ao Fglner
implica que para cada n, existe um subconjunto finito A, tal que para cada x € S temos
|zA, A A,l/|As] < 1/n. Entao para cada g € G existe algum S,, contendo ele (e portanto se
n < m entao S, também ) de modo que |[gA, A A,|/|An| < 1/n— 0.

5)=1):
-Seja m o conjunto das médias sobre G' e {A,, }men a sequéncia de Fglner. Dado um B € G e
um V' € m, defina

Note que V,, é uma média, e lembre que m é compacto na topologia fraca*, portanto {V}, }nen
¢ uma sequéncia que contém uma subsequéncia convergente V,,, — u.

-Mostraremos que i é G-invariante a esquerda.

Sejam
V(g V(k-A)
heA |An| k;'g
) 1
Vo (A) = T > V(h-A).
™ heA,
Portanto
JLI&Vm(g-A)—Vm(A)—Jl_}r&‘A| > V(k-A) - ZVhA
k€Am-g heA
(g - A) — p(A) = T}g{}om > V(k-A)< r}%w% =0
k€EAm-gAAm m

Refazendo o mesmo processo para V,,,(A) — V(g - A) obtemos p(A) — u(g - A) < 0, portanto
p(A) = pu(g - A) como queria-se provar.
[
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Principio da casa dos pombos ou principio das gavetas de Dirichlet: Se n pombos
devem ser postos em m casas, e se n > m, entao pelo menos uma casa ird conter mais de
um pombo. Matematicamente falando, isto quer dizer que se o nimero de elementos de um
conjunto finito A é maior do que o nimero de elementos de um outro conjunto B, entao uma
funcao de A em B nao pode ser injetiva.

Exemplo 16. Todo grupo finito (compacto no caso topoldgico) satisfaz a condigao Folner,
simplesmente pegando F' = G

Exemplo 17. o grupo (Z*,+) tem uma sequéncia de Folner F,, :=={-n,...,n} x{-n,...,n}.
Pois |F,| = (2n + 1)? e a agio de g = (v,y) € Z* € uma traslagio no plano, por tanto
|Fo, ANg+ Fol=z@2n+1)+y2n+1) = (z+y)(2n + 1). Como sempre existe um N > 0 tal
que T+ 1y < 2n+ 1, quando n > N, temos que

. |Fn A gFy|
hm _—

n—00 |Fn|

=0 VgeZzZ?

COMO QUeria-se Provar.

3.3 Taxa de Crescimento

Comecaremos lembrando a definicao de crescimento de palavras em um grupo finitamente
gerado.

Defini¢ao 39 (funcdo comprimento). Seja G um grupo gerado por um subconjunto S finito e
simétrico, definimos a fung¢ao comprimento como lg : G — N (com respeito a S) onde ls(g) €
o minimo dos comprimentos das representagoes de g em termos de S.

Isto define uma métrica sobre GG, onde a bola de raio n centrada na identidade Bg(n) é o
conjunto de todos os elementos com l5(g) < n.
Definimos a fungao crescimento de G' com respeito a S por 72(n) := |Bs(n)| (|Bs(n)| ¢ a
cardinalidade do conjunto Bg(n)).
Para duas fungoes 7', y2denotamos 7' < +? se existe um C, o < 0 tais que y(n) < Cy(an)
para todo n.
71,42 sdo equivalentes (v! ~ 92) se 4! 2 4% e 42 2 41 E fécil ver que ' < 4% é uma relacio
de equivaléncia.

Proposigao 19. O conjunto das fungoes crescimento (com respeito a conjuntos finitos gerado-
res) de um grupo G finitamente gerado sao equivalentes.

Demonstragao. Sejam S, Sy dois conjuntos geradores do grupo G e m := max{lgs,(h) : h € S;}.
Note que |Bg, (n)| < |Bs,(mn)|, portanto 42! (n) < v52(n) como queria-se provar. O

Estes sao alguns tipos de crescimento:
1. Crescimento polinomial, onde y(n) ~ n®.
2. Crescimento exponencial, onde y(n) ~ e".

3. Crescimento intermediério, onde y(n) tem um crescimento maior do que o polinomial mas
menor do que o exponencial.

O limite lim,, 0oV (n)/™ existe para todo grupo finitamente gerado (porque y¢(n) ¢ submulti-

plicativo). Se este limite é estritamente maior do que zero, o grupo tem crescimento exponencial;
se ¢ igual a zero dizemos que tem um crescimento subexponecial.



46 3 . Grupos Amenos (Amenable)

Teorema 13. Todos os grupos de crescimento subexponencial sao amenos.

Demonstragao. A ideia é usar as bolas B(n) como uma sequéncia de Fglner. Seja G um grupo

com crescimento subexponencial, logo v(n)'/" = |B(n)"/"| — 2 < 1. Isto significa que para
cada € < 0 existe k. tal que |B(ke +1)|/|B(ke)| < 1+ €. Seja n; := kyy;, para cada s de um
conjunto gerador fixo S, note que |sB(n;)| = |B(n;)| e que

2(sB(n:)|=|sB(ni)NB(ns)|) < 2(|sB(n:)| =B (ni)|+[sB(n:)\B(ni)[)) < 2(|B(ni+1)[=[B(ni)]),
portanto
[sB(ni) & B(ni)| _ 2(1B(ni +1)| — [B(ni)|)
| B(ni)] - | B(ni)|
J& que cada g € GG pode-se obter com elementos de S, concluimos
|9B(n;) A B(n)|
| B(n:)|

<2(1+1/i)—2—=0

— 0

]

De fato grupos de crescimento subexponencial sao mais que amenos, eles sao superamenos,
um conceito introduzido por Rosenblatt.

Defini¢ao 40. um grupo G € superameno se para cada ) # A C G existe uma média (medida
finitamente aditiva) invariante & esquerda p : P(G) = [0, 1] tal que p(A) = 1.

Proposigao 20. um grupo G € superameno se e somente se todos os subconjuntos ) # A C G
nao sao G-paradozxal.

Demonstragao. Pelo Teorema de Tarski (Teorema 10) é evidente se consideramos a X = G [
Proposicao 21. Seja G um grupo finitamente gerado:

1. Se G tem crescimento subexponencial e atua sobre um conjunto X entao cada subconjunto
nao vazio A C X nao é G-paradozal.

2. Se G tem crescimento subexponencial entao € superameno.

Demonstragao. 1. (Por contradi¢do) Suponha que A é G-paradoxal. Entao existem duas
realizagoes hy, hy : A — A tais que hi(A) N hy(A) = 0. Por defini¢ao de realizagao, para
hy existe uma particao de A dada pelos subconjuntos {A;, }¥_,, e existem g;, € G tais que
gi,(Ay,) = By, onde {B;, }¥_, é uma particao de hi(A), o mesmo tem-se para hy. Note que
as composigoes das realizagoes sao sempre diferentes, portanto para cada n € N podemos
associar um conjunto H,, de 2" func¢oes, dadas por n ou um niimero menor de composigoes
de hy, hy, chamemos estas fungoes de f, a = (i,...,7).

Por exemplo para n = 3 considere f1,12)(2) = hohihi(2) € f1,2.2) () = hohohi(x). Note
que dado um zy € A qualquer, zy € A;, N A, onde A;, é um elemento da particao dado
por h; e Aj, é um elemento da particao dada por he, isto é hihi(zo) = ¢i,9s (T0) #
hahi(x0) = gj,9s (%0), agora se hihy(zo) € hahi(zo) pertencem a uma mesma partigdo A,
entao existe uma bijecao g;, e as imagens de dois elementos distintos sao diferentes. Se
por outro lado hihi(zg) e hohi(xg) pertencem a duas partigoes distintas entdo existem
duas bijecoes g;, e g, com suas imagens disjuntas. Note que conseguimos relacionar a
cada f; uma palavra de elementos de G.

Agora, como G tem crescimento subexponencial existe um a > 0 tal que 75(n) < n®,
mas pelo argumento anterior para cada n temos assegurado 2" palavras, portanto existe
uma bola B(j) tal que 8% < 27 o que contradiz o crescimento subexponencial.
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2. Considere GG atuando sobre si mesmo por multiplicacdo a esquerda. Seja ) # A C G.
Pelo argumento anterior (item 1.) e a Proposi¢ao 20, G' é superameno.
O

Proposicao 22. Grupos finitos tem crescimento polinomial
Demonstragao. Basta considerar oo = |G]. [
Proposicao 23. Grupos abelianos finitamente gerados tem crescimento polinomial

As Proposicoes 22,23 implicam que grupos finitos e grupos abelianos finitamente gerados
sao superamenos. E assim que os grupos superamenos possuem propriedades interessantes,
para uma melhor abordagem ver [5].

Voltando a nosso objeto de estudo, nem todo grupo ameno tem crescimento subexponencial,
de fato

Teorema 14 (Milnor-Wolf). Seja G um grupo solivel finitamente gerado. Se G tem um sub-
grupo nilpotente H de indice finito, entao G tem crescimento polinomial. Caso contrario G
nao tenha um subgrupo H nilpotente de indice finito, entao G tem crescimento exponencial.

Demonstragao. Teorema 4.8, Ver [18]. O
Mais geralmente

Teorema 15 (Chou). Seja G um grupo finitamente gerado que pertence a (EG). Entio G tem
crescimento polinomial ou tem crescimento exponencial.

Demonstragao. Teorema 3.2 , Ver [19]. O

Outros resultados envolvendo crescimento podem ser encontrados em [17]).

3.4 Problema de Day (AG#EG)

Na Proposicao 17 vimos como a propriedade de ser ameno é preservada por algumas operacoes
algébricas basicas, no ano de 1957 [20], Day conjecturou que o conjunto dos grupos amenos
(AG), seria o conjunto de quocientes, unides diretas e subgrupos de grupos finitos e comutativos,
este conjunto é chamado o conjunto de grupos elementares (EG) (por exemplo os grupos solaveis
pertencem a (EG)). A conjectura foi demostrada como falsa no ano de 1985 por Rostislav
Grigorchuk [23]. Neste trabalho o autor mostra que o primeiro grupo de Grigorchuk é ameno
mas nao pertence a (EG).

Nesta se¢ao definiremos o primeiro grupo de Grigorchuk, e enunciaremos os resultados (sem
prova) usados para mostrar que o primeiro grupo de Grigorchuk é ameno mas nao elementar.
De fato a ideia central é demonstrar que tem crescimento subexponencial para provar que é
ameno, e seguir a exposi¢ao feita em [22| via torsdao, para mostrar que nao é elementar. Uma
outra forma de fazer a prova é mostrar que tem crescimento intermedidrio, mas isto nao sera

abordado.

Definigao 41 (Grupo finitamente gerado). Seja G um grupo e S C G. Seja J = {H <
G : S C H}. Entao (S) = ey (H) € o subgrupo de G gerado por S. Um grupo G diz-se
finitamente gerado se este é gerado por algum subconjunto finito S C € dizer G = (S).

Defini¢ao 42 (ordem). Seja G um grupo. Um elemento g € G tem ordem finita se An € 7
tal que g" = 1.
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Definigao 43 (periddico). Um grupo G ¢é periddico seV g € G, An € Z tal que g" = 1, € dizer,
cada elemento do grupo tem ordem finita.

Definigao 44 (grupo de torsao). Um grupo abeliano A é chamado de um grupo de torsao (o
periddico) se cada elemento A tem ordem finita.

Defini¢ao 45 (localmente finito). Um grupo localmente finito é um grupo onde todo subgrupo
finitamente gerado € finito.

Teorema 16. Cada grupo de torsao em (EG) € localmente finito.
Demonstragao. Teorema 4.2 [3]. O
Observacao 3 (Problema de Burnsides).

Todo grupo finitamente gerado e periddico € finito?

A resposta é nao, um dos contraexemplos é o primeiro grupo de Grigorchuk, feita por Ros-
tislav Grigorchuk no ano de 1980. Foi precisamente esta, num primeiro momento a motivagao
para sua construcao.

3.4.1 Primeiro grupo de Grigorchuk

Tanto a defini¢do como a ilustragao desta se¢ao foram extraidas de [27].

Definigao 46 (Arvore com raiz d-ario). Uma drvore com raiz d-ario TY, (d > 1), ¢ uma
drvore cujo conjunto de vértices consiste de sequéncias finitas de inteiros {0,...,d — 1} e os
eizos de T conectam pares de vértices cujo comprimento da sequéncia difere de exatamente
1, e a sequéncia mais curta pode ser obtida da mais longa eliminando o ultimo elemento na
direita da sequéncia. Por exemplo v; = (1,2,2,0,1) ev; = (1,2,2,0) poderiam formar um eizo,
enquanto v; = (1,2,2,1,1) com v; nao. A raiz é definida pela sequéncia vazia, e denotada como

(0) cada vértice (z1,...,xx) # 0 tem exatamente um parente (x1,...,x5_1) (note que a raiz de
T ndo tem parentes ). Na drvore com raiz d-ario T¢, cada vértice (x1,...,x1) tem k filhos,
que sao da forma (x1,..., 7, Tpy1) onde 21 € {0,...,d —1}. Na arvore com raiz d-ario T¢

temos uma nogao de niveis, onde o nivel k-ésimo de T € o subconjunto de vértices consistindo
de todas as sequéncias de comprimento k, denotado por LE(k)

L. . L d L .
Para cada vértice x € T9 | existe uma subéarvore T:,g ) de T@ que contem todos os vértices
cujas sequéncias comecam com z. Por concatenacdo de z com um vértice v € T9, obtemos
o d
um novo vértice zv € &Y. Isto define um automorfismo de grafos:

0y : T = T onde v av.

O grupo de todos os automorfismos sobre 7@ é denotado como G¥. Note que todo automor-
fismo de 7@ fixa a raiz, porque a raiz tem d vizinhos mas quaisquer outro vértice tem d + 1.
Assim os automorfismos de 79, s6 permutam as subéarvores T, ((Od)), ce ,T((jzl) e fixam ().
Definigao 47. Stow (k) = {g € G :Va € LW(k), g(x) = 2} € o grupo estabilizador de GV
fizando LD (k).

Dados d automorfismos gq, ..., gs—1 € G?, podemos definir um novo automorfismo g €
Staw (1) (é dizer g fixa o primeiro nivel da arvore), tal que cada g; atua sobre a subarvore

d . - ~ o ) .
Tj( ). Podemos formalizar esta nogao notando que a agao de g; sobre a j-ésima subarvore é

precisamente o automorfismo g;o;.
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Da mesma forma pode-se reverter este procedimento e demonstrar que todo automorfismo no
estabilizador do primeiro nivel, Stsw (1) é desta forma. Agora podemos definir a seguinte
funcao, a qual é um isomorfismo de grupo pela discussao anterior

@D : StG(d)(]_) — G(d) NERED G(d)

Como g — (go, - - -, ga—1) faremos um abuso de notagao e escreveremos g = (go, - - - , ga—1)- Agora
que a teoria de arvores com raiz d-ario foi estabelecida, focaremos nossa atencao sobre o caso
binario e definiremos o primeiro grupo de Grigorchuk.

O primeiro grupo de Grigorchuk é construido sobre os elementos em G, que sdo auto-
morfismos da arvore binaria com raiz 7. Para j € {0,1}, seja I := 0 e 0 := 1. Considere o
automorfismo a tal que dado um vértice v = (iy, ..., i)

a(iyy oeeyin) = (i1, ey in)

por exemplo a(1,0,1,1,0) = (0,0,1,1,0). Trés automorfismos no estabilizador do primeiro
nivel, Stz (1) , podem ser agora definidos recursivamente da defini¢ao de a, considere

b=(a,c) c=(a,d) d=(1,b)

Onde a igualdade representa o abuso de notagao antes mencionado,

Por exemplo:

b(1,0,1,1,0) = (1,¢(0,1,1,0)) = (1,0,a(1,1,0)) = (1,0,0,1,0)
¢(1,0,1,1,0) = (1,d(0,1,1,0)) = (1,0,1(1,1,0)) = (1,0,1,1,0)
d(1,0,1,1,0) = (1,b(0,1,1,0)) = (1,0,a(1,1,0)) = (1,0,0,1,0)

Defini¢ao 48. O primeiro grupo de Grigorchuk I' é o grupo gerado por {a,b,c,d}, isto é
(a,b,c,d).

3.4.2 Ameno mas nao elementar

Proposicao 24. > = > =d*> =1

Proposicao 25. O primeiro grupo de Grigorchuk I' € infinito.

Demonstracao. A ideia é mostrar que existe uma bijecao de I' com um dos seus subconjuntos
proprios, mais exatamente com Str(1). ]
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Com estes dois ultimos resultados e o Teorema 16 provamos que o primeiro grupo de Gri-
gorchuk I' ndao é um grupo elementar. Agora provaremos que é ameno.

Lema 9. Para cada g € St(3) temos que Y2, ;1o ligin) < 31(g) + 8 onde giji € um elemento
obtido reduzindo pi(v;(vi)(g)).

Demonstragao. Lema 4.8 [3]. O
Teorema 17. O primeiro grupo de Grigorchuk I' tem crescimento subexponencial.
Demonstragao. Teorema 4.9 [3]. O

Como o grupo I' tem crescimento subexponencial entao pelo Teorema 13 I' é ameno.

3.5 Problema de Von Neuman AG # NF

Motivado pela construgdo do Teorema de Banach-Tarski, no ano de 1929 [21] Von Neuman
conjecturou que o conjunto de grupos amenos (AG) era o conjunto de grupos que nao contém
um subgrupo nao abeliano livre (NF), o que é conhecido como o problema de Von Neuman. A
conjetura é falsa e o primeiro contraexemplo foi mostrado por Olshanski no ano de 1980 (Ver
[8]), provando que o grupo monstro de Tarski nao era ameno. Um outro contraexemplo foi
construido por Nicolas Monod no ano de 2013 (Ver [25]).



Capitulo 4

Grupos Hiperbdlicos

Os exemplos e as ilustragoes deste capitulo foram obtidas do livro da professora Clara Loh (Ver
[12]), convidamos aos leitores que estejam interessados em aprofundar-se na teoria de Grupos
hiperbélicos a usar esta referéncia.

Definigao 49 (Grafo de Cayley). Seja G um grupo finitamente gerado por S C G. Entao o
grafo de Cayley de G com respeito ao conjunto gerador S, € o grafo Cay(G,S) cujo:

- Conjgunto de vértices é G

- Congunto de eizos €
{{9,9'3}3 gGG, SGS\{Q}}
Isto €, dois vértices no grafo de Cayley sio adjacentes se e somente se eles diferem por um

elemento do grupo gerador S.

Sejam G um grupo finitamente gerado por S C G e lg(g) := o ntumero minimo de ele-
mentos de S necessérios para escrever g, (fs(g) ¢ o comprimento de g relativo a S). Seja
ds(g1,92) = ls(g97 g2), entdo (Cay(G, S),ds) é um espago métrico conexo por arco e invari-
ante por translagoes a esquerda de G.

Exemplo 18 (Grafos de Cayley).
- O grafo de Cayley do grupo Z com gerador {1} e gerador {2,3} respectivamente.

— 9o o ¢ o —

R IR R
=2 =t 0 1 2

Cay(Z,{l}) Cay(Z, {2,3})

- O grafo de Cayley do grupo aditivo Z* com respeito ao gerador {(0,1),(1,0)}.

-

(=2,2)| (=1,2)) (0,2) | (1,2) [(2,2)

. . d »—
=2, (-1, 1] (O, 1) |1 [(21)

—@ . d \d L 4 *—
(=2,0)| (=1,0)] (0,0) | (1,0) [ (2,0)

—@ o d *—
(=2, -1, DO, -1 A1, -1)] (2,-1)
|(—‘~’,— (-1, - )(U,—Q}T(I,—Q} (2,-2)
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- O grafo de Cayley dum grupo livre de dois geradores.

- O grafo de Cayley do grupo ciclico Z/6Z com respeito ao conjunto gerador {[1]} € um
grafo ciclico.

- considere o grupo simétrico Ss. Seja T a transposi¢ao trocando 1 por 2, e seja o o ciclo
1= 2,2~ 3,3 1; o grafo de Cayley de S com respeito ao conjunto gerador {T,~}.

Cay(Ss,{7,0}) Cay(.Ss, S3)
= Cay(2/62, 2,/67)

Note que o grafo de Cayley Cay(Ss, S3) € um grafo completo com 6 vértices, similarmente
Cay(Z/6Z,7/6Z) € também um grafo completo de 6 vértices. Portanto, vemos que grupos
nao isomorfos (nao eziste isomorfismo de grupo) podem ter grafos de Cayley isomorfos
para certos conjuntos geradores.

Nem todo grafo é grafo de Cayley de algum grupo, por exemplo o grafo de Petersen.

Por outro lado as arvores sao grafos bem caracterizados, como se vera abaixo.

Teorema 18 (Grafo de Cayley dum grupo livre ). Se F' é um grupo livre, livremente gerado
por S C F. Entao o correspondente grafo de Cayley Cay(F,S) é uma drvore.

Demonstracao. Ver Teorema 3.3.1, Clara Loh [12]. O

O caso contrario nao é verdade

Exemplo 19.

- O grafo de Cayley Cay(Z/27Z,[1]) consistindo de dois vértices unidos por um eixo; clara-
mente este grafo é uma drvore, mas o grupo Z/27 nao € livre.

- O grafo de Cayley Cay(Z,{1,—1}), coincide com Cay(Z,{1}), que é uma drvore (real-
mente € uma linha). Mas {1,—1} nao é um conjunto gerador livre de Z.
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Teorema 19 (Arvore e grupo livre). Seja um grupo G e seja S C G € um conjunto gerador
satisfazendo s -t # e para todo t € S. Se o grafo de Cayley Cay(G,S) € uma drvore, entao S
€ um conjunto gerador livre de G.

Demonstracao. Ver Teorema 3.3.3, Clara Loh [12]. O

Definigao 50 (Segmento geodésico). Seja (X, d) um espago métrico e xg, x1 dois pontos de X
tal que a = d(xg, x1).

- Um segmento geodésico parametrizado € uma isometria g : [0,a] — X tal que g(0) = zq e
g(a) = z1.

- Um segmento geodésico geométrico € a imagem de um segmento geodésico parametrizado.

Definigao 51 (Espago geodésico). Um espago (X, d) é um espago geodésico se para todo xg, xq €
X eziste um segmento geodésico parametrizado com dominio [0, d(xo, z1)].

Definig¢ao 52 (Triangulo geodésico). Dado (X,d). Um tridngulo geodésico de vértices x,y, z €
x € a reuniao de 3 segmentos geodésicos geométricos que unem estes vértices dois a dois. O
caso degenerado € admitido, por exemplo o caso onde x =y tem-se que o segmento de x a z €
1qual que o segmento de y a z.

Definig¢ao 53 (Condigao de Rips). Seja d > 0. Um espago métrico geodésico satisfaz a condi¢ao
de Rips de constante 0, se para todo tridngulo geodésico /N de X, se satisfaz a formula:

Para todo A = [z,y| U [z, 2] Uy, z] y para todo u € [z,y],
tem-se que d(u, [z, z] Uy, z]) <.

Defini¢ao 54 (Espago hiperbolico). Um espago geodésico é hiperbdlico se existe um & > 0 tal
que o espaco cumpra a condi¢do de Rips com constante 6.

Definigao 55 (Grupo hiperbolico). Um grupo G finitamente gerado por S € hiperbdlico se o
grafo de Cayley Cay(G,S) € um espago hiperbdlico.

Proposicao 26 (Fy). O grupo livre Fy € hiperbdlico.

Demonstragcao. Sejam wy, we, w3 € Fy, e seja gia = go1 a geodésica geométrica que une as
palavras wq, we portanto o tridngulo geodésico que une as palavras wi, wq, w3 é dado por A =
g12UgosUgr3. Seja Wi a geodésica geométrica que une o elemento neutro e := 1 com a palavra w;.
Note que g2 = (W1UW2)\(W1HW2), g13 = (W1UW3)\(W1QW3) € gsa = (WgUWQ)\(ngWQ).
De fato g12 = (913U ga3) \ (913 N g23) portanto se u € gio tem-se que u € gog ou u € gy3 € de esta
forma o F, cumpre a condigao de Rips com constante 0.
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O

Definicao 56 (quasi-isometria). Sejam (X,d) e (X,d’) dois espagos métricos. Dizemos que
X, X' sao quasi-isométricos se existem duas aplicacoes f : X — X' e g: X — X' assim como
constantes A > 0, ¢ > 0 tais que:

d(f(x), fly) < Mxz,y)+c VeyeX
d(g(), f(y) < M y)+ec Va'y e X
d(g(f(x)),x) < ¢

d(f(g(e),=") < e

As primeiras duas desigualdades sao condicoes que fazem de g, f ser quasi-lipschitzianas, as
ultimas duas permitem que sejam quasi-inversas.

A quasi-isometria é uma relagdo e equivaléncia entre espagos métricos.

Teorema 20 (hiperbolicidade é invariante na quasi-isometria). Seja G e H subgrupos finita-
mente gerados. Se G e H sao quasi-isométrico entao G € um grupo hiperbdlico se e somente
se H ¢ hiperbdlico.

Demonstragao. Ver item 2. da Proposi¢ao 7.3.2, Clara Loh, [12]. ]

Exemplo 20.

- Dado um grupo G finito qualquer entao ele € hiperbdlico, pois seu grafos de Cayley € um

espago geodésico que cumpre a condi¢io de Rips com 6 = |G.

O grupo R € hiperbdlico, pois seus tridngulos geodésicos sao degenerados e portanto cumpre
a condi¢cao de Rips com 0 = 0. Assim mesmo Z € hiperbolico pois ele é quasi-isométrico
a R.

O grupo R? ndo ¢ hiperbolico, resta considerar uma familia de tridngulos Equildteros e
fazemos que seus lados tendam para o infinito. E claro que o ponto meio de qualquer
lado nao cumpre a condicio de Rips. Da mesma forma Z* nao € hiperbélico pois ele é
quasi-isométrico a R2.

Seja M uma superficie Riemanniana de curvatura seccional negativa ( uma superficie hi-
perbolica). Entao o grupo fundamental wi (M) é hiperbélico (Ver exemplo 7.5.3 [12]). Em
particular, o grupo fundamental de superficies conectadas fechadas de género ao menos 2
sao hiperbdlicas.

Teorema 21. Cada grupo hiperbolico infinito contém um elemento de ordem infinita.

Demonstragao. Teorema 7.5.1 [12]. O



Capitulo 5

Amenos e Hiperboélicos

Como vimos:
O grupo (R, +), e os grupos finitos sdo amenos (Ver Exemplo 13, 10) e também sao hiperbélicos

( Ver Exemplo 20).
O grupo F; é hiperbolico (Ver Exemplo 26) mas nao ¢ ameno (Ver Exemplo 6).
O grupo (Z*, +) é ameno (Ver Exemplo 17) mas nao é hiperbolico (Ver Exemplo 20).

Isso nos leva a perguntar se existe alguma forma de caracterizar a intersecao destes dois
interessantes conjuntos de grupos dum jeito mais facil que pedir que cumpram as duas
definicoes.

Ver [26] para achar resultados nesta direcao.

95
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Capitulo 6

Anexos

6.1 Teoria da medida

Definigao 57. Seja (X, R, u) um espago de medida positiva, R* a extensio de Lebesgque, R' a
familia de todos os conjuntos E C X para os quais AN E € R* para cada conjunto A € R com
(A) < oco. Claramente R' € uma o-dlgebra contendo a R.

A fungdo py sobre R' definida como

p(E)=wp(E) se Ee R

(E)=00 seE € R'\ R

¢ uma extensio contavelmente aditiva de p que vai de R* a R'.
O espago ba(X, R, i) € o espago dessas fungoes acotadas e aditivas que se anulam sobre os
conjuntos de p-medida zero. A norma de um elemento de ba(X, R, 1) € sua variagao total.

Teorema 22. Eziste um isomorfismo isométrico entre (L>°(X, R, u))* e ba(X, R, u) determi-
nado pela identidade

w(5)= [ Fans)

feL®X,R,pn), 8 € (L*(X,R,u))*, X\ € ba(X, R, )

6.2 Requisitos da analise funcional

Seja X, Y conjuntos arbitrarios e seja F'(X,Y) o conjunto de todas as fun¢oes de X a Y.
Qualquer subconjunto de F(X,Y’) dotado de alguma topologia 7 é um espago de fungoes.
Pode-se identificar o conjunto F'(X,Y’) com o conjunto produto da maneria seguinte: Seja Y,
uma réplica Y indexada por z € X, e seja P o produto dos conjuntos Y,

P=][{Y.: z€ X}

Lembre-se que P consiste de todos os pontos p = (a, : © € X) que fazem corresponder a cada
x € X o elemento a, € Y, =Y, é dizer P consiste de todas as fungoes de X a Y, e portanto,
P = F(X,Y). Agora respeito a cada elemento = € X, a funcao e, a fun¢ao do conjunto de
funcoes a Y definida por

e(f) = f(x)

Denomina-se fungao avaliagdo em z. (Aqui f é uma fungao qualquer do conjunto de fungoes
F(X,Y)) Considerada a identificacdo de P com F(X,Y), a fungao avaliagao e, ¢ precisamente

o7
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a funcao projecao m, de P no espago coordenado Y, =Y.

Topologia aberta puntual
Seja X um conjunto arbitrario e seja Y um espaco topologico. Primeiro investigaremos a
topologia produto 7 do espago F(X,Y’). Lembre-se que a sub-base de definigao § da topologia
produto de P consiste em todos os subconjuntos de P da forma

oo (U] ={f : 10 (f) € U}

onde g € X e U é um subconjunto aberto coordenado Y,, =Y. Agora, 7., (f) = ez, = f(x0),
onde e,, é a funcao avaliagao em xy € X. Logo a sub-base de defini¢ao J da topologia produto
7 consiste em todos os subconjuntos de F(X,Y) da forma {f : f(zo) € U}, é dizer todas a
fungoes que fazem corresponder um ponto arbitrario zo € X com um conjunto aberto U de Y.
Esta topologia produto de F'(X,Y), chama-se topologia aberta pontual.
Também pode-se definir a topologia aberta puntual de F/(X,Y’) como a menos fina das topo-
logias de F'(X,Y) respeito as quais é continua qualquer funcao avaliacdo e, : F(X,Y) — Y.
Esta corresponde diretamente a definicao de topologia produto.

Seja (f1, fo,...) uma sucessao de fung¢oes de um conjunto arbitrario X em um espago topo-
logico Y. A sucessao converge pontualmente a uma fungao g : X — Y se, para todo xy € X,

tem-se que (fi(xg), fa(xo),...) converge a g(xo), é dizer lim, o fn(zo) = g(xo).

Teorema 23. Uma sucessao de fungoes (f1, fa,...) em F(X,Y) converge a g € F(X,Y) quando
¢ considerada a topologia aberta pontual de F(X,Y), se e somente se (f,) converge pontual-
mente a g.

Topologia fraca*
Seja E/ um espaco vetorial normado. Denote

E** é chamado o espaco bidual de E. Podemos definir um operador linear limitado canénico
J:E— E”

da seguinte forma: para cada x € E, o funcional linear limitado J, : E* — R é dado por

J(@)(f) = flz) VfeE

Definicao 58. Seja E' um espaco vetorial normado e considere a inmersao candnica J : E —
E** a topologia fraca® sobre o dual E* ¢ a topologia menos fina tal que todos os funcionais
lineares na imagem J(E) sdo continuos.

Proposicao 27. Sejam E um espaco vetorial normado e Y um espago topoldgico. Entao uma
aplicacao ® : Y — E* € continua quando E* é munido da topologia fraca* si e somente se
(J;)o®:Y — R € continua para todo x € E.

Teorema 24 (Alaoglu). Se E é um espago vetorial normado, entio a bola unitdria fechada
B* := Bp«(0;1) = {f € E* : |f| < 1} € um espago topolégico de Hausdorff compacto na
topologia fraca*.

Corolario 6 (Separagao forte entre espagos normados). Sejam A e B subconjuntos convexos
nao vazios de um espago normado X suponhamos que d(A, B) = p > 0. Entao existem f € X*
com |f| =1 e~y €R tais que

Re(f(a)) <y <$v+p< Re(f(b)) (a€A beB).



6.3 . Topologia 29

Se diz-se que o funcional f separa fortemente os conjuntos A e B. Observe que temos dois
hiperplanos, reais e afins, dados pelas duas equagoes Re(f(x)) = v e Re(f(z)) = v+ p, tais
que o conjunto A fica a um lado de ambos e B ao outro. Além disso a distancia entre tais
hiperplanos é p a maxima possivel.

Defini¢ao 59 (Layer cake representation). Seja X, F, u uma medida, Seja v a medida de Borel
sobre [0,00) e f € M (X). Para a,t > 0, conjunto

o) = [ dute). wl = p{f 2 a).

Proposicao 28.

[ (s dute) = [ uta) vt

Corolario 7. f(z) = [ 1{sq(x) d(a)

A Layer Cake representation de uma fun¢ao f mensurdvel, nao negativa e de valores reais
definida sobre o espaco R™ € a formula dada no Coroldrio 7.

6.3 Topologia

Teorema 25 (Teorema de Tychonoff). Seja {X;}icr uma familia arbitraria de espagos topolo-
gicos. Hiel X; € um espago topologico compacto si e somente se cada X; € compacto.

6.4 Grafos

Definicao 60. um grafo é um conjunto V de vértices com uma colecao E de pares nao
ordenados distintos de V', chamados arestas (uma aresta pode aparecer repetidamente em E).
Um grafo é bipartido se o conjunto dos vértices se divide em duas partes tais que cada aresta
tem um vértice em cada parte. O grau do vértice v € o numero de arestas contendo v, e um
grafo € k-reqular se todos os vértices tem grau k. Um "emparelhamento perfeito”"em um
grafo é uma colegao de arestas abarcando todos os vértices tais que nenhuma destas arestas tem
um vértice em comum.

Teorema 26. [Teorema de Konig] um grafo bipartido k-reqular (k < oo) tem um emparelha-
mento perfeito.

Demonstragao. Ver [11], Teorema 0.2.4. O
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