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Introducao

A Teoria da Eliminacao lida com o problema de
eliminar variaveis de um sistema polinomial.
Algumas das aplicacoes sao a resolucao de
sistemas polinomiais e a transformacao de um
tal sistema na forma triangular. O uso de bases

de GroObner permite provar teoremas

Importantes nessa teoria.

Bases de Grobner

Definicao 1. SejJa > uma ordem monomial em
Flxq,...,x,|, onde F € um corpo e I S Fl[xq, ..., x,]
um ideal. Um subconjunto finito ¢ = {g4, ..., g:} € 1
é uma base de GrObner para I com respeito a >
se

<It(g1),..,lt(gy) >=<1t(l) > .

Definicao 2. Uma ordem monomial em F|xq, ..., x|
é dita uma ordem de eliminacao para as
variaveis xq,..., x,, se cada x;, 1 <i <k, € maior
gque todos os monomios envolvendo apenas as

variavels Xy 1, ..., Xq,.

Exemplo. A ordem lexicografica definida por

(X1, ey X0) > (V1) oees Vi)

se, esomentese,x; > y; OU X; =7Yq,..,
Xi_1 =YVi_1€x; > y;,paraalgum 2 <i <n, éuma
ordem de eliminacao.

Teoremas

Teorema da Eliminacao. Seja I < F|xq, ..., x,] um
iIdeal. Se ¢ € uma base de Grobner com respeito a
uma ordem de eliminacao para x4,..., x;, para
algumi €{1,..,n — 1}, entdo o conjunto

GNF[x;yq,...,x,] € uma base de Grobner para o
ideal I NF[x;41, ..., Xy ].

Teorema da Extensao. Seja I =< f,..,f¢ > S
F[ x4, ...,x,] um Iideal, onde F é algebricamente
fechado, e g;(x4, ..., x,_1) 0 coeficiente lider de f;
como um polinomio em x,,, parai=1,...,s. Para
gualquer solucao parcial (aq,..,a,-1) na
variedade afim definida pelo ideal
INnFlxy, .., x,_1], se g;(aq4,..,a,_1) # 0, para
algum i € {1, ..., s}, entao (a4, ...,a,,_1) Se estende
para uma solucao completa na variedade afim
definida por I.

Sejal =< fi, f2,f3 > < Clx,y,z], com a ordem
lexicografica x >y > z, onde:

filx,y,z) = x* + y% + z% — 4,
f,(x,y,z) = x*+ 2y* — 5.
fz3(x,v,z) =xz — 1.
Temos que
G={x+2z°—-3zy°—2z*—1,2z* — 3z + 1}
é uma base de Grobner para I.
Passo de Eliminacao. Obtemos que
I, =INC[y,z] =< 2z* -3z 4+ 1,y% —z* — 1 >,
L=1n Clz] =<2z*-3z+1>.
Visto que

2z -3z +1=(z-1(z+ 1)(2z%-1),
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ha quatro possivels valores para z:

1.-1, 12, -1/\/2.

Passo de Extensdo. Considerando y*—z*—1
como um polinomio com coeficientes em C|z],
vemos que seu coeficiente lider é 1. Logo, pelo
Teorema da Extensao, qualqguer uma das
solucoes parcials acima val se estender.
Escolhendo, por exemplo, z = 1, temos gue

y2—1—-1=0=>y=+20uy=—/2.

Agora, considerando x + 2z°>—3z como um
polinomio com coeficientes em Cly, z|, vemos que
seu coeficiente lider € 1. Logo, pelo Teorema da
Extensdo, as solucdes parciais (1,v2) e (1, —V2)
se estendem para uma solucao completa. De fato,
para z = 1, temos que

x+2—3=0=>x=1.

Logo, obtivemos duas solucoes completas para o
sistema, sao elas:

(1,v2,1) e (1,—V?2,1).

Para obter as demais solucoes, basta considerar
0S outros possivels valores de z e repetir o
Processo.
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