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Introduç ão

Atualmente, ñao h́a uma teoria que consiga unificar a gravitação e a meĉanica qûantica, e dada a diferença
das escalas de energia, medidas diretas de gravitação qûantica ñao s̃ao posśveis, pelo menos para um futuro
próximo. Assim sendo,́eútil tentar usar algum tipo de aproximação semi-cĺassica para entender como a gravi-
dade interage com a matéria. Nesta aproximação, descrevemos um campo gravitacional newtoniano clássico
mas impomos que a matéria tenha um comportamento quântico.

Considerando uma distribuição de massa com uma autointeração gravitacional, denotando a massa porm e
a densidade de massa porρ, o potencial gravitacionalΦ satisfaz a equação de Poisson

∇2Φ = 4πGρ (1)

ondeG é a constante de Newton. Como estamos impondo que a matéria seja descrita pela dinâmica qûantica,
ent̃ao a densidade de matéria é dada porρ = |Ψ|2, ondeΨ é a funç̃ao de onda que satisfaz a equação de
Schr̈odinger.

Combinando esses fatores, temos a equação de Schr̈odinger-Newton (SN):
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Metodologia

Considerando simetria esférica, conseguimos diminuir os graus de liberdade para apenas a coordenada de
posiç̃aor. Inicializamos a distribuiç̃ao de massa como um pacote de onda gaussiana com largura inicial σ.

É conveniente reescrever as unidades em função deG, ~ eσ:

• A distância seŕa dada por unidades deσ

• tr = (σ5/G~)1/3 seŕa a unidade de tempo

•mr = (~2/Gσ)1/3 a unidade de massa.

Usamos o ḿetodo de Crank-Nicholson [1] para discretizar a eq. (2) e fizemos simulaç̃oes nuḿericas para
estudar a equação de Schr̈odinger-Newton.

Revis̃ao

Se a massa for pequena, o pacote de onda tende a se dispersar como uma onda plana, assintoticamente. Caso
a massa seja suficientemente grande, então a interaç̃ao da gravidade pode provocar uma inibição na dispers̃ao
e assim o pacote irá se confinar. Logo, definimos uma massa crı́ticamc comoo valor de massa onde o termo
potencial e cińetico se equivalem.

Em [2], [3], [4], os autores encontrammc igualando a aceleração do pico do pacote de ondaà aceleraç̃ao
gravitacional e obt̂em
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(3)

Os estudos computacionais feitos por [2] e [4] concordam comesta previs̃ao.
A figura 1 foi realizada a partir de várias simulaç̃oes nuḿericas. Vemos que, sem > mc, ent̃ao o pacote tem

uma oscilaç̃ao, como mostrada na figura 1 (inferior direita), ou seja, o pacote fica oscilando ao redor de um
ponto de equilı́brio. A figura 1 (superior direita) mostra um pacote de onda dispersando, de onde se conclui
quem < mc.
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Figura 1: À esquerda: valor da posição do pico do pacote de onda quando a probabilidade radial (4π|Ψ|2) é máxima, em funç̃ao do
tempo.À direita: probabilidade radial em função da posiç̃ao.

Seσ = 5 × 10−7m ent̃ao temosmc ∼ 109 unidades de massa atômica (u.m.a.). Porém, esse valoŕe de,
aproximadamente, 5 ordens de magnitude maior que as possibilidades experimentais atuais.

Resultados

Se iniciamos o sistema com duas gaussianas, uma centrada emR1 = 0 e outra emR2 = 10σ, as simulaç̃oes
mostram o resultado apresentado na figura 2. Se considerarmos a massa crı́tica como sendo a massa para o
qual o pacote de onda começa a confinar, vemos quemc ≈ 1.29 mr.
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Figura 2: Posiç̃ao do pico do pacote de onda quando a probabilidade radialé máxima para tr̂es massas diferentes.

Se refizermos a figura 1 para tentar encontrar um valor aproximado de massa crı́tica, vemos quemc ≈
1.18 mr. Ou seja, a massa crı́tica nestes dois casosé diferente. Visto isso, nossa propostaé iniciar o sistema
com dois pacotes de onda gaussianos, um centrado emR1 = 0 e outro emR2 variando entre(0,∞) (a funç̃ao
de onda completáe normalizada), e ver se existe algum valor de massa inferioramc ≈ 1.29 mr para algum
determinadoR2.

Para obter os resultados analı́ticos, fazemos uma aproximação no quaĺe usada a distribuição de massa no
tempo zero. As simulações s̃ao feitas para o sistema completo. Assim, encontramos os seguintes gŕaficos.
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Figura 3: Cálculo anaĺıtico e nuḿerico demc em funç̃ao deR2.

A figura 3 mostra que existe uma concordânciaqualitativa entre a curva téorica e a nuḿerica, pois ambos
mostram que a dependência demc com R2 não é monot̂onica e que, em particular,mc apresenta um va-
lor mı́nimo global em ambos casos. O desacordo entre as curvas ocorre porque estas duas abordagens são
calculadas emt = 0 e porque muitas aproximações s̃ao utilizadas nos ćalculos.

Conclus̃ao

O objetivo deste trabalho foi estimar um valor mı́nimo da massa crı́tica quando se tem um sistema inicial
com duas gaussianas descrevendo uma distribuição de massa. Foi resolvida numericamente a equação de
Schr̈odinger-Newton usando uma aproximação semi-cĺassica. Os resultados mostraram que:

• A massa cŕıtica depende das condições iniciais.

• É posśıvel ter uma condiç̃ao inicial cuja massa crı́tica seja menor que a massa crı́tica obtida com apenas um
pacote de onda gaussiana.

Esteé um resultado notável, pois, com apenas uma gaussiana,mc ∼ 109 u.m.a. e essée um valor de massa
muito grande e difı́cil de testar com a tecnologia de hoje em dia, mas, a figura 3 nos mostra que, quando
variamosR2 temos um ḿınimo global, o que nos sugere que, talvez com alguma condição inicial especial,
é posśıvel criar um sistema que seja testável. Poŕem, mesmo tendo um mı́nimo global, essa massa continua
sendo muito grande, da ordem de90% do valor demc para duas gaussianas e, portanto, ainda não experi-
ment́avel.
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