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Introducao

A Algebra Max-Plus (R, @, ®) é o conjunto dos reais extendidos R = R U {—o0} munido de duas operacdes bindrias:

a®b=max{a,b} e a®b=a+Db

chamadas, respectivamente, de adi¢ao (ou soma) e multiplicacdo (ou produto). Adota-se, também, a seguinte convencao:

r®(—o0)=x+(—00)=—00=(—0)+z=(—00)R T

Propriedades

Paraa,b,c € R

. Associatividade: a ® (b®c) = (a Db) Pcea® (b®c)=(a®b) R c
. Comutatividade: a Db=0Paea®@b=0bR® a

Distributividade: ¢« ® (b® ¢) = (a ®b) & (a ® ¢)

. Identidade aditiva: a @ (—o0) =a = (—o0) @ a

. Identidade multiplicativa: a 0 =a =0® a

. Inverso multiplicativo: a # —oo = 3lb,a ® b =0

. Elemento absorvente: a ® (—00) = —00 = (—0) ® a
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Idempoténcia: a ® a = a

Essas propriedades qualificam a algebra Max-Plus como um semicorpo (semi-anél com divisdo) idempotente.

Motivacoes

Tempo Necessario Para Realizar Tarefas Combinadas

O tempo total ¢ de realizacao da tarefa de um trabalhador que leva um tempo 7; para completar sua parte da tarefa e que
deve esperar por pelo menos dois outros (que levam tempos ¢;; € t;;. para completarem suas tarefas) para realiza-la € dado
pela seguinte expressao:

t = max{tl-j, tzk} + T = (tlj D tik) & T

Um exemplo claro e direto de aplicacdo da Algebra Max-Plus.

Ganho com Tarefas em Sequéncia

O ganho obtido com a realiza¢ao de uma tarefa ¢ seguida de uma tarefa £ e uma tarefa 7 é dado por:

Mi; = Myl + M5 = Mk @ My,

onde m;; € o ganho obtido comec¢ando com uma tarefa ¢ e terminando com uma tarefa j e m;; € m;; sdo os ganhos obtidos
com uma tarefa intermediaria k.

O ganho maximo m;;**, obtido pela otimizagao da tarefa intermediaria, € dado pela expressao

max
k

que é precisamente a expressio para o produto matricial na Algebra Max-Plus.

Crescimento Exponencial

O crescimento exponencial de uma funcio real h(x) € definido como:

e(h) = lim llogh(ac)

Tr—+00 I

Nao € dificil verificar que e(fg) = e(f) + e(g) = e(f) ® e(g) e, com um pouco de engenhosidade, é possivel mostrar
que e(f + g) = max{e(f),e(g)} = e(f) ® e(g). Tendo em vista essa propriedade do crescimento exponencial, pode-se
ver a Algebra Max-Plus como limite de uma familia de semicorpos isomérficos a R por meio das transformacdes log, ()
[IMS].

Algebra Linear

Apesar de ndo termos a estrutura de corpo (e, consquentemente, nao termos a estrutura dos espacos vetoriais) na Algebra
Max-Plus, o formalismo da algebra linear e a dlgebra matricial mantém varias caracteristicas.

Vetores

: : —d - : - - .
Considere o conjunto R . Seus elementos sdo os vetores de dimensao d e sdo denotados da forma tradicional.

U1
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A soma vetorial u® v € definida de maneira analoga a tradicional (coordenada a coordenada) e o produto por um escalar
a @ v também (o produto € tomado em todas as coordenadas).

As propriedades da soma de vetores sdo analogas as da soma de escalares e as propriedades do produto por escalar sdao
as mesmas da algebra linear tradicional.

As ideias de linearidade e de bases se mantém.

Matrizes

A representacdo de matrizes € 1déntica a tradicional, com seu produto definido de forma analoga:

(AB)Z']' = @ (@i, @ byj)

k

A matriz identidade Max-Plus [ € andloga a tradicional: apresenta a identidade multiplicativa 0 na diagonal principal e
a 1dentidade aditiva —oo nas outras entradas.

Autovalores e Autovetores

Se considerarmos matrizes quadradas, podemos nos perguntar se existem autovalores e autovetores associados. A res-
posta € afirmativa no caso de matrizes reais e € detalhada no seguinte resultado [BB]:

Teorema 1. Seja M uma matriz d x d com todas entradas reais. Entdo, existe um tinico A € R e ao menos um v € R? tal
que Ml @ v=\Q V.

Demonstracdo. Dada M, tome A = a ® M, sendo v um escalar. Entio M @ v = AQ®v =>AQv=(a@ M)®Vv =
a®A®V)=(a+ ) ®Vv=p®v. Sem perda de generalidade (vide a observagdo anterior), tomamos 0 < A;; < L.
SejaT : R? — R’ com:

(Tx)i = P (Aij ® z;) — min ¢ P (Ay; © ;)
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E facil ver que (7x); > 0 e que:
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(Tx)is@(Lmj)—mgn @(omﬂ S@(L@mj)—@(mj):l}

J J J

Tomando a restrigao de 7' a regiao {x S Rde(O <z; < L)} um conjunto convexo, fechado e limitado (e, portanto,
compacto), € notando que 7' € uma aplicacdo continua, o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer garante a existéncia de ao

menos um ponto fixo v = T'(v). Fazendo A = miny, {@j (A ® vj)}, temos:

T(v)=v= (Tv)i:@(Aij@@vj) —A=v <= ARV=AQV
j

E assim fica provada a existéncia. Para a unicidade, suponhemos que 1 € A sdo autovalores associados aos autovetores
VvV e u, respectivamente. Suponhemos também A\ < p. Consideremos as n aplicacdes do produto Max-Plus de A por A.
Entio temos A" ® v = nA ® v. Tomando ¢ suficientemente grande, tal que Vi, ® v; > u;, temos (t @ V) Du = (t ® v).
Assim, AW @ (t@v) =AM [(tev)du =AM (tev)® AW ®u,1020,t @ (MA)QV = (1 ® (n\) ® V)P (nu) ®u
ou, Vi,t +v; —u; > n(pu — A). Mas, sendo ambos os lados da desiguladade postivios, existe algum valor de n tal que vale

Vi,n(p — A) >t + v; — u;. Portanto, u = .
[]

Polinomios
Um polindmio Max-Plus de grau n é uma funcdo p : R — R com:
pr)=a0® (1 R2) P (a2 R2xRx) P B, RTX® -+ Q)
=ay® (a1 ®x) D (a2®x(2)> D--- P (an®x(”))
= max{ag, a; + x,as + 2x, ..., a, + nx},

coma; € R, a, # —o0.
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Figura 1: Gréfico do Polindmio p(z) = -5 & (-2 ® 2) & (-5 @ z1?)

Propriedades

Seja p um polindmio de grau maior ou igual a 1. Entdo valem as seguintes propriedades [BB]:
1. p € continuo
2. p € monotono nao-decrescente
3. Existe x tal que x > xy implica p estritamente crescente

4. lim p(x) = ag

T——00

5. lim p(x) =+o0

T——+00
Quanto as raizes de p, temos trés possibilidades no que diz respeito ao seu comportamento:
1. Se ag > 0, nao ha raizes.
2. Se ayp = 0, ha infinitas raizes
3. Se ag < 0, ha exatamente uma raiz
Um polindbmio € dito irredundante se todos seus termos sao essenciais, 1sto €, existe a0 menos um valor de x para cada
termo a;, ® rrz*), em que ), é um inteiro, tal que p(r) =a; ® roa®),
Seja p(x) um polindmio essencial. Definimos [, = % os vértices de p(x). Nao é dificil de ver que os valores

x = [ sdo pontos de ndo diferenciabilidade de p(z) e correspondem aos vértices do seu grafico. Para esse caso, temos o
seguinte teorema [CM]:

Teorema 2. Seja p(x) = @_, ar. @ r1.2'Y) um polinémio irredundante de grau n. Entdo p(z) pode ser fatorado na forma
p(r) = 2" ® a, ® q(x) em que q(x) = 0 paran =0 e paran > 1, q(x) = Q_,(x ® i), onde e, = 1, — 11 éditaa
ordem de ;. Essa fatoragdo é tinica e toda expressdo dessa forma é a fatoracdo de algum polinomio Max-Plus.

Polinomio Caracteristico de uma Matriz

Um resultado classico da Algebra Linear é o da existéncia de autovalores para uma matriz e sua relacio com o polinémio
caracteristico dessa matriz p(\) = det(M — AI) e suas raizes.

H4 um resultado analogo para a matrizes e polindmios Max-Plus, relacionando os autovalores com os vértices do po-
lindbmio caracteristico, obtido a partir do permanente dessa matriz, definido a seguir.

Definicao 1 (Permanente). Seja uma M uma matriz Max-Plus d X d de entradas m;;. Seu permanente € dado pela seguinte
expressdo.

perm(M) = @ <® mta(t)>

o
O permanente de uma matriz € similar ao determinante, porém, com todos os termos positivos no somatorio.
A partir do permanente de uma matriz, definimos o seu polindmio caracteristico m/(z) = perm [M @ (x ® I)].
Com essa defini¢ao e os teoremas 1 e 2, obtém-se o seguinte resultado [C]:

Teorema 3. Seja M uma matriz d X d e my;(x) seu polindmio caracteistico. O maior vértice de 7y é o autovalor de M.
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