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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solu¢oes para o prob-
lema de Dirichlet para a equacao das hipersuperficies de curvatura média

constante em dominios limitados do espaco euclidiano.

Abstract

In this work we study the existence and uniqueness of solutions to the Dirich-
let problem for the constant mean curvature equation in bounded domains

of the Euclidean space.
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Introducao

O seguinte teorema, fundamental na teoria da hipersuperficies de curvatura
média constante do espago euclidiano, é um conhecido resultado de James
Serrin sobre a existéncia e unicidade de solugoes (suaves até o bordo) para o

problema de Dirichlet

D
div———=" = pHem Q, u=ypemd, (1)

1+ |Dul?

onde 2 C R™ ¢ um dominio limitado, H > 0 é uma constante e ¢ : 9Q — R

é uma funcao conhecida:

Teorema 0.1. Suponha que Q seja de classe C*® e que a curvatura média

Hyq da fronteira de Q) satisfaga a condi¢ao

Hyo(z) > n

1H, YV € 012.

Entdo, para cada ¢ € C**(0S) dada, existe uma tinica solugio u € C*%(Q)

para o problema (1).

Lembramos que o grafico de uma solucdo u : Q — R, ou seja, o conjunto
{(z,u(z)) tal que z € Q} Cc R™M,

¢ uma hipersuperficie do R™*! de curvatura média constante H em relacao
ao campo normal unitario N = (Ny, ..., N,y1) :  — R escolhido de forma
que N,,41(x) < 0 para todo x € €.

Este teorema foi originalmente demonstrado por Serrin em um extenso ar-
tigo de 1969 ([5]) e, em uma versdo mais abrangente, que inclui o caso com
dados apenas continuos no bordo, quase ao final do conhecido livro de David
Gilbarg e Neil S. Trudinger sobre Equagoes Diferenciais Parciais Elipticas

(Teorema 16.11 de [6]). Ambas as demonstragoes, mas principalmente a de
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[6], sdo desenvolvidas de modo a contemplar operadores quasilineares elip-
ticos satisfazendo hipoteses as mais abrangentes possiveis. Por esta razao,
as demonstragoes nao so6 ficam bastante elaboradas, mas muito técnicas, de
dificil leitura.

Nosso objetivo nesta dissertacao é apresentar uma prova direta, especifica,
do Teorema de Serrin. Procuramos destacar os pontos que sao fundamentais
para eventuais extensoes e generalizagoes deste teorema. Embora os resul-
tados que utilizamos estejam contidos em [6], é dado aqui maior destaque
aos argumentos geométricos, como feito em [3], que estende e generaliza o
resultado de Serrin a uma classe bastante ampla de variedades riemannianas,
os chamados espagos warped. A prova que apresentamos, de fato, segue os
mesmos passos de [3], mas s6 que aplicados diretamente ao espago euclidiano.
Diversas técnicas de EDP’s utilizadas na demonstragao do Teorema de Serrin
vém sendo muito estudadas em espacos warped.

Em relacao a prova do Teorema de Serrin propriamente dita, usamos o
método da continuidade, embora nao na mesma forma apresentada em |[6]
(Teorema 13.8) (enquanto o Teorema 13.8 esté baseado no Teorema do Ponto
Fixo Topologico, utilizamos na dissertacao o Teorema das Funcoes Implicitas
em espagos de Banach).

Com relagao ao método da continuidade, como sua aplicabilidade depende
de forma crucial do estabelecimento de estimativas a priori para a altura e
para o gradiente de solugdes do problema de Dirichlet associado (e em muitos
casos, como nos casos do espacos warped, apenas destas estimativas), na dis-
sertacao damos énfase especial a este ponto, particularmente a estimativas
do gradiente. Neste sentido podemos afirmar que o Teorema 3.7, que é uma
versao direta para o operador curvatura média do espaco euclidiano do Capi-

tulo 14 de [6], ¢ o resultado mais importante desta dissertacao. De fato, este



é o resultado mais importante para o Teorema de Serrin uma vez que é nele,
e apenas nele, que é usada a hipotese mais fundamental deste resultado, a
saber, a hipdtese geométrica. O Teorema 3.7 se generaliza e se estende ao
operador curvatura média de uma variedade riemanniana tipo espago warped
(conforme [3]).

Outros resultados que utilizaremos, como por exemplo, as estimativas de
Holder para o gradiente, bem como resultados classicos sobre EDP’s lineares
elipticas (teoria de Schauder, resultados da regularidade), subjacentes e fun-

damentais a teoria nao linear, serao apenas mencionados.



1 Preliminares

1.1 Espacos de Holder

Denotamos por C°(X,R™) o espago vetorial das aplicacoes continuas em
um conjunto X C R™. Quando m = 1, escrevemos C°(X,R) = C°(X).
Se K C R" ¢ compacto, entao qualquer f € CY(K,R™) é uniformemente

continua. Neste caso, munido da norma

‘flCO(K) = ‘f|O;K = Slll(p ‘f|,

C°(K,R™) é um espago de Banach.

Seja © um dominio (i.e., um aberto conexo) em R". Dado um inteiro nao-
negativo k, denotamos por C*(2) o espaco vetorial das fungoes u : @ — R
que tém todas derivadas de ordem < k em C°(Q), e por C*(Q) o espaco das
fungoes u € C*(2) que, juntamente com suas derivadas de ordem < k, tém
extensdo continua em ). Se o dominio © é limitado, entdo seu fecho Q é

compacto e C*(2) é um espaco de Banach mediante a escolha da norma

k
|u|Ck(§) = |u|k,§ = Z |DTU‘CO(§)7
r=0

onde

1
n 2
|DTU|CO(§) = ’Dru‘o;ﬁ = Slip ( E ’Dlllru|2> )
Q

74'17“'»1'7‘

é uma norma para a derivada de ordem r de u, que a cada z € () associa a

aplicagao r-linear D"u(x) = D"u, : R" x ... x R" — R.

Exemplo 1.1. Se

Du(x) = (g—;l(:z:), o %(x)) = (Dyu(zx), ..., Dyu(x))

bt



¢é o gradiente e

D?u(z) = ( aZ?xj (x)) = (Dyju(x)), 0<i,j<n

¢ a matriz hessiana de u em x € (), entao para k = 2 temos

|U|02(§) = |U’|2;§ = |U’|O;§ + |Du|0;§ + |D2u|0;§’

onde [ulo,=sup [u(z)], |Dulog= sup|Du(z)| = sup /> |Dyu(x)]?, e
| D?ul .= sup| D?u(z)| = sup \/ Y | Dyju(z) 2.

Se Q é um dominio limitado e 0 < o < 1, dizemos que uma funcao u é Hélder

continua com expoente o em () se

u(r) —u
’ z,yeﬁ |:L' - y|a
TF£Y
Quando a condicao acima vale para o = 1, a funcao u é dita Lipschitz

continua em ). Em ambos os casos, u é uniformemente continua em ) e o

conjunto

Co(Q) =C*(Q) ={u: Q- R; [u],q < oo}

é um espaco de Banach com a norma

|u|C’°‘(§) = |U 0,0;Q — ’u‘ﬂ;ﬁ + [u]a;ﬁ'

Para k inteiro ndo negativo, escrevemos C*(Q) para indicar o espaco das
funcdes u € C*(Q) que tém todas derivadas de ordem < k em C%%(Q).

Mostra-se que, munido da norma

’u‘C’“*a(ﬁ) = ’u‘k,a;ﬁ = ’u‘k,ﬁ + [Dku]a;ﬁ7

C*(Q)) ¢ um espaco de Banach.



Exemplo 1.2. Para k = 2, |u]27a;§ = ’“‘2;@ + [DQU]Q;Q, com

[DQU]Q;Q = sup ’DQU(l‘) — D2u(y)‘

. _ «
ER) |z — |
zF#Y

Por simplicidade, vamos escrever
Co(Q) = C*(Q), C*(Q) = C*(Q), C*(Q) = C*(Q) e C*(Q) = C*(Q).

Com essa notacao, podemos considerar espacos de classe C*® com 0 < o < 1.

Vamos dizer que a fronteira 02 de um dominio limitado €2 C R™ é de classe
Cke com k € {0,1,...} e a € [0, 1], quando para todo ponto p € I existe
uma vizinhancga aberta V =V, C R" contendo p e uma bijegao 1 de V sobre

um aberto W =W, C R" tal que:

ivy(YNQ) CRY ={zeR" z, >0}

i v (VNoN) CcOR? = {z e R"; x, =0} X R
iii o € CF(V,R"), ¥t € CF(W,R").

Quando 952 for de classe C*®, vamos dizer que o dominio €2 é de classe C*.

Nao é dificil ver que:

Lema 1.3. Dados k,j € {0,1,...}, a, 8 € [0,1], suponha que Q um dominio

limitado de classe C*. Se j+ 3 < k + « entdo Q é um dominio de classe

08 ¢ Cka(Q) C CI4(90).

Se © ¢ um dominio C** uma fungao f : 90 — R estd em CH*(0Q) se
foy~te CH (W, NoRY) para todo p € 9.
Neste trabalho, nos interessam especialmente os dominios limitados de classe

C%“ ¢ as fungoes de classe C**, com k =0,10u2e a € (0,1).



Lema 1.4 (p.137 de [6]). Se 9Q € C* com k > 1, entdo toda f € C**(09)
tem uma extensio f € C**(Q), ou seja, toda funcdo de classe C** em 09 ¢

a restricao de uma funcdo de classe O em Q.

Lema 1.5 (p.136 de [6]). Seja Q um dominio de classe C** em R (k > 1)
e seja S um subconjunto limitado em C**(Q). Se j + 3 < k + a, entdo S ¢

relativamente compacto em C%(Q).

O Lema 1.4 nos diz que, quando k > 1, sempre podemos considerar uma
funcio f € C**(09Q) como sendo a restricio de uma funcio f € CH**(Q).

Em C**(9Q) vamos considerar a norma

|fleraon) = nf{f € C*(Q); flon = f}.
Munido desta norma, C*%(9Q) é um espago de Banach.

Observagao 1.6. Note que, se cada ponto p € 9 tem uma vizinhanca
VY C R™ tal que YV N 0N é o grafico de uma funcao de classe C* com n — 1
variaveis, entao 92 € C**. Se k > 1, entdo a reciproca é verdadeira e ) é

uma hipersuperficie de classe C*® em R™.

1.2 Consideracoes de Natureza Geométrica

O grafico de uma funcao de classe C** definida num dominio do R” é uma
hipersuperficie de classe C*® em R"*!'. J4 observamos que, se k > 1, dizer
que um dominio limitado é de classe C** & o mesmo que dizer que sua fron-
teira é uma hipersuperficie de classe C¥® em R". A seguir, vamos caracterizar
hipersuperficies utilizando parametrizagoes.

Dizemos que M C R™! & uma hipersuperficie de classe C*, k > 1, quando
para todo p € M existe uma aplicacao injetiva ¢ : U — R"*! de classe C*

num aberto Y C R, com p € ¢(U) C M e tal que a derivada Do(z) =
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D¢, : R® — R""! ¢ uma transformacao linear injetiva para todo z € U.
Cada p = ¢(x) € ¢(U) C M tem sua posi¢ao determinada por n pardmetros,
a saber, as n coordenadas 1, ...,z, € R de x € U em relacao a base canonica
{e1,...,en} C R™ Nestas condigoes, ¢(U) é uma vizinhanga parametrizada
(de classe C*) de p e ¢ é uma parametrizag¢ao local (ou um sistema de coor-
denadas locais) em torno de p € M.

Se f é uma aplicacio de classe C* definida num aberto de R™ e com imagem
contida em M, entao, para qualquer parametrizacao ¢ de M, a aplicacao
¢t o f é de classe C* em todos os pontos em que estiver definida. Em
particular, se ¢ : V — R"*! & outra parametrizacao de classe C* em torno
depe W = oU)NyY(V) C M, entdo os conjuntos (W) e ¢~ (W) sdo

abertos em R" e a mudanca de coordenadas
¢ o T W) — 6TH (W)

¢ um difeomorfismo de classe C*, e reciprocamente.

Dado p € M, o espago tangente a M no ponto p é o subespago vetorial
T,M C R™"*! cujos elementos sao os vetores velocidade de todos os caminhos
por p em M. Mais precisamente, se 0 # £ € T, M entao existe uma apli-
cacao injetiva ¢ : (—e,€) — M (de classe C') tal que ¢(0) = p e d(0) = &.
Supomos que ¢ (t) # 0 para todo t € (—¢, €) e dizemos que tanto ¢ como sua
imagem é uma curva parametrizada em M. Em particular, se ¢ é qualquer
parametriza¢ao em torno de p = ¢(z), entdo 7, M coincide com D¢, (R"™) e
o conjunto formado pelos n vetores definidos por

() = (@) = Doale) = ol +te)| (=1 @)

¢ uma base de T, M.

Ei(p) =

Dizemos que uma funcio f: M — R & de classe C*, e escrevemos

f € C*(M), quando para cada ponto p € M existe uma C*-parametrizacao
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¢:UCR* — M, com p € ¢U), tal que fo¢ € C*U). Chamamos f o ¢
de expressio de f na parametrizacao ¢. A diferenciabilidade das mudancas
de coordenadas garante que f estd bem definida. A derivada de f no ponto

p € o funcional linear Df, : T, M — R definido por

DA(E) =€) = S fel)|_ e®

t=0
onde ¢ : (—e€,€) — M é qualquer curva parametrizada em M com ¢(0) = p
e d(0) =& Um campo de vetores tangente em M é uma aplicagdo X que
associa a cada ponto p € M um vetor tangente X (p) € T, M C R™*'. Vamos

dizer que o campo X é de classe C* se a aplicacao X : M — R"*! ¢ de classe

C*.

Exemplo 1.7. Seja ¢ : U — M é uma parametrizacio de classe C* em M.

Para cada x € U existe um tnico p € M tal que

z=¢"'(p) = (21(p), . 2a(p)).
Para cada ¢ = 1, ..., n definimos a i-ésima func¢ao coordenada por

z;i: oU) — R
p — wi(p) = (67 (p), &),

onde e; é 0 i-ésimo vetor da base canénica do espago vetorial R e (, ) denota
o produto interno usual. Entdo, cada funcao x; ¢ de classe C* num aberto
de M e sua expressao na parametrizacao ¢ coincide com a restricao a U do

funcional linear m; : R” — R definido por m;(e;) = (e;, e;) = ;.

Exemplo 1.8. As n aplicac¢oes definidas por (2) sdo campos tangentes de
classe C* definidos numa vizinhanca de M, os quais tém a propriedade de,
em cada ponto p = ¢(x), constituirem uma base para o espago T,M. Se

X é um campo de vetores tangentes em M, entao as coordenadas de X em
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relacao & parametrizagao ¢ sao as n funcgoes a; : M — R tais que, para cada

p = ¢(x) € M, temos

X(p) = a1(p)Er(p) + ... 4+ an(p) En(p).

Dizemos que M é orientdvel quando existe um campo continuo de vetores

unitarios normais a M, ou seja, quando existe uma aplicacao continua
p € M+ N(p) € R"" tal que |[N(p)| = 1 e (N(p),&) =0 V¢ € TyM.

Dizemos que N : M — S* C R*"! ¢ uma aplicacio de Gauss em M.

Para cada p € M, o produto interno euclidiano ( , ) : R*™! x R*"* — R
decompoe o espago R"! na soma direta R"*' = T,M @& (Tp./\/l)L, onde
(T, M)™ denota o complemento ortogonal de T, M em R"*!, no caso, a reta

gerada pelo vetor N(p). Sendo assim, podemos escrever
TL,M = {§ e R"™; (N(p),&) = 0}.

A aplicagao que associa a cada ponto p € M a restrigao de (, ) a T, M define
uma métrica riemanniana na hipersuperficie M.
Se ¢(U) é uma vizinhanga parametrizada de M e Ej, ..., F, sdo os campos

definidos por (2), as fungdes g;; : ¢(U) — R definidas por

gl](p) = <El(p)7E](p)> Z?] = 17 ey T, (3)

sao chamadas de coeficientes da expressao da métrica de M em relacao a
parametrizacao ¢. Se X,Y s@ao campos de vetores de tangentes em M,
existem funcoes coordenadas a;,b; : ¢(U) — R tais que, localmente, X =
Yoa;EieY =) bE;. Dai, (X,Y) =) g;;ab;.

A derivada de um campo X na direcao de um vetor { € T, M é o vetor

d
DX, (€) = 5 X(elt)| R,

11



onde ¢ : (—e€,€) — M é qualquer curva parametrizada em M com ¢(0) = p

e d(0) =¢. A parte tangente de DX,(€), a qual é dada por
VeX = DX, (€) = (DX,(E), N(p))N(p) € TyM, (4)

¢ a derivada covariante (ou intrinseca) do campo de vetores tangente X na
direcao do vetor { € T, M. Note que a definicao de VX nao depende da
orientacao escolhida.

Dado um campo de vetores tangente X : M — R"™! e uma funcao diferen-
ciavel f : M — R, a derivada de f em rela¢iao a X é a fungao X(f): M — R
definida por

X(N)p) = X(p)(f) = Dfp(X(p)) VpeM.
Valem as seguintes propriedades:
a) (X +Y)(f) = X(f)+Y(/),
b) (fX)(9) = fX(9),
c) X(f+g)=X()+X(9),
d) X(fg) = X(f)g + fX(9),

para quaisquer campos tangentes X,Y e fungoes f,g em M.
Dados dois campos de vetores tangentes X,Y em M, a derivada covariante

de'Y em relagao a X é o campo de vetores tangente VxY dado por
(VxY)(p) = Vxp)Y € T,(M) Vpe M.

A derivada covariante de campos de vetores tangentes satisfaz as seguintes

propriedades: para quaisquer X,Y,Z e f,g em M:
(i) VixygvZ = fVxZ +gVyZ,

12



(i) Vx(Y+2) =VxY +VxZ,
(i) Vx(fY)=X(f)Y + fVxY,

as quais indicam que a aplicagdo V : (X,Y) — VxY é uma conexdo afim

sobre M, enquanto a propriedade
(iv) X (Y, 2)) =(VxY,Z) + (Y, VxZ)

indica que tal conexao afim é compativel com a métrica de M. Dizemos
entao que V é a conexao riemanniana de M.

Em coordenadas locais, se X = > a;E; e Y => b E;,
ViV =) <X(bg) + erjaibj> B,
¢ i

onde as fungoes I'; definidas por

VEZE ZF Eg, i, | = 1,...,71,

sao os simbolos de Christoffel da conexao V. Se (¢*) denota a inversa da

matriz (g;;) entao
= ngf i(950) + Ej(g0) — Ee(gi5)) -

Observe que, no espaco R™™! com a métrica euclidiana, a conexao riemanni-
ana é dada por (VxY)(p) = DY,(X(p)) para quaisquer campos de vetores
X, Y definidos sobre abertos em R"*!, e os simbolos de Christoffel de V sao
todos nulos.

Seja M C R™"! uma hipersuperficie conexa e orientavel. Eleja uma aplicacao

de Gauss

N : M — R

13



A derivada da aplicacao normal de Gauss em um ponto p € M é a transfor-

macao linear

d
dt
onde ¢:(—¢,€) — M é uma curva parametrizada tal que ¢(0) = p, ¢(0) = &.

Note que |N(p)| = 1 implica (DN,(§), N(p)) = 0 para todo £ € T, M. Sendo

VeN = DN,(€) = — N(e(t))],_y:

assim, esta bem definida a aplicagao

Ay TM — T,M
§ — Ay(§) = —DNy(§),

chamada de operador forma (ou operador de Weingarten) da superficie M.
Para cada p € M, A, é um operador linear autoadjunto (em relagao ao
produto interno canénico de R"™! restrito a T,M), de modo que a forma

bilinear correspondente a, : T, M x T, M — R ¢é simétrica, ou seja,

(&, ) = (Ap(£), C) = (£, Ap(C)) = a,((, §) para quaisquer &, ¢ € TyM.

Se X é um campo de vetores tangentes em M, a funcao (X, N) é identica-

mente nula sobre M, logo

§((X,N)) = (DX,(€), N(p)) + (X(p), DN,(£)) = 0

para todo £ € T, M , qualquer que seja p € M. Dai,

(DX,(€), N(p)) = =(X(p), DN,(§)) = (X(p), Ap(E))

e (4) pode ser escrita na forma

DX,(§) = VeX + (A4,(§), X () N(p), (5)

chamada de formula de Gauss da hipersuperficie.
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Dados dois campos tangentes X,Y, como X(Y,N) = 0, para cada p € M

temos

(DY, (X(p), N(p)) = (A4(X(P),Y(p)
= (X(p), 4, (Y (p)) = (DX, (Y (p), N(p)),

isto é, os vetores DX,(Y(p)) e DY (X(p)) tém a mesma parte normal e a
diferenga DY, (X (p)) — DX, (Y (p)) é um vetor tangente a M no ponto p. O
campo [X, Y] definido por

(X, Y](p) = DYp(X(p) = DX, (Y(p)) = (VxY = Vy X) (p)

¢ chamado de colchete de Lie dos campos tangentes X,Y : M — Rl e

satisfaz a identidade

(X YI() = X(Y(f)) = Y (X)) (6)

Dada uma fungao f : M — R (suficientemente diferenciavel), para cada
ponto p € M, o gradiente de f no ponto p é o vetor V f(p) € T,M definido
por

(VI(p),§) = Dfp(§) =&(f) VE € T(M).

Dai, Vf é um campo de vetores tangente sobre M, dado por

(Vf, X) = X(f)

para todo campo tangente X : M — R""!. Definimos o hessiano de f no

ponto ponto p como sendo a aplicagao
V2£(p) : oM — T,M

dada por
V2 f(p)(€) = VeV f
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para todo £ € T, M.
De acordo com (4), VeV f =D (Vf), () —(D(Vf), (&), Vf(p)N(p), donde
para quaisquer &, ¢ € T, M vale

V2 f(p)(&¢) = (VeVf.Q) =(D(Vf),(©).0)

Para cada f € C?(M) operador V?f definido por V2f(X,Y) = (VxV/f,Y)
¢ bilinear e simétrico (a simetria segue de (6)).
A diwergéncia de um campo X em um ponto p € M é definida como sendo

o traco da aplicagao linear § € T,M —— VX € T, M, ou seja,
divX(p) =tr (§ — VX))
Finalmente, definimos o laplaciano de f como sendo a funcao Af dada por
Af =divVf.

Em coordenadas locais, temos V f = Z d'E(f)E;,

/L"j

divX:;<Ei(ai)+;P§jaj> MZE (\/m >

e

Af= MZE <,/det 9i)97 E;( ) Zg” (E:E;(f) —TLE(f)) -

Exemplo 1.9. Se f é a restricdo de uma funcao f : W — R definida num
aberto W C R"™! contendo M, denotando por Df o gradiente euclidiano de

f, temos

Vf(p)=Df(p) = (Df(p), N(p))N(p), (7)
ou seja, nesse caso V f(p) é a projegao do vetor gradiente

Df(p) = (D1f(p); s Dns1 f(p)) € R™H
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sobre o espago tangente T, M. Usando (3.6), nao ¢é dificil ver que

V2f()(& Q) = (D(Vf)p(€), C) = D*f(p) (&, C) + (Ap(€), (D (p), N(p)),

onde

D216, C) = (DD, = > gD

ij=1

Gj

denota o hessiano euclidiano de f no ponto p = (p1,...,Pns1) € M C W
aplicado aos vetores & = (&1,...,&41),¢ = (C1y ey Guy1) € Ty,M C R™MHL

Além disso,
Af(p) = Af(p) +nH(p)(Df(p),N(p)) — D*f(p)(N(p), N(p)),
sendo Af = trD?f o laplaciano euclidiano de f.

Denote por A a aplicagao que associa cada ponto p € M ao operador
§ — Ay(§) = —DN,(9).
Tal aplicacao é diferenciavel no seguinte sentido: para todo campo de vetores

tangente X em M, o campo de vetores

AX: M — RvH!
p — (AX)(p) = A(X(p)) € LM
é diferenciavel. Esta aplicacao tem as seguintes propriedades:
(i) A(X+Y)=AX + AY,
(i) A(fX) = FA(X),
para quaisquer campos tangentes X,Y e qualquer fungao diferenciavel f.
Dado um campo tangente X em M, vamos definir a derivada covariante de

A em relagdo a X como sendo a aplicacao VxA que associa cada campo

tangente Y de M ao campo tangente em M dado por

(VxA)(Y) =Vx (AY) - A(VxY). (8)
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Lema 1.10. Seja trA : M — R a fungao dada por (trA)(p) = tr(4,).
Para cada campo tangente X em M, verifica-se que tr (VxA) = X (trA).

Equivalentemente, para cada p € M wvale
tr (VeA) = £ (trd) = (€, V(rA)(p)) Ve € T,M. 9)
Além disso, para quaisquer campos X,Y em M vale a identidade
(VxA) (Y) = (VyA) (X).
Ou seja, para todo ponto p € M wvale
(VeA) (€) = (VeA) (§) V€, ¢ e TM. (10)

Em especial, note que, denotando por V a conexao Riemanniana em R
(5) é equivalente a

VyX = VyX + (AY, X)N.
Dada uma direcao £ € T,M, o ntimero real

_ b
e

é a curvatura normal de M em p na direcao de £. Tal valor é a medida da

K(€) (4p(£), €)

curvatura da secao normal determinada pela diregao &, ou seja, é a curvatura
em p da curva formada pela intersecao entre a hipersuperficie M e o plano
que passa por p e é gerado por £ e N(p).

Como A, ¢ autoadjunta, existe uma base ortonormal que diagonaliza A,,
para todo p € M. Os n autovalores k1(p), ..., k,(p) de A, sdo as curvaturas
principais, e os correspondentes autovetores sao as direcoes principais de M
em p.

A curvatura média de M em um ponto p é a média aritmética de suas

curvaturas principais, ou seja,

Hp)= > wilp) = ted, (11)



1.3 Operadores Lineares Elipticos

Um operador diferencial linear de segunda ordem num aberto 2 C R” é uma

aplicacao linear L : C*(Q) — C°(Q2) da forma

u(@) = L(u)(z) = Y ay(w)Diju(r) + Z bi(z ) + c(z)u(x),

ij=1
com coeficientes a;; = aj;, b;,¢ € C°(Q?). Diremos que L é eliptico em €

quando a matriz (a;;(x)). ¢ positiva definida para todo x € Q, ou seja,

1,7=1,..., n
se A(z) é o autovalor minimo e A(z) é o autovalor maximo de (a;;(z)), entdo

L é eliptico em () se

n

0 < A@)lpl* < Y ay(@)pip; < Alx)[pf

ij=1

para quaisquer p = (py, ..., pn) € R" — {0} e z € 2. Além disso, se

A=inf AM(z) e A=supA(z),

e 2eQ

entao diremos que o operador L é estritamente eliptico em € se A > 0 e

uniformemente eliptico se 0 < A < A < oc.

Observe que da continuidade das fungoes a;;,1 < 4,5 < n, segue a con-
tinuidade das fungoes A, A. Sendo assim, quando €2 C R"™ é um dominio
limitado, todo operador eliptico com coeficientes continuos é uniformemente

eliptico em .

19



No que segue, vamos nos restringir as caracteristicas dos operadores linares

elipticos da forma

n

ij=1 i=1

com coeficientes continuos e limitados.

1.3.1 O Principio do Maximo

Os operadores elipticos de segunda ordem distinguem-se especialmente pelo
chamado principio do mdximo, o qual torna possivel que se estabelecam
limites para os valores que uma func¢ao v assume num dominio onde satisfaz
L(u) > 0 (ou L(u) < 0). A seguir, enunciamos as versoes deste principio
que servirao aos propositos do presente trabalho. As demonstragoes desses

resultados podem ser encontradas em [6] (p.33-34).

Teorema 1.11 (Principio Fraco do Méaximo). Seja @ C R™ um dominio

limitado. Dada uma fungdo u € C*(2) N CO(SY), suponha que
L(w) >0 (< 0) emQ,
onde L € o operador eliptico dado por (12). Entao
sup u = sup u (inf u = inf u).
1p U = sup ( infu)
Corolario 1.12. Sejam u,v € C%(Q) N C°(Q).

i Se L(u) = L(v) em Q, u=wv em 02, entao u = v em .

ii Se L(u) > L(v) em , u < v em 0, entao u < v em €.
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Lema 1.13 (Hopf). Seja L dado por (12) e suponha que Lu > 0 para qual-
quer u € C%(Q) N CHQ). Se xg € I € tal que, Vo € Q, vale u(zy) > u(w)
e Q) satisfaz a condi¢ao da bola interior em xg, entao a derivada de u na

diregdo da normal exterior v em xy € tal que 9%(zo) = (Vu(zo), (o)) > 0.

Teorema 1.14 (Principio Forte do Maximo). Seja L dado por (12). Se
u € C?(Q)NCQ) € tal que Lu = 0 (ou Lu < 0) em Q, entdo u atinge um

valor mdzimo (ou minimo) em §) se, e somente se, u € uma constante.

1.3.2 Estimativas A Priori para o Caso Linear

Munidos com o principio do maximo, somos capazes de estimar, sob hipoteses
bem gerais, as normas de uma solu¢cao de uma equagao linear eliptica por
cotas que dependem apenas do operador eliptico associado & equacgao.
Seja f : 0 — R uma dada funcao continua. Vamos enunciar um resultado
que estabelece que a norma C° das solucoes da equacdo linear eliptica
n n
L(u) = Z a;; Diju + Z b;D;u = f em Q (13)
ij=1 i=1
pode ser estimada em termos do didmetro do dominio €2 e das normas dos

coeficientes do operador L e da funcdo f no espaco C°(Q).

Teorema 1.15 (p.36, [6]). Seja L : C*(Q) — C°(Q) um operador linear
estritamente eliptico do tipo (12). Se f € C°(Q) e u € C(Q) sdo tais que

L(v) = f no dominio limitado Q, entao
C
sup [u] < sup [u] + - sup | f|
Q 29 Ao

com C = C(4,5) onde 6 = diamS), X\ é o menor autovalor de L e [ =

%sup|b,~|.
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Para garantir a existéncia de uma solugao classica para (13), é necessario
que exista a > 0 tal que f e os coeficientes de L sejam de classe C*. Um

enunciado fundamental referente a essa classe de equagoes ¢é o seguinte:

Teorema 1.16 (6], p.98-99). Seja L um operador linear estritamente eliptico
com coeficientes continuos em um dominio limitado Q C R"™ de classe C*“ e
seja u € C**(Q) uma solugio de L(u) = f em Q, onde f € C*(Q). Suponha
que u = @ em 0L, com o € C**(Q).

Entao

2,050 + ‘f‘O,a;ﬁ) ’

com C = C(n,a, \,M, Q) e M tal que |ai;|g g, |bilooq < M.

’u‘Q,a;ﬁ < C (lu‘O;ﬁ + ’(10

Este Teorema sintetiza muitos dos resultados que podem ser obtidos me-
diante as técnicas que constituem o que hoje é conhecido como Teoria de
Schauder. No6s o usaremos adiante para estabelecer a compacidade do op-
erador quasilinear eliptico associado as hipersuperficies de curvatura média

contante do espaco euclidiano.

1.3.3 Existéncia, Unicidade e Regularidade de Solucoes para o

Problema Linear

Teorema 1.17 (p.107 de [6]). Seja L um operador linear estritamente elip-
tico num dominio limitado Q2 de classe C**. Suponha que f e os coeficientes
de L pertencem ao espaco C*(Q). Entdo, para cada ¢ € C**(Q), o problema
de Dirichlet

Lu)=femQ, u=pemod

tem uma tinica solugio u € C*%(Q).
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Teorema 1.18 (p.109 de [6]). Sejau € C*(Q) uma solugio da equagao linear
eliptica L(u) = f num aberto Q2. Suponha que f e os coeficientes de L estao
em C*2(Q). Entio u € C*22(Q). Se f e os coeficientes de L estio em

C>®(Q), entao u € C>(9Q).

Teorema 1.19 (p.111 de [6]). Seja L um operador linear estritamente elip-
tico num dominio Q@ C R™ de classe C*2% (k > 0) e seja p € CF22(Q).
Suponha que u € C°(Q)NC3(Q) € uma solugio do problema L(u) = f em €,
u =@ em 09, onde [ e os coeficientes de L sio fungdes em C**(Q). Entio

u € CF22(Q).
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2 O Operador Curvatura Média

2.1 Definicao e Propriedades

Seja f : W — R uma funcao de classe C? num aberto YW C R"*!. Sec € R ¢
um valor regular de f, isto &, se f(p) = c = Df(p) # 0, entao M = f~!(c) é
uma hipersuperficie de classe C?. Em cada ponto p € M, o espaco vetorial

tangente T, M ¢ o conjunto formado pelos vetores £ € R™™! perpendiculares

Df

BIi define uma aplicacao

ao vetor Df(p). Em particular, a expressao N =

de Gauss em M. Temos

Df(p)
IDf(p)|

Suponhamos que M é o grdfico de uma fungao diferenciavel u : 2 — R, onde

nH(p) = trA, = —trDN, = —divN(p) = —div

Q é um aberto em R" = {z,,; = 0} C R""! ou seja
M = {(z1,...,xn,u(xy, ..., x,)) | (1,...,T,,0) € Q}.

(note que a exigéncia de u ser diferenciavel é necesséaria pois, mesmo sendo
M diferenciével, ela pode ser o grafico de uma fungao apenas continua). Dai,

definindo f(z1, ..., Tpy1) = Tpy1 — u(xq, ..., x,) No aberto
W=QxR={(x1,.... 20, Tpy1) | (x1,...,2,,0) € Q}

de R™"! decorre que f é diferenciavel em W e Df = (Du, —1) # 0 para todo
p € W. Conseqiientemente, a curvatura média de M com relagao & normal

N = Df/|Df| é dada por

Du
1+ |Dul?

Portanto, dado um dominio limitado 2 C R", o grafico de uma fungao

nH(xy,...,Tn1) = — (div ) (1, o0y T, 0), (21, .., T, 0) € QU

u € C*(Q) tem curvatura média constante H > 0 se u satisfaz a equacao
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diferencial parcial

D
div—u = —nH. (14)
V' 1+ [Dul?
Como
3 1 . - —DjUDZ‘jU
Ori \\/1+[Dul’ ] ‘= (1 + |Dul?)?’
temos

1 1
- = A D|———— | ,Du) =
1+ |Duf? 1+ |Dul? u+< ( 1+|Duy2>’ u>

1 n
———— | (1 + |Du]*)Au — DuDjuD;;u |,
(1+ [Duf2)? ( Z Y
onde
Au = divDu = Z D;u
i=1

é o laplaciano da fungao u. Assim,

D n
div—u = —nH <— Z Aij(Du)Diju +nH (1 + |Du|2) =0,

1+ |Dul? by

3
2

onde

Aij(Du) = (1 + |DU|2) 0ij — DiuDju.

Para ver que a equagao (14) é do tipo eliptico, denotemos por S(R™) o espago
in(n + 1)-dimensional das matrizes simétricas de ordem n (naturalmente

identificado com o espago euclidiano R™*") e consideremos a aplicagao
AL e R" — A(£) = (44(6)) € S(R").

Para cada £ € R™, verifica-se que A(§) é uma matriz positiva definida, com
autovalor minimo igual a 1 e autovalor maximo igual a 1+|£|?. Em particular,
para todo x € €,
0 < [pl* <Y Ay (Du(x)) pip; < (L+ |Du(x))|p]*,  Vp € R" —{0}. (15)
ij=1
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Vamos definir o operador curvatura média como sendo o operador diferencial

eliptico Qy : C%(Q2) — C°(Q) dado por

- 3
Qu(u) = Z Aij(Du)Diju+ nH (1 + |Dul?)?
ij=1
Este operador é diferenciavel no espaco de Banach C?(Q), ou seja, para cada

u € C2(f) existe uma aplicagdo linear continua
D(Qu), : C*(Q) — C°(Q),

a derivada de @ em u, tal que

|Qu(v) = Qu(u) = D(Qn),, (v — u)]

v—u —
’/U ulQ;Q

=0.

Com efeito, nao é dificil ver que

= 2_ Ay(Du)Dyyv+ Y B; (Du, D*u) Dy,

i,j=1 i=1

D), (v) = 5 Qulu+ 10)

onde
B: (Du, D*u) = (2Au +3nH\/1+ yDuP) Diu—2 " DjuDju.
j=1

Para mostrar que D(Qy),, ¢ continua, lembremo-nos que uma aplica¢ao linear
entre espagos vetoriais normados é continua se, e somente se, é limitada. Ora,

para cada u € C%(€2), os coeficientes A;; e B; sdo limitados por uma constante

C =C(n, H,|ulyg), logo

1D(Qu), (V)]0 < Z | Aijlo:e| Dijvlo.q + Z | Bilo;o| Div]ose
ij=1 i=1
< C(|D*o0 + [Dvlog) < Clulyo,
o que mostra que D(Qy), ¢ continua. Além disso, também é continua a
aplicacao D(Qy) : u— D(Quy),, j& que
A:LeR"— A(§) = (4;5(£)) € S(R")
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B:(¢,0) € R" xS(R") — B(¢,0) = (B;(,0)) € R”
sdo continuas. Portanto, o operador curvatura média ¢ de classe C*.

Lema 2.1. Dadas u,v € C*(Q), existe um operador linear eliptico
L = L(u,v) tal que Qu(u) — Qu(v) = L{u—0)

Prova: Tome w = u — v. Queremos encontrar L linear eliptico tal que
L(w)(z) = Qu(u)(z) — Qu(v)(x), Vo € Q. Consideremos o caminho 9(t) =

tu+ (1 —t)v. Com tal nota(;éo,
1

Qu(u) — Qu(v) = QH( t))dt = /O D(Qu) ye) (V' (t)) dt =

0

(Z Aij (DY(t)) Dijw + i B; (DY(t), D*V(t)) Diw> dt =

4,j=1 =1

_ Z: ( / L (Dt ))dt> Dyyw + i ( /0 By (DV(t), D*0(1)) dt> Duw.

I
c\

D f bt dor li L= Ajj———
essa forma, obtemos um operador linear ”21 i D 8 Z 8
com coeficientes A;;, B; : Q — R definidos por

1 1
Al-j(x):/ Ajj (DO(t)(x))dt e Bi(x):/ B; (Dﬁ(t)(x),D%?(t)(x)) dt.
0 0
Finalmente, como
1
S Ay0as =3 / S(DIO)E > [ lePat e
1,j=1 i,j=1 0

para quaisquer £ = (&1,...,&,) € R” e z € Q, vemos que L ¢é eliptico.
0J

A importancia da correspondéncia acima demonstrada esta no fato de ela
tornar possivel estender os principios de maximo e comparagao validos para
os operadores lineares ao operador curvatura média. Combinando o Teorema

1.11 com este Lema, obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 2.2. Suponhamos que as fungées u,v € C°(Q) N C%(Q) sdo tais
que Qu(u) = Qu(v) no dominio limitado 2. Entao
sup(u — v) = sup(u — v).
Q o0

Em particular, se u < v em 0f), entao u < v em ).

2.2 0O Método da Continuidade

Com a notagao da segdo anterior, o problema de Dirichlet (1) é equivalente

ao problema de Dirichlet
Qu(u) =0em Q, u=pem 09, (16)

onde ¢ : 90 — R é uma fungao conhecida. Vamos aplicar o método da
continuidade para estabelecer, sob certas condigoes, a existéncia e unicidade

de solucoes deste problema. Para tal, consideramos o conjunto
T ={te|0,1]; Juc C**(Q) tal que Quu(u) = 0 e ulpq = tp}.

Note que Z # &, pois u = 0 é uma solugao quando ¢t = 0.
Se formos capazes de mostrar que Z é aberto e fechado em [0, 1], garantimos

a existéncia das solugoes de todo os problemas
Qu(u) =0em Q, u =ty em I
em particular, mostramos que existe solugao para (16).
2.2.1 A Abertura
Dado t, € Z, precisamos mostrar que existe € > 0 tal que
(to — €, to+€)N[0,1] CZ.
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Isso é feito mediante o Teorema da Aplicacao Implicita. Tomamos uma

extensdo p € C*%(Q) e construimos a aplicago

T(t,u) = Quu+ty),

comt € Rewue C?*(Q). Temos

DT 4,u0) (t: ) = D(Qrynr) yy 410 (1 + 1) ,

logo, como @y & de classe C', T também ¢ de classe C*. Note que
t() E I < T(to,uO - to(p) — 0.

Sendo assim, se mostrarmos que a derivada de (), em relagdo a u no ponto
Uy — top € um homeomorfismo, garantimos a existéncia de uma vizinhancga
aberta U C C*%(Q), com u, — typ € U, e de uma fungdo de classe C"!

¢ :(ty— €ty +€) — U tal que T(t,((t)) = 0 para todo t € (t, — €,t, + €);
conseqlientemente, garantimos que Z é aberto em [0, 1].

Para mostrar que

orT

%(tm Uy — to@) = D(QtoH>uO

¢ um homeomorfismo, vamos provar que D(Qy), € bijetiva e tem inversa
continua. Note que, fixada u € C**(Q2), dizer que a aplicagio D(Qy), ¢
sobrejetiva é o mesmo que dizer que, para cada f € C%(Q), existe uma
solugao v € C?%(Q) para a equacio linear D(Qy),v = f, e dizer que é

injetiva ¢ dizer que tal solugao é tnica.

Pois bem, restrito ao subconjunto
Co™(Q) = {v € C**(Q); vlog = 0},
o operador linear D(Q)y), satisfaz as condi¢oes do Teorema 1.17, logo
D(Qu), : G (Q) — C*(9)
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é bijetiva.

Falta mostrar que a aplicacao inversa
L= (D(Qu),)" : C*(Q) — C()
é continua. Para isso, sejam f,g € C%(Q) e v,w € C’g”(ﬁ) tais que
f=D(Qx),(v) e g=D(Qu),(w).
Entdo v — w € C7*(Q) é uma soluco de
D(Qy),(v—w)=f—gem Q, v—w=0emIQ,

e podemos aplicar o Teorema 1.16 para concluir que existe uma constante Cy

tal que

|L(f) — L(9)|2,a =|v— w|2,a <Ci(jv—wlo+|f - g‘ﬂ,a) .

Pelo Teorema 1.15, existe C, tal que

v —wlo < Calf = glo.a;

e entao
|L<f) - L(Q)’Za < C|f - g|0,a'

Isso mostra que L é continua. Portanto, D(Qy), ¢ um homeomorfismo linear
e Z é aberto em [0, 1].

2.2.2 O Fechamento

O objetivo principal nesta se¢ao ¢ demonstrar o seguinte:

Teorema 2.3. Seja Q C R™ um dominio de classe C**, com a € (0,1).

Consideremos o conjunto
S ={uec C*(Q); 3t €[0,1] tal que Quu(u) = 0 eulgg = tp}.
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Suponha que existe uma constante C tal que

lul;.q = sup [u| +sup [Du| < C Vu € S.
Q Q

Entao T é fechado em [0, 1].
Isso seré feito com o auxilio dos resultados considerados na seqiiéncia.

Lema 2.4. Como sempre, seja 2 C R™ um dominio limitado de classe C*.

Se u € C%(Q) € tal que
Qu(u) =0 emQ,  ulpg = ¢ € C**(99),
entio u € C**(Q) N C=(Q) e existe C = C(n, o, Q, |ul} o, |9l2.a00) tal que
|uly,0m < C.

Prova: Para cada u € C?(12), defina

3
2

f“:Q—R por fYz)=-nH(1+|Du(z)]’)® e (17)

L": C**(Q) — C*(Q) por L"(v) = Y _ Ay(Du)Djjuv. (18)

ij=1
Note que
Quu) =0em Q <= L*(u) = f*em

e, pelo Lema 1.3, u € C%*(Q) implica f* A;;(Du) € C%(Q). Entao, dos
Teoremas 1.18 e 1.19 segue que u € C?*(Q) N C=(Q) e do Teorema 1.16

segue a estimativa desejada.

OJ

Lema 2.5. Se Q € de classe C*® e S ¢ limitado em CYP(Q) para algum
B € (0,q], entao Z € fechado em [0, 1].
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Prova: Tomemos uma seqiiéncia {t,}3°, C Z com t;, — t € [0,1]. E preciso
mostrar que entdo t € Z. Pois bem, para cada k € N existe u;, € C%*(Q) tal

que
Qu(ug) =0em Q. uy =t em 0.

Ou seja, para cada seqiiéncia {t;} C Z existe uma seqiiéncia correspondente
{up} € S. Se S ¢limitado em C'4(Q) para algum 3 € (0, a] entdo, pelo Lema
2.4, S ¢ limitado em C*?(Q). Dai, pelo Lema 1.5, S é relativamente compacto
em C%(Q). Ora, dizer que S ¢ relativamente compacto em C%(Q) é o mesmo
que dizer que toda seqiiéncia de elementos de & possui uma subseqiiéncia
convergente em C2(€)). Sendo assim, existe uma subseqiiéncia {uy,} C {us}
convergindo para uma certa u € C2(Q), isto é, tal que EIHEO |uk, — uly = 0.
Como

T:[0,1] x C*(Q) — C°(Q)

dada por
T(t,u) = Qu(u)

é uma aplicacao continua, entao
Quiu) = T(t,u) =T (Jim () =

- éhrgo T (tkw uké> - Zlggo th‘eH (ng) =0,

ou seja, Qiy(u) =0 em Q. Além disso, como
ulog = i (up,[a0) = lim t,p = typ € C>*(Q),

do Lema 2.4 resulta que u € C**(Q)). Conseqiientemente, ¢t € Z.
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O ultimo Lema nos diz que o fechamento de Z esta subordinado & existéncia
de uma estimativa uniforme para a norma C'# dos elementos de S. Para
melhorar essa situagao, podemos nos valer da seguinte versao de um resultado

conhecido como Estimativa de Hélder para o Gradiente:

Teorema 2.6. Seja Q C R™ um dominio limitado de classe C?. Se u €

C*(Q) satisfaz Qu(u) = 0 em Q, entio existe 3 = B(n, |u],q,Q) > 0 tal que
[u]ﬁ;ﬁ < C’
onde C = C(n, H, |u|, g, [u|200, ).

A demonstracao desse tltimo Teorema segue os passos da demonstragao do
Teorema 13.2 de [6].
Prova do Teorema 2.3: Decorre diretamente do Teorema 2.6 juntamente

com o Lema 2.5.
O

Observacao 2.7. De acordo com o que vimos até aqui, podemos dizer que
a abertura de Z ocorre sempre que €2 é um dominio limitado de classe C*.
Contudo ¢ facil ver que o fechamento de Z em geral é falso. O fechamento
de 7 s6 vai ocorrer mediante hipoteses sobre o dominio e sobre o dado no
bordo. Estas hipoteses sao de natureza geométrica e envolvem H, a dimensao
n do espaco Euclidiano, a curvatura média da hipersuperficie bordo de €2, e
a regularidade do dado no bordo ¢.

Como veremos adiante, o uso de barreiras e o principio do maximo para o
gradiente nos permite inferir estimativas uniformes a priori para a norma C*

das solucoes.
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3 Estimativas A Priori

3.1 Estimativa da Altura

Lema 3.1. Seja M C R" uma hipersuperficie conexa de classe C*. Dada

uma fungio f € C*(M), suponha que o laplaciano de f em M wverifica
Af>0(<0)em M.

Entao [ atinge um valor mdximo (ou minimo) em M se, e somente se, [ é

uma constante.

Prova: Seja py € M um ponto de méximo de f. Tome uma parametrizagao

local ¢ : Q — M com py = ¢(zg). Para todo x € €2 temos

Af(6) = Y- g7@) 5 (0 0)a) + 3 (o) 5 0 6)(a) > 0
onde
N
hi(z) = ZJ: ma_%g(x)g (),

sendo g = y/det(g;;). Note que as fungoes g, h; estao em C°(Q) e a matriz
(¢") & positiva definida em ).
Por hipotese,

(f o 9)(x) = f(¢(x)) < flpo) = (f 0 @) (o),

ou seja, rg é um ponto de méaximo para fog¢ € C?(2). Portanto, do Teorema
1.14, segue que f o ¢ é constante em (2. Dai, f é constante em ¢(2). Como

M é conexa, [ é constante em M.
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Seja h : M — R arestri¢ao a M da funcao dada por h(p) = (p, €,.1) = Pni1,
onde e, ., denota o n + 1-ésimo vetor da base canoénica do R"™!. O gradiente
de h em M, o qual vamos denotar por Vh, é a parte tangente do seu gradiente

euclidiano Dh, isto é,

Vh(p) = Dh(p) — (Dh(p), N(p))N(p)
Crg1 — <en+1> N(p))N(p) =€ — Nn+1(p)N(p)-

Dados &, ¢ € T, M, temos

VER(p)(E, ) = (D(Vh),(8),¢) = (Ap(€), O)Nosa(p)-

Entao,

Ah(p) = tr (V?h(p)) = (tr4,) Noyi(p) = nHN, . (p).

Consideremos agora N, ., = (N, e,,,). Para cada ¢ € T, M,

D (Noin), (§) = DN, €.11)), (§) = (DNp(E), €1ia)
= —(Ap(&), €uir) = —(A(€), VA(p)) = = (& Ap(Vh(p)))-

Logo,
VN,.i(p) = =4, (Vh(p)) .

Dados &, ¢ € T, M, temos

V2Nn+1(p) (€,€) = (VeVN,4, ().
Usando (8) e (10), obtemos que

ngNnH(p) = _vf(A<Vh(p)))
= —(VeA) (Vh(p)) — Ay (VeVh(p))
— — (VonwA) (&) — 4, (VeVh(p))

Sendo assim, se § € T, M é um vetor unitario,
VN, (0)(6,6) = ~((VenpA) (€):€) = (K(€))* Noa ().
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Como a aplicagao trA : M — R é constante, usando (9),
tr (VonpA) = (V(trd)(p), Vi(p)) = 0.

Portanto,
ANn+1<p) =tr (VZNnH(p)) = _’Ap‘QNnH(p)-
Teorema 3.2. Seja u € C*(Q) tal que Qyu(u) =0 e ulsn = .
Se H =0 entao
sup [u| < sup |¢|.
Q 89
Se H # 0 entao

1
sup |u| < su + —.
o] < sup o] + 7

Prova: Se H = 0, o resultado ¢é conseqiiéncia imediata do Teorema 2.2.
Suponha H > 0 e considere a fungao f(p) = Hp,i1 + Nyi1(p) definida sobre
o grafico de u. Para todo p € M = u(Q2) vale

Af(p) = H(nHNn+1(p)) - |Ap|2Nn+1(p) = (nH2 - ‘Aplz) Nn+1(p) = 0,
pois N, ., < 0 por hipotese e, além disso, vale
|A,l> = (nH)* = " ki(p)r;(p) = nH* Vp € M.

1<j

Se x € 0f) entao
@ u@)) = Hipla) + Ny (2, (0)) < Hsupg
Logo, do Lema 3.1 segue que
flz,u(z)) = Hu(z) — N, (z,u(z)) < Hsglgpgo Va € Q.

Sendo assim,

1 —
u(z) <supp+ — Vo e
00 H
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3.2 A Distancia até a Fronteira

Nesta secao o objetivo é encontrar uma expressao conveniente para a funcao
distancia ao bordo d(z) = dist(x,02) de modo que fiquem claras suas pro-
priedades. Usaremos esta funcao para construir barreiras que darao estima-
tivas para o gradiente de solugoes no bordo.

Primeiramente, vamos mostrar uma versao fraca (Lema 3.3) do conhecido
Teorema da Vizinhanga Tubular, seguindo a linha usada em [4]. A seguir,
relacionamos este ultimo resultado com a curvatura do bordo (Lema 3.4).
Se Q C R é um dominio limitado de classe C?, sua fronteira 92 C R™ é uma
hipersuperficie orientével (porque ¢ fechada e sem bordo) de classe C?. Seja
v:0Q — S ! C R" a aplicacao normal de Gauss interior de 9). Entao

v e CHIN) e, para cada x € 09,

n—1

Haq(x) = — ! div v(x) = ! Zfﬁi(l’),

n—1 n—1+4
=1

onde k1(z), ..., kp_1(x) sdo as curvaturas principais de 92 em z, isto é, os
autovalores do operador A, = —Duv, : T,,(09)) — T,(0%2), associados a uma

correspondente base ortonormal de 7},(052).

Lema 3.3. Seja Q C R™ um dominio limitado com fronteira 0S) de classe
C?. Entdo existe um nmimero positivo ¢ = €(Q) tal que d € C*(V.), onde

V. ={rcQ; d(z) < e}

Prova: Para uma dada parametrizagao (local) ¢ : Y C R* ! — R” de

0Q) C R™, consideremos a aplicagao 1 : Y X R — R™ definida por

U(p,r) = d(p) + rv(d(p)),
onde v denota o campo normal unitario interior de Of).
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Como ¢ é de classe C? e v é de classe C!, certamente 1) é C*. Temos

0 0
o 0.1) = Doy 1Dy 0 Do, ¢ G o) = w(0(p)

Dado z = ¢(p) € 09,

T, (09) = Ty (0Q) = Do, (R"™) = Dipp0) (R x {0}) C Dtpyy0) (R™)

o(a) = v (6) = 22(p,0) € D (BY).

Logo,
T,(09) & (To(9Q))" = R C Dty (R™),

onde (T,(8Q))" ¢é a reta gerada por v(z). Isto mostra que Dy, ) € sobre-
jetiva. Portanto, D, ) ¢ um isomorfismo e podemos aplicar o Teorema da,
Aplicagao Inversa para encontrar € = ¢(x) > 0 tal que ¢ é um difeomorfismo
de classe C! sobre o aberto W = ¢ (U x (—¢,¢€)) C R".

Denotando por P a proje¢ao P(p,r) = p, vemos que a aplica¢ao dada por
T=¢oPoyp W =00 talque y==x+rv(z)=n(y) =2
¢ de classe C'. Além disso, para cada y € W,
d(y) = d(¥(p,r)) =r=(y —7(y), v (7(y)))
é a distancia com sinal de y até 0S2. Dal,
Dd(y) =v(r(y)) Yy e W = Dd=vor € C'(W) = d € C*(W).
Como 052 é compacta, existe um € > 0 tal que d € C?*(W,) onde

W (002) = U {z+rv(z);—e<r<e}

€N

¢ uma vizinhanca aberta de 99 em R”. Tome V., = QN W..

38



Lema 3.4. Para quaisquer x € 02 e y = x + rv(x) € V. (02), temos

n—1

1 _ ki)
1%?31}51Ki($) < - e Ad(y) = —; T ()

Prova: Note que, ¥V (p,r) € v~ (W,),

V({p} x (=€, €)) ={z+rv(z);—e<r <€}
¢ um segmento normal & 002 em x = ¢(p) e a aplicagdo m projeta cada
um desses segmentos no ponto correspondente de 0€), ou seja, para cada
y=x+rv(zr), m(y) = x é a projegao ortogonal de y sobre 0f; @D(L{ X {r}) é
uma hipersuperficie parametrizada paralela a por¢ao de 92 que contém ¢(p),
isto é, paralela ao subconjunto ¢ (U) = ¢ (U x {0}) C 9.

Para cada r fixo temos

0
D(¢y), = 8—?(}7, r) = (I +1Dvyp)) 0 Doy = (I —1Agyp)) © Doy, (19)

onde Ay, e I denotam, respectivamente, o operador de Weingarten e a
identidade em R™™! = T, (0Q) C R™. Como ¢, tem derivada injetiva para
todo 7 € (—¢, €), segue-se de (19) que 0 < [I =1 Ay |, r € (—¢,€). Dai decorre
que

rlAl <1, r € (—€,¢)

para todo x € 0f2. Fazendo r — € obtemos

1 > emax|A,| = elgr?&{lm(x)

o que prova uma das desigualdades do lema.

Como
Dd(y) = v (z) = D(Dd), o D(¢r), 0 Do, = Dvy 0 D,
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usando (19) e o fato de que ¢ é um homeomorfismo obtemos
D3d(y)o (I —rA,) = —A,.

Dai, se k;(x) é um autovalor de A,, entao

—ki(T)
1 —rki(x)

Ai(y) =
é um autovalor de D?*d(y) = D(Dd), = —A, associado ao mesmo autovetor.

O

3.3 O Principio do Maximo Para o Gradiente

Teorema 3.5. Suponhamos que u € C2%(2) N CYHQ) é uma solugio de
Qu(u) =0 em Q. Entao

sup | Du| = sup |Dul.
Q B

Prova: Note que, pelo Teorema 1.18, u € C*(Q) N C3(Q), de modo que
v = |Dul|* € C°(Q2) N C%*(Q). Temos

n

D,
Qu(u) =0 <= Au— Z 1+|g |2D juDj;u+nH+/1+ |Dul? = 0.

Escrevendo c¢; = e notando que Djv =23 y DjuD;;u, obtemos

1+ |Dul?
1 n

Qu(u) =0 < Au—+ §ZCiDiU +nHy/1+|Dul?> =0.
i=1

Derivando em relagao a x;, multiplicando por Dj;u e em seguida somando em

relagdo j, obtemos que Qy(u) = 0 equivale a

1,j=1 4,j=1 1,j=1

\/1—|—|Du|2 ’
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que por sua vez equivale a

- Z (Dyju)? ZD“U + = Z ¢;DjuDyv +

4,j=1 zgl

il 2
+= Z;DCZDUDU—{— w/1—|—|Du| Zl+|Du|2
Assim, escrevendo
1 1 D.uD.:u
] — o 51 zDz = — (SZ"——Z J ,
i = 5 O + al) 2( g 1+|Du|2)
1 nH 5
= 5 ZD]CZD]U, — T\/ 1+ |DU,| C;,
j
obtemos por fim que
Qu(u) =0 < L(v) ZaUDUv—i—ZbDv_Z(Diju)220_
1,j=1 i,j=1
Logo, pelo Teorema 1.11,
SuUp v = sup v,
Q o9
e portanto
sup | Du| = sup | Dul.
Q o9
O

Lema 3.6. Dados w,u,v € C**(Q) ez € 09Q, se w(zr) = u(r) = v(x) e

w < u < v, entao
| Du(x)| < max {|Dw(z)|, [ Dv(x)[}.

Prova: Seja M = max {|Dw(z)|,|Dv(x)|} e seja v o vetor unitario normal
a df) em x apontando para o interior de §2.
Seja w um vetor unitario tal que (w,v) > 0 e seja v : [0,£) — Q tal que

Y(0) =z e (07) =w.
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Temos que w(y(t)) < u(y(t)) < v(v(t)). Dado € > 0 existe 0 < § < £ tal que
para todo t € (0,0) tem-se

w(y(t)) — w(z)

—M —¢e<
t t t

de modo que

u(y(t)) — u(x)

t
Fazendo ¢t — 0 obtemos (Du(x),w) < M +¢e. Logo (Du(x),w) < M e o

<M+

resultado segue.

OJ
3.4 Estimativa do Gradiente
Teorema 3.7. Seja u € C?(Q) uma solugdo de (16). Suponha que
Hpo(z) > %H, Yz € 0. (20)

Entao |Du| < C em 99, com C = C (n,Q, H, |ulpg, [¢l,q)-
Prova: Seja d(z) = dist(x, dQ). Vimos que d € C?(V,), onde
V. ={z € Qd(x) < €}.

Tome w = fod+ ¢, onde p € C*(Q) & conhecida e f € C®[0,00) ¢é a
fungao f(d) = ¢In(1 + kd) com ¢ e k constantes positivas. Note que f' >0 e
"= —%f’2. Temos
" 3
Qu(w) = Y AyDyw+nH (1+|Duwl’)? =

1,j=1

ij=1

+nH (1 + |Dw?)(1 + [Dw|?),
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onde A;; = (14 |Dw[*)é;; — DiwDjw. Como |Dd| =1, f" <0e

€? < Z Aij&i&; < 1+ [Dwl?)[E]* V€ e R,

ij=1
é facil ver que
i Z Ay DidD;d < Z AiiDijo < (1+ | Dw|*)| D*p.
i,j=1 t,5=1

Portanto, observando que (1 + [Dw|?)2 < 1+ |Dw|,

Qu(w) < f"+ f Z AijDijd+ (1+ |Dw|?)|D*¢| +nH (14 |Dw|?)(1 + | Dw)).

ij=1
Além disso,

n

i,j=1 i,j=1
= > (f?Did+2f'Dip) D;dDyyd + Y~ DypDjpDyjd =
i,j=1 i,j=1
= Z DipDjpDijd,
i,j=1

pois |Dd(z)| = 1 Vo € V. = (D(Dd).(€),Dd(x)) = 0 V¢ € R", e em
particular

(D(Dd),(e;), Dd(x ZDUdD d=0.

Agora,

> AyDyd = (14|Dwl)Ad—> ~ DiwDjwDj;d = (14| Dw|*)Ad—Y ~ DypD;Disd.
ij=1 ij=1 ij=1
Lembrando que D?d é negativa definida e denotando seus autovalores por \?,

Z DipD;D;;d = Z 4> |Dy|*Ad.

4,7=1
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Logo,
Z AiiDyd < (1+ |Dwl® — |Dg|*)Ad

i,j=1

Conseqiientemente, tendo em vista que
|Dwl? = f? +2f(Dd, Dp) + | Dg|* < (f' +|Dyl)?,
obtemos

Qu(w) < f"+ f'(1+|Dw> — [Dp|*)Ad +
+(1 + |[Dw|*)|D*p| +nH(1 + |Dw|?)(1 + f' + | D))
= f"+ f'(1+|Dw]> = |Dyp|*) (Ad +nH) +

+(1+ |Dw]?) (|D*¢| + nH(1 + |Dg|)) + f'nH|Dypl|*.

Ja vimos que, para cada x € V,, se r1(n(2)), ..., kn—1(7(z)) sdo as curvaturas

principais de 0f) no ponto w(z) = projegao ortogonal de = sobre 0f2, entao

a —ri(m(x)) : a N
) sel<i<n—1, = 0. :
A (z) = 1= dry(n(2))’ se i<n e Ai(m(z)) = 0. Sendo assim, nao

esquecendo que max k; < —,
€

Ad = Zl—d/il Z —K; = — n—l)Hag nH.

=1

Logo,
Qu(w) < "+ f'nH|Do|* + (1 + |Dw]?) (|D*¢| + nH(1 + D)) .
Finalmente, lembrando que —¢f” = f"? e escolhendo ¢ de modo que
1 2
7 > 0= (D% +nH(1+[Dgl),
obtemos

Qu(w) (=071 + B3) 2+ (nH|Dy|* + 2|Dy|B) f'+ (1 +|Dy|*) 3 < 0. (21)
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Para escolher a constante k, escreva p = |ulyq + |¢[o.g. Como
w(r) =LIn (1 + kd(x)) + @(r) < LIn (1 + ke) + |¢log
tomando k£ = % (e% - 1) teremos
w(r) > u(xr) para todo z € 9 (V.NN). (22)
Sendo assim, pelo Teorema 2.2, de (21) e (22) segue que
w(z) > u(xr) para todo z € V. N
Portanto, podemos aplicar o Lema 3.6 para concluir que

|Du(y)| < |Dw(y)| = k¢ para todo y € 0N.
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4 Demonstracao do Teorema de Serrin

Concluimos esta dissertacao juntando as pecas que demonstram o teorema:

Teorema 4.1. Suponha que Q) seja de classe C*“ e que a curvatura média

Hyq da fronteira de Q) satisfaz a condicao

n

Hag(m) = 1H, Vo € 0f).

Entdo, para cada ¢ € C**(0S)) dada, existe uma tnica solu¢io u € C*%(Q)

para o problema (1)

Prova: Definindo, como antes
T={tel0,1]; Juec C**(Q) tal que Qi (u) = 0eulspn = ty}

temos Z # & pois u = 0 é uma solucao quando ¢t = 0. Decorre do provado

na segao 2.2.1 que Z é aberto e dos Teoremas 3.7 e 3.2 que existe C tal que
ule < C

para toda u € Z. Podemos entao aplicar o Teorema 2.3 para concluir que 7

é fechado. Segue-se que Z =0, 1] e o teorema de Serrin esté provado.
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