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Resumo

Este trabalho é composto por duas partes, Propriedades genéricas de lagrangianos e problemas
variacionais holonomicos em sistemas de funcoes iteradas.

Na primeira parte, nosso principal resultado é o teorema de Kupka-Smale, no contexto de
lagrangianos, afirmando que, para um valor fixado k € R, genericamente (no sentido de Mané,
isto ¢, existe um subconjunto residual (em topologia C*°) de potenciais suaves, O, tais que L + f
tem a propriedade desejada, para todo f € O), para um lagrangiano convexo e superlinear numa
variedade compacta, o nivel de energia k£ é regular e todas as orbitas periddicas, neste nivel,
sao nao degeneradas de todas as ordens (isto é, a aplicagdo de Poincaré linearizada, restrita
a este nivel de energia, nao tem raizes da unidade como autovalores). Além disso, todas as
intersecoes heteroclinicas neste nivel sao transversais. Todos os resultados que nds apresentamos
sao verdadeiros em dimensao n > 2, exceto para teorema de perturbacao local para aumentar a
ordem de nao- degeneracao, cuja prova é conhecida somente em dimensao 2.

Na segunda parte nés consideramos sistemas de fungoes iteradas (IFS). Associado a um IFS
podemos consider o skew-product continuo 6 que descreve o comportamento global do IFS. Em
seguida analisamos p-sistemas com pesos para os quais faz sentido definir uma teoria de formalismo
termodinamico. Para tal introduzimos, no contexto de IFS; o conceito (j& conhecido para shifts
[20]) de probabilidade holonémica em [0, 1] x 3. Tal conjunto de probabilidades tem a propriedade
de descrever, via desintegracao, todos as probabilidades estacionarias para o IFS quando este é
visto com um processo de Markov. Também consideramos probabilidades holonomicas ergédicas
e apresentamos o correspondente ao teorema ergddico (que é apenas uma adaptacao do Teorema
Ergddico de J. Elton). Para uma probabilidade holonémica © no [0, 1] x ¥ definimos os conceitos
adequados de entropia e pressao obtendo um principio variacional. Finalmente, nés analisamos o
problema de maximizar a integral de um potencial dado.

Abstract

In this work we consider two subjects: generic properties of lagrangians and variational holonomical
problems on iterated functions systems.

In the first part, our main result is the Theorem of Kupka-Smale, in the lagrangian setting, claiming
that, for a fixed value fixed k € R, generically (in Mané sense, that is, there exists a residual subset (in
C* topology) of smooth potentials, O, such that L 4+ f have the desired property, for all f € O), for
a convex and superlinear lagrangian defined in a compact surface, the energy level k is regular and all
the periodic orbits, in this level, are nondegenerated of all orders (that is, the linearizated Poincaré map,
restricted to the energy level, does’t have roots of unity as eigenvalues). Moreover, all the heteroclinic
intersections in this level are transversal. All the results that we present here are true in dim n > 2,
except for a theorem of local perturbation, that increase the order of non-degeneration, whose proof we
are able to obtain just for dimension 2.

In the second part we consider iterated function systems. Associated to a IFS one can consider a
continuous map & which describes the global behavior of the IFS. We introduce, on the IFS setting,
the concept (considered before in [20] for shifts) of holonomic probability on [0,1] x ¥ that is closely
related with the stationary probabilities for the IFS under the stochastic point of view. We consider
the concepts of entropy and pressure for p-weighted systems, getting a variational principle. Also we
consider holonomic ergodic probabilities and we present the corresponding Ergodic Theorem (which is
just an adaptation of a previous result by J. Elton). Finally, we analyze the problem of maximizing the
integral of a potential.
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Introducao

Nosso principal objetivo na primeira parte é obter propriedades genéricas, no sentido de
Mané ( ver [11], [26]), para um lagrangiano convexo e superlinear, em uma variedade Riemanniana
suave compacta M sem bordo.

O principal resultado apresentado é o Teorema de Kupka-Smale (Teorema 2.2) , afirmando
que, para um valor fixo & € R (um nivel de energia), genericamente, este nivel k é regular (isto é,
k é um valor regular da fungao energia associada a este lagrangiano), e todas as érbitas periddicas
neste nivel sao nao degeneradas com intersecoes heteroclinicas transversais.

Para a prova do Teorema de Kupka-Smale, o lema de nao degeneragao (Lema 2.7) e um lema
de perturbagdo para subvariedades lagrangianas (ver Contreras & Paternain [13], Lema A3) para
obter a transversalidade das subvariedades invariantes.

O teorema de Kupka-Smale, nesta formulacao, relembra o teorema das métricas bumpy, para
fluxos geodésicos, formulado por R. Abraham em 1968, cuja prova completa foi dada por D. V.
Anosov em 1983 (Anosov, [6]).

O trabalho de W. Klingenberg e F. Takens [25] no teorema das métricas bumpy foi entao
corrigido por Anosov [6] usando o método de indugao similar ao usado por M. Peixoto [31] na
prova do teorema de Kupka-Smale original.

Em nosso trabalho, seguimos as mesmas linhas de Anosov [6], adaptadas a perturbagoes por
potenciais. Também, introduzimos uma modificagao no argumento padrao da Teoria do Controle
para equagoes diferenciais (inicialmente usado por Klingenberg [24], no contexto de perturbagao
de fluxos geodésicos, e depois J. A. Miranda [27] para fluxos magnéticos em superficies e também
Contreras [9] para a prova do Lema de Franks em fluxos geodésicos.) para que tal argumento
pudesse ser aplicado com sucesso ao caso de perturbacao por potenciais. Neste caso ndés nao
dispomos de coordenadas especiais (como coordenadas de Fermi) como em [24], [27] e [9] entd@o
nos introduzimos uma nova aproximagao sem o uso de vizinhangas tubulares (ver Teorema 2.17).
no comego desta prova nés utilizamos um argumento similar ao usado por Robinson [33], Lemma
19, Pg. 592, mas nossa prova é bastante diferente.

Observemos que as propriedades genéricas no sentido de Mané nao podem ser deduzidas do
trabalho pioneiro de Robinson no contexto geral de perturbagao de hamiltonianos (ver [33] e [34])
pois tal conjunto é muito maior que o conjunto dos poténcias onde devemos efetuar todas as
perturbagoes.

J& a transversalidade é mais facil de ser obtida. Para isto é suficiente seguir os mesmos passos
de Contreras & Paternain [13], Lemma 2.6 ou J.A. Miranda [27], Lemma 3.9. A diferenga neste
caso é como construir o potencial explicito que realiza a perturbacao desejada (Lema 2.23).

Finalmente, enfatizamos que a obstrucao para a prova do teorema de Kupka-Smale na nossa
formulacao, em dimensoes mais altas é ligado com a natureza da perturbacao que aparece no
Teorema 2.17.

Como em Contreras [9], Lemma 7.3 and 7.4, nés precisamos resolver uma equagao matricial
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na algebra de Lie de S,(n) = {matrizes simpléticas 2n x 2n}. Por sua vez a solubilidade desta
equacao ¢é fortemente relacionada com as propriedades espectrais da matriz em coordenadas locais
de H,,. Todavia, esta matriz nao pode ser alterada através de perturbacoes por potenciais. Além
disso, em casos nao geodésicos a equagao citada acima é muito complexa.

Gostarfamos de salientar que, embora em dimensao 2, este resultado se aplica a um conjunto
muito grande de objetos, mesmos em niveis de energia subcriticos para a Teoria de Aubry-Mather
(ver [11] para uma exposigao desta teoria).

Na segunda parte nds consideramos sistemas de fungoes iteradas (IFS). Um IFS ( iterated
function system), ([0, 1], ) no intervalo [0, 1], ¢ uma familia de fung¢oes continuas 7o, 71, ..., T4—1 :
[0,1] — [0,1] tais que J=; 7:([0,1]) = [0, 1].

Associado a um IFS podemos considerar o skew-product continuo ¢ : [0,1] x ¥ — [0,1] x ¥,
definido por ¢(z,w) = (Tx,@w) (), 0(w)) onde ¥ = {0,1,...,d — 1}, 0 : ¥ — ¥ é dado por
o(wy, we, ws, ...) = (wg, w3, wy...) € Xi: 3 — {0,1,...,n — 1} é a projecao na coordenada k.

Um p-sistema com pesos, p > 0, é um sistema com pesos ([0, 1], 7;,u;) tal que existe uma
funcao positiva mensurdvel limitada h : [0,1] — R e uma probabilidade v no [0, 1] satisfazendo

P,(h) = ph, Piv)=pv.
Nao ha sentido em perguntar se uma probabilidade v no [0, 1] aparecendo em um IFS é invari-

ante para um sistema dinamico, mas, nés podemos perguntar se esta probabilidade 7 no espaco
[0,1] x ¥ é holonémica para &.

Uma probabilidade 2 no [0, 1] x ¥ é chamada holonémica para 6 se [ goddi = [ gdi, Vg €
C'(]0,1]). Denotaremos o conjunto de todas as probabilidades holonémicas por H.

Através de desintegragao, probabilidades holonémicas 7 no [0,1] x ¥ sdo naturalmente as-
sociadas & p-sistemas com pesos. Mais precisamente, existe uma probabilidade v no [0,1] e
ui, i €4{0,1,2,..,d — 1} no [0, 1], tal que P*(v) = v.

Nos consideramos probabilidades holonomicas ergodicas e apresentamos o correspondente ao
teorema ergédico (que é apenas uma adaptagao do Teorema Ergédico de J. Elton).

Para uma probabilidade holonémica 7 no [0, 1] x ¥ definimos a entropia

0= i, [

onde ¢ € BT é qualquer potencial positivo fixado.

Finalmente, nds analisamos o problema: dado ¢ € BT, encontrar a solucao 7 do problema de
maximizacao

p(6) = sup{ () + / In(¢)di }

veH



Capitulo 1
Pré-requisitos

O objetivo deste capitulo é introduzir defini¢oes e resultados que serao utilizados no decorrer
deste trabalho. Para os nossos propésitos vamos fixar a seguinte notagao, uma estrutura suave
serd sempre uma estrutura C'* e uma variedade X serd sempre uma variedade de Banach suave
com dimensao possivelmente infinita, se nada for dito em contrario.

1.1 Topologia Diferencial

Definicao 1.1. Sejam X e Y wvariedades e f : X — Yuma aplicacio suave. Dado x € X, diremos
que f é:

i) submersiva em x, se D, f € sobrejetora e Ker(D,f) tem codimensao finita em T,X;

i) imersiva em x, se D, f € injetora e o fecho de Im(Dyf) tem codimensao finita em Ty Y.

A aplicagio f serd dita uma submersao(respec. imersao) se for submersiva (respec. imersiva)
em x, Vo € X. Uma imersao injetiva é denominada uma mergulho. Um valor y € Y € dito valor
reqular de f se f é submersiva em f~1(y).

Definicao 1.2. Seja X um espacgo topologico. Um subconjunto R C X € dito genérico se R é uma
interseccao enumerdvel de abertos densos. O espaco X serd dito de Baire se todo o subconjunto
genérico for denso.

Definicao 1.3. Sejam B, X e Y wariedades. Uma aplicagio p : B — C®(X;Y), tal que,
p(@) == py, Yo € B, é dita uma representagdo se a sua valoragao ev, : B X — Y dada
por ev,(p, ) = p,(x) € suave.

Definicao 1.4. Sejam X e Y wariedades e f : X — Y suave. Dados W C X um subconjunto
qualquer e S C Y wuma subvariedade. Diremos que f € transversal a S em W e denotaremos

fhw S, se Ve € W temos f(x) € S ou, se f(z) € S entao
1) dp f(ToX) + Ty()S = Tyw)Y;
i) (do f) " (Tyw)S) tem codimensao finita em T,X.

Teorema 1.5. ([2], pg. 45, Corolario 17.2)

Sejam XY wvariedades e f: X — Y suave. Dada S CY uma subvariedade, se f th S entdo
i) f71(S) C X € uma subvariedade;
3



i) Sex € f71(S) ey = f(x) entdo
(dof) T, S) = Tuf (S)

iwi) S e f~1(S) tem a mesma codimensdo;
w) Se S € fechada e f~1(S) C K, K C X um compacto, entio f~(S) tem um nimero finito de
componentes conexas.

A demonstragao de (i), (ii) e (iii) é dada como em [2], entretanto, (iv) é mais geral e merece
um comentério. De fato, analisando a argumentacao de [2], podemos ver que somente necessita-
mos que f1(S) esteja contida em um compacto e nao que X seja compacto.

Teorema 1.6. (/2], pg. 48, Transversalidade paramétrica de Abraham)

Sejam X uma variedade de dimensdo finita (com bordo ou sem bordo), Y variedade sem bordo
e S CY uma subvariedade de codimensao finita. Considere B uma variedade sem bordo, p : B —
C>(X;Y) uma representacdo suave e sua valoragdo ev, : B x X — Y. Se X, B sdo espagos de
Buaire e ev, M S entdo o conjunto R = {p € B | p, M S} € um subconjunto genérico (e portanto
denso) de B.

Para resultados adicionais de Topologia Diferencial ver [4].

1.2 Dinamica Lagrangiana

Consideramos sempre (M, g) uma variedade riemanniana, n-dimensional, sem bordo, completa.

Definicao 1.7. Um lagrangiano (auténomo) em M é uma fun¢do suave (C*), L :TM — R
satisfazendo as sequintes condigoes:

2L
Ov; 0v;
uniformemente positiva definida, ¥Y(z,v) € TM, ou seja, existe A > 0, tal que,

s

(x,v) calculada nas coordenadas lineares da fibra T, M, é

(i) Convezidade: A hessiana

W+ Lyy(x,0) - w > AJwl|?
para todo (x,v) € TM e para todo w € T, M.

(11) Superlinearidade: Para todo A > 0 eziste B € R, tal que,
L(z,v) > Alv| — B, ¥(x,v) € TM.
Que implica a condi¢ao

L
lim (z,v) = +00,
o] =400 |V]

uniformemente em x € M;

(11i) Boundedness: Para todo r > 0,
lr)= sup L(z,v) < +oo;

(z,v)ETM
lv|<r

g(r) = sup w- Ly(z,v) w < +0o0.
|Jw|=1

|(z,v)[<r



A equagao de Euler-Lagrange (E-L) associada ao lagrangiano L é

d OL . oL .
%%(nyﬁ) = %(%95) (E-L)

Definigao 1.8. Seja L um lagrangiano em M. Definimos por ¢F : TM x R — TM o fluro em
TM associado ao campo lagrangiano X : TM — TTM. A condigdo(iii) da defini¢ao 1.7, implica
que o fluxo gerado por L em TM € completo.

Definicao 1.9. Seja L um lagrangiano em M. Dado 6 € T M diremos que 6 € um ponto fixo para
o fluro ¢F se ¢pL(0) = 0,Vt € R, ou equivalentemente, se X' (0) = 0.

Se ¢L(0) = 0 para algum T > 0 e 6 nao é ponto fizo, diremos que 6 é um ponto periddico de
periodo positivo T e denominaremos seu periodo minimal por Ty, (0) = min{t > 0 | ¢L(0) = 6}.
E claro que qualquer periodo positivo T é um maultiplo natural do periodo minimal.

Definigao 1.10. Seja L um lagrangiano em M. Definimos a sua funcao energia Ep : TM — R
por Ep(z,v) = %(z,v) - v — L(z,v). Dado k € R definimos o seu nivel de energia como sendo o

; v
conjunto

eb ={0 = (x,v) e TM | EL(0) = k}.

Da anélise sabemos que se k é valor regular de Ej, entdo €5 é uma hipersuperficie de codi-

mensao 1 em T'M, invariante pelo fluxo lagrangiano pois L é autonomo. Ainda pela convexidade
e superlinearidade de L temos que €% ji que M é compacta.

Definicao 1.11. Seja L um lagrangiano em M e 6 um ponto periddico de periodo positivo, Thn.
Fizada uma sec¢ao transversal ao fluxo, Y contida no nivel de energia de 0, existe uma func¢ao
suave T : U C X — R, tal que, 7(0) = Tin, que € o tempo de primeiro retorno a 3, tal que a
aplicacao P(X,0) : U — X dada por

P(X,0)(0) = 5(9)(9)

¢ um difeomorfismo local, que deixza 0 fixo. Esta aplicagao é denominada aplicacao de primeiro
retorno de Poincaré e os autovalores da sua diferencial independem da se¢ao transversal escolhida.

Definicao 1.12. Seja L um lagrangiano em M e 6 um ponto periodico de periodo positivo, Thin.
Diremos que 6 é uma orbita nao-degenerada de ordem 1 para L se

Ker(dgP(%,0) — 1d) = 0.
Respectivamente 6 € nao-degenerada de ordem m > 1 para L se
Ker((dgP(X%,0))™ — Id) = 0.

A propriedade de ser nao-degenerada de ordem m, diz que dgP(%,6) ndo possui como autovalores,
m-raizes da unidade.

Para mais detalhes sobre dinamica lagrangiana e definigoes em coontextos mais gerias de
aplicagao de Poincaré ver [3].



1.3 Dinamica Hamiltoniana

Aqui estamos interessados no ponto de vista hamiltoniano da dinamica lagrangiana descrita
anteriormente.

Primeiramente introduzimos um sistema de coordenadas = = (z1, ..., x,) em M e consideramos
sempre a métrica riemanniana } em M, entao teremos 6 = (x,v) um sistema de coordenadas em
TM onde v := Evia%i' Analogamente temos ¥ = (x,p) um sistema de coordenadas no fibrado
cotangente T*M onde p := > p;dux;.

Adicionalmente introduzimos a forma simplética canonica em T*M dada por
w = —dO.
onde © = pdx é a 1-forma de Liouville em T*M. Nessas coordenadas
w=>Y_ dx; \dp;.

0
-1, 0

Consideramos entao o hamiltoniano H associado a L dado pela transformada de Fenchel na
velocidade, isto é,

Denominando a matriz simplética canonica por J = [ " } temos que w(uy, us) = ui Juy.

H(z,p) = max ipv — L(z,v)}.

Definimos entao o campo hamiltoniano como o tinico campo X em T* M tal que wy(X 2 (1), €) =
dyHE para todo € € TyT*M. Nas coordenadas locais (z, p)
H _ 0 0
X" =H,5 —H, o
Denotamos por ¢ : T*M x R — T*M o fluxo em T*M associado ao campo hamiltoniano
X" . T*M — TT*M. Este fluxo preserva a forma simplética w.

Definindo a transformada de Legendre £ : TM — T*M por L(x,v) = (z, L,(z,v)) pode-se
mostrar que £ é uma conjugacao entre os fluxos lagrangiano e o hamiltoniano e que H = E; oL

Sendo L convexo e superlinear obtemos que H é convexo e superlinear. Usando a transformada
de Legendre obtemos que

p=Ly(z,v) e v=Hy(x,p),

portanto, H,,(x,p) é positiva definida em 77 M, uniformemente em x € M.

Finalmente, note que a transformada de Legendre associa o nivel de energia £ com o conjunto
de nivel H~!(k). Portanto se k é valor regular de E;, entao k é valor regular de H, ou seja, H (k) é
uma hipersuperficie de codimensao 1 em 7% M, invariante pelo fluxo hamiltoniano. Assim podemos
definir a aplicacao de primeiro retorno de Poincaré correspondente em T M.

Seja ¥ um ponto periédico para ¥ em T*M de perfodo positivo, T, (9). Fixada uma
secao transversal ao fluxo, ¥ contida no nivel de energia de ¥, H~ (k). Existe uma funcio suave
7:U C ¥ — R que é o tempo de primeiro retorno a ¥, tal que a aplicagdo P(X,9) : U — ¥ dada
por

PIZ.0)0) = Wl (9),



Note que pela propriedade de conjugacao, a nao-degeneracao de uma érbita independe do
ponto de vista hamiltoniano.

E possivel mostrar que a forma simplética w restrita a Ty é ainda nao-degenerada e fechada,
logo a aplicacao de Poincaré é simplética.

Mais ainda, dgtp2 = (£) = —dym(§) X + dyP(X,09)(€), V& € TyY. Portanto temos que

min

1 deT
dw%’m |7y 11 ()= [o dﬂP&,ﬁ)}

em particular, para T" = mT,.;, '
dopff (€) = —do (314" doP(3,0)) ()X + dy P(X,0)" (), ¥E € TyX

Logo, a condicao de que ¥ é nao-degenerada de ordem m > 1, é equivalente a dizer que
a multiplicidade algébrica de A = 1 como autovalor de dyi% |7, H-1(k) ¢ igual a 1. J& que os
polinomios caracteristicos estao relacionados por:

Paypr(A) = (1= A) - pa,pzym (A)

Para mais detalhes sobre dinamica hamiltoniana e demonstracoes dos resultados apresentados
nesta se¢ao ver [11] e [3].

1.4 Acao da diferencial do fluxo hamiltoniano e o campo
normal Y/

Para o estudo da aplicagao de Poincaré ¢ de fundamental importancia entender como a difer-
encial do fluxo hamiltoniano atua em T7T*M.

Seja £ € TyT*M e y(t) = ¥ (9) curva integral do campo X*. Entdo a acao de dytpf! gera um
campo ao longo de v que denotaremos por:

Ze(t) := dypf'e.

Usando a equagao que define o campo hamiltoniano e a comutatividade das derivadas parciais
podemos concluir que Z¢(t) é solucao de um problema de valores inicias da forma:

ondeJ—[_In 0 ]eH—[ }

Definicao 1.13. Dado o hamiltoniano H definimos o campo normal associado, como sendo o
campo gradiente Y =NV H em T*M dado por

Yli=H,2 +H,Z

T Oz P op

Note que JYH" = X" Denotamos por wa :T*M x (—e,e) = T*M o fluro em T*M associado
ao campo normal.



Vamos entender as propriedades do campo normal. Em primeiro lugar note que wy (Y, X#) =
H? + H? Vi € T*M. Portanto, se X7 () # 0 entdo 0 # YH () ¢ TyH (k) onde k = H(¥), ou
seja YHP aponta para fora do nivel de energia.

Pela compacidade do nivel de energia H (k) temos que o fluxo do campo normal restrito a
H='(k) estd definido em H~'(k) x (—e(H),e(H)) onde e(H) > 0 é uniformemente definido em
H~'(k). Daf segue que o fluxo do campo normal esté definido em uma vizinhanga do nivel H (k).

Finalmente resta analisar a acao da diferencial do fluxo normal ao longo de uma orbita.

Primeiramente, notemos que, definindo 7(s) = @Z)ﬁ” (9) curva integral do campo Y com
7v(0) € H (k) a acao de dmpr em Y () gera campo ao longo de v que denotaremos por:

ZH (s) == dgpH Y H ().

Pelo visto acima temos que este campo Z(s) é solucao de um problema de valores inicias da
forma:

{ Z21(s) = H(x(s)) 2" (s)
Z27(0) = Y (9)

A propriedade mais importante de Y# é gerar uma decomposicdo simplética especial de
TyT* M, definida na seguinte proposicao.

Proposicao 1.14. Considere o campo normal Y associado & H no nivel de energia, reqular,
H=Y(k). FEntao, para cada 9 € H'(k) periddico de periodo T > 0, existe uma base simplética
{ur, ooy, uf, .., ut} de TyT*M com as sequintes propriedades:

(i)ug = X" eul = H2+H2YH

(i1) Wy = (uy,ul)t C TyH (k) em particular, TyH (k) = (u) ® Wi;

(iii) Se X C H™Y(k) é uma secdo transversal ao fluzo, tal que, Tyd = Wy, temos que W, é
invariante pela diferencial da aplicagdo de Poincaré correspondente, isto €, dyP (3, 9)W; C W;

(iv) Seja T = mT,,;, (), entao

dytpHuy = uy e dppful = cuy +ui + &, €Wy

Em particular, (dgyp¥ — Id)(TyT*M) C (u1) @ Wy = TyH (k).
(v) Eziste, € > 0 uniforme em ¥ € H '(k), tal que, a aplicagio ey : (—e,e) — R dada por

ea(s) = Houl" (9)

¢ injetiva com ey(0) = k.

Demonstragao:

i) Em primeiro lugar consideremos u; = X e u} = — =Y note que, wy(uy,u}) = 1.

H2+H2

Defina Wy = (uy,ui)t = {v € TyT*M | w(us,v) = 0 = w(uf,v)}, entao TyT*M = (uy,u}) ®
Wi, dim(W,) = 2n — 2 e a forma w restrita a este espago é ainda simplética. Agora basta seguir
o procedimento padrao para escolher os demais vetores da base simplética.

ii) Para ver que W) = (uy,u})* C TyH 1(k), note que sendo o nivel de energia regular temos
que dimKer(dyH) = 2n — 1, ou seja, Ker(dyH) = TyH (k).

Agora tome v € Wy entao dyHv = wy(u; = X, v) = 0 portanto teremos v € TyH (k).
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iii) Esta propriedade segue diretamente da definigdo da aplicagao de Poincaré.

iv) De fato, dyffu; = uy pois u; = X e escrevendo dyypHu} na base simplética temos
doHut = cuy + c*ul + &, € € Wy, Dal, segue que
¢ = w(dyiui,ui) e
¢t = —W(dmﬁ%{?ﬁa ul) = _w(dﬁwif“lu; dﬁ¢¥ul) - _w(u;ul) =

Para ver que (dgpH — Id)(TyT*M) C (u) @ Wy = TyH '(k), tome qualquer Au; + Buj +( €
TyIT™*M, com ¢ € W, entao
(dppf" — 1d)(Auy + Buj +¢) =
= (dyt7 — 1d)(Buj + () =
= B(dp¥f — Id)ui + (dytbf — 1d)(() =
= B(cur + &) + 1our + (dy P(3,9)™ — Id)(
= (BC + 7'0)’&1 + {f + (dﬂP(Z, ﬁ)m — Id)(C
Onde 7o = dy7 (31" do P(2,9)")(C).

(v) Para ver isto, basta notar que,

()=
)} € (u1) & W,

e9(s) lsmo= dy H(Y'T) #0,

e usar a compacidade de H~!(k), para escolher o € adequado.

1.5 Perturbacao de Subvariedades Lagrangianas

Definigao 1.15. Uma variedade M?" junto com uma forma simplética w em M?>", formam um
par (M?*",w) denominado variedade simplética. Um hamiltoniano em M*" € qualquer funcao
suave H : M?™ — R. A cada hamiltoniano H associamos um tinico campo hamiltoniano X :

io(XT) = dH

Definigao 1.16. Seja (M?",w) uma variedade simplética e N' C M?* uma subvariedade. Diremos
que N € uma subvariedade lagrangiana se dim(N') =n e w |y= 0.

Lema 1.17. Seja (M?",w) uma variedade simplética, H : M?*" — R um hamiltoniano suave e
N C M* uma subvariedade lagrangiana. Se N'C H'(k) entio X |y € TN. Em particular N
¢ uma uniao de orbitas do fluro hamiltoniano associado.

Lema 1.18. ([153], Lema A2) Seja (M?*",w) uma variedade simplética, H : M** — R um
hamiltoniano suave e N' C M?*" uma subvariedade lagrangiana, tal que, N C H~ (k). Dado
9 €N, tal que, X7 (V) # 0, existe uma vizinhanga U de 9 em M, e um sistema de coordenadas
(o, 2, D) == (X0, T1, eor Tp—1, D0y -y Pn—1) : U — R™ x R™, tal que
a) w =" dx; A dp;;
b) Nﬂ U= {(ZL‘Q,ZE, O)},
c) X1 |y= laixo.
Lema 1.19. (/15], Lema A3) Seja (M**,w) uma variedade simplética, H : M** — R um hamil-
toniano suave e N', IC C M?"™ subvariedades lagrangianas, tais que, N', K C H=(k). Dado 9 € N,
tal que, X*(9) # 0, e um sistema de coordenadas de Darbouz, (t = xo,x,p) em uma vizinhanga
de ¥ como no lema 1.18, tais que 0 <t <1 e ||z|]| < g, escolha 0 < g5 < &1 < €. Entao, existe
uma sequéncia N, de subvariedades lagrangianas de M?", tais que,
a) N,, = N in the C™ topology;
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b) Nu NA=NnNA onde, A={(t,z,p) | max;|z;| > e 0u0 <t <1}
¢) HN, N B) =k onde, B=AU{(t,z,p)| 3 <t <1}
d) (M, N D) thp K onde, D = {(t,z,p) | max; |z;]| <€2€%§t§ 1}
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Capitulo

Teorema de Kupka-Smale

2.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos um teorema de Kupka-Smale para um lagrangiano fixado L
(suave, convexo, superlinear), fazendo perturbacoes através de potenciais C'*°.

No que segue consideramos sempre (M; g) uma variedade riemanniana, compacta n-dimensional,
L :TM — R, um lagrangiano em M, e H : T*M — R o seu hamiltoniano associado.

Definicao 2.1. Dado L : TM — R, um lagrangiano em M. Diremos que uma propriedade
P ¢é genérica (no sentido de Mané, ver [11], [26]) para L se existir um conjunto genérico O C
C*(M;R), tal que, para todo f € O, L+ f tem a propriedade P.

Teorema 2.2. (Kupka-Smale)

Fizado k € R, a propriedade
i) ¥ ={(x,v) € TM | Er(z,v) = k} € reqular;
i) Qualquer drbita periédica no nivel €% é nao-degenerada para todas as ordens.
iii) Toda interse¢do heteroclinica, no nivel g%, € transversal.
€ genérica para L.

Definicao 2.3. Dado k € R, definimos o conjunto dos potenciais requlares para k, como sendo
R(k)={f € C®M;R) | 5'} = (H + f)"'(k) é regular }
Onde H é o hamiltoniano associado a L pela transformada de Legendre.

Lema 2.4. Dados k € R, e fo € C®°(M;R). Para cada seqiiéncia f, — fo em C*°(M;R) e pontos
Uy = (T, Pn) € sljin existe uma subseqiiéncia v, — Uy € 6’}0.

M e passando a uma subseqiiéncia

<
H(0n) = fo(m(Vn)) = (H + fo)(Un) +
)| — 0, ou seja, (H + fo)(¥,) — k,

Demonstragao: De fato, considerando a seqiiéncia m(v,,)
podemos supor que 79, — xo € M. Ainda (H + fo)( n) =

(fn = fo)(x(Un)) portanto |(H + fo)(Un) — k[ = [(fn — fo) (7 (

o que implica pela superlinearidade de H que:

Se |pn| < o, Vn, entdo ¥, possui uma subseqiiéncia convergente ,, — 9 € T*M. Por
continuidade (H + fo)(9n,) — (H + fo)(Yo), dai vy € €.

Assim basta supor por absurdo que |p,| — +o00. Note que, para cada © € M e para cada
p € TrM\{0} temos que (H + fy)(z, sp) — +oo quando s — +oo. Usando a compacidade de M
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podemos escolher ¢ > 0 tal que, Vo € M, Vp € TXM com |p| > ¢ tenhamos (H + fo)(z,p) > k+1.
Logo existe N € N tal que, Vn > N tem-se |p,| > ¢, ou seja, (H + fo)(¥,) 4 k, contradicao.

Teorema 2.5. (Regularidade do nivel de energia)

Dado k € R, o subconjunto R(k) € aberto e denso em C*(M;R).

Demonstragao: A abertura do conjunto R(k) segue diretamente do lema 2.4 pois, se R(k) nao
for aberto vai existir uma fy € R(k) e uma seqiiéncia R(k) Z f, — fo em C*°(M;R) com pontos
I, € 8’}n tais que, dy, (H + f,) = 0. Logo podemos destacar uma subseqiiéncia ,, — ¥y € 6’}0.
Pela convergeéncia das f,, em C*(M;R) temos que dy, (H + f,,) — dy,(H + fo) = 0. Absurdo pois,
fo € R(k?)

Para ver a densidade de R(k) em C*°(M;R), considere fy € C°(M;R) e U, uma vizinhanga
aberta arbitraria contendo uma bola de raio € > 0 e centro em fy. Afirmamos que U NR(k) # 2.

De fato, suponha, por absurdo, que Y N R(k) = & e considere o hamiltoniano perturbado da
forma Hs := H+ (fo+0), para d € (0,). Tomando f5 := fo+0 € U, vemos que €} = 5’};“‘5. Como
UNR(k) =2, temos que 6’}6 nao é um nivel regular, logo existe 1 € 8’}’6, tal que, dy(H + f5) = 0.
Note que, dy(H + fo) = dy(H+ f5) =0ed € 5’}:5 , ou seja, k 4 0 nao é valor regular de (H + fo)
para todo 0 € (0,¢), contradizendo o teorema de Sard. [ |

2.2 O Lema de Nao-Degeneragao (N-D)

Definigao 2.6. Dados k € R e 0 < a < b € R, definimos o conjunto g,j"’ C R(k) dado por

wb — {f € R(k) | toda drbita periddica 9 € (H + f)~'(k), com periodo minimo Tpn(9) < a
¢ ndo-degenerada de ordem m para H + f, ¥Vm < =2}.

Tmin

Observe que, se temos a, ', b, b’ € R, tais que, 0 < a,d’ < 00, a < a’ eb <V, entdo G, e Qg’b.

Lema 2.7. (Nédo-Degeneragao)
Fizado k € R, a propriedade
i) eh ={(x,v) € TM | Ep(z,v) =k} é reqular;
i) Qualquer orbita periddica de periodo positivo no nivel €% é ndao-degenerada para todas as ordens.
€ genérica para L.

+oo
Definicao 2.8. Dado k € R, definimos G(k) = ﬂ G". Entao G(k) € o conjunto onde todos
n=1

os potenciais f € R(k) tais que toda orbita peri(;dica de periodo positivo no nivel de energia
(H + f)~'(k) € nao-degenerada de todas as ordens para H + f.

Para provar o Lema de Nao-Degeneracao, basta mostrar que G(k) é genérico em C*(M;R),
ou seja, que cada, G, é aberto C*°(M;R) e denso em R(k), pois pelo Teorema 2.5, temos que
R(k) é denso em C*(M;R).

Vamos primeiro a prova da abertura dos conjuntos G,™".
12



2.2.1 Abertura de G

Vamos provar que o G;"" é aberto em C*°(M;R) , Vn € N.

Lema 2.9. Dados k € R e fy € R(k) existe U vizinhanga de fo em C®°(M;R) e0 < a := a(U, fo)
tais que, para todo f € U, toda drbita periddica de H+ f no nivel (H+ f)~1(k) tem periodo maior
ou igual a c.

Demonstragao: Primeiramente vamos introduzir uma métrica g em 7% M, tal que, || X+ (9)|| <
IC, ¥ € T*M (basta decompor TT*M nos espagos horizontal e vertical e estender a métrica de M
a uma métrica produto em T* M, entao esta condigao segue da compacidade de M). Assim, pode-

mos encontrar uma vizinhanca U de f, tal que, para todo f € U temos que || X7/ (9)| < 2K,
Vo e T*M.

Agora, supondo que a afirmacao do lema seja falsa, entao existem seqiiéncias, U > f, — fo,
T, >0com T, —0ed, € (H+ f,) (k) tais que @Z)ﬁﬂ"(ﬁn) =U,.

Pelo lema 2.4, escolhendo uma subseqiiéncia adequada, podemos supor que ¥,, — ¥y € (H +
fo) (k). Note que, fixado ¢t > 0, para todo n tal que, T, < ¢, temos

Tn d Tn
a1 (0. 00) < [ IS @) ds = [ X 9,))] ds < 2K,

dai segue que dp«p (10 T (9g),90) = 0, ¥t > 0, isto é, ¥y € (H + fo) (k) é um ponto fixo,
contradizendo fy € R(k). [ |

Lema 2.10. Dados k € R, a,b € R com 0 < a < b < 00, o conjunto g,‘j’b ¢ aberto em C*°(M;R).

Demonstracgao: Caso, QZ’b # &, tome qualquer f, € gg”’, se fo nao é ponto interior, temos
que existe uma seqiiéncia f, — fo com f, & QZ’b. Portanto existem 9,, € (H + f,) k), T,, =
Tonin(Un) € (0; a] e nimeros naturais ¢, > 1 tais que, ¢,T,, < b, Q/JZHnH” (0,) =V edy, Z;}f” restrita
ao espaco tangente ao nivel de energia correspondente tem 1 como autovalor de multiplicidade
algébrica maior que 1.

Considere Uy e 0 < a = a(Uo, fo) < a como no lema 2.9. Passando a uma subseqiiéncia
podemos supor que f, € Uy e portanto que T, € [«;al, com

19”%190661;0’ Tn—>T07 En:&)? O<a<Iy<ace goTQSb

Entao z/JELO J;({O (Pg) =g e e dﬁo'l/}g ;fofo tem 1 como autovalor de multiplicidade algébrica maior
que 1, ou seja, 1y é uma orbita periddica com periodo minimal < a, degenerada de ordem ¢y < T%?

contradizendo f; € G°. [ |

2.2.2 Densidade de G;""

Vamos provar que o G é denso em C*(M;R) , Ve € R,. De fato, basta mostrar que, G,
é denso em R(k). Ainda, podemos reduzir esta demonstra¢ao a um tratamento local. Mais pre-
cisamente, a afirmacao é consequéncia direta do seguinte lema de reducao.
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Lema 2.11. Fizado ¢ € Ry, para todo fo € R(k), existe uma vizinhanga aberta Uy, de fo, tal
que, G MUy, € denso em Uy, .

Para a demonstragao do lema 2.11 vamos seguir o método de inducao usado em [6], fazendo
uso de argumentos de transversalidade em [1] e [2]. Sendo a prova consequéncia da série de lemas
a seguir:

Proposicao 2.12. Dados k € R, 0 < a < b < 400, e fo € R(k). Considere o campo normal
Y+l conforme definicio 1.13, € = e(H + fo) > 0 definido pela proposi¢io 1.14 (v), e defina os
sequintes conjuntos, Uy, C R(k) vizinhanga C* de fy, o = a(Uy,) > 0 de acordo com o lema 2.9,
X=T*M x (a,b) x (—e,e) e Y =T*M xT*M x R. Entao a aplicagdo p: Uz, — C*(X;Y) dada
por p(f) :== py, onde

pr(9,t,8) = (W (0), ™ (9), (H + f)(9) — k)

¢ uma representacdao injetiva.

Demonstragao: Em primeiro lugar vemos que p esta bem definida, pois Y tem a estrutura de
variedade produto e, escrevendo py = (py, p7, p}), com

ph(¥,t,s) = YHH ()
p?(z?ts)— W)
P, t,s) = (H + f)(9) —

vemos que cada funcdo coordenada é suave e portanto py € C*(X;Y).

Note que p ¢ injetiva. De fato, se py, = py, entdo, em particular, (H + f1)(¥) — k = (H +
f2)(¥) — k, para todo ¥ € T*M, assim f(z) = fa(x), para todo x € M. Logo fi = fo.

Resta verificar que ev, : Uy, x X — Y ¢é suave. Para tanto observemos que, devido a estrutura
de variedade produto de Uy, x X, podemos escrever

d(f,x)evp = ng—;}cp(f, l‘) + agzp (fa il'), v(fa .Z') € Z/{fo x X

5.2(f, x) sempre estd definida sendo dada por

devp (f ZL’) - dxpf

Mais precisamente, dados (&,1, ) € To—9,1,5X temos

B (F.0) (6 4,8) = dupy(§.1.5) = §ps(9(r), 1(r). 5(r)) |—0=
W’{tf (W(r)), f({f)f(ﬁ(r)) (H + f)(0(r) = k) [r=0=

(doto 7€) + Y (7 (9)), dysf! Y (€) + AXHH (0 (9), dy (H + £)(€))
Observe que, se S =0 e ¢§ /() = ¥, entdo

(/. ><f,t,s> (€ + 3V (0), ol (€) + EXTH(9), dol(H + ().

g #(f,x) sempre estd definida. Pela estrutura de C*°(M;R)
temos que isto é equivalente a mostrar que sempre existem

' L '
LopdHHT ) |y, Lo TTMW) oo @ L(H + f +1h)(V) =0
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para quaisquer h € C*°(M;R) e x = (9, T,5) € X.

a) Para calcular <(H + f + rh)(¥) |,—o, procedemos diretamente, obtendo L(H + f +
rh)(9) |,=o= h o 7(1)

b) Para calcular, —2/1H+f ) |,—o comecamos definindo a curva integral vo(t) = ¢ (1) e
definimos o campo Zh( ) ao longo de 7y dado por:

Zu(t) = 0" 0) o

tH+f+T’h(19)

Fazendo v(r,t) = teremos

Zn(t) = 5:9(r,1) [

Usando o fato de 22 =

B Of 8t 87“ temos que Z(t) satisfaz o seguinte problema de condigoes iniciais:

{ Zn(t) = JHIT (7(£)) Z1(2) + b (2)

Zn(0) =0
onde J = —[n 0 :|>HH+f_|:(H+f)px (H+f)pp:|’
0
a- (5]

Usando, técnicas de variacao de parametros (ver [21], pg. 46) e o fato de que na secao 1.4
vimos que 4 dqngJrf JHH+f(70(t))d§wfI+f, temos que o campo Z,(t) é dado por:

200 = dust™ [ (a () oy ()

. d r T _
ASSlmE HHIH Y)Y o= Zn(T) = dw,h“rf/ (dgof ) by (t)dt.
0

c) Para calcular, & (TH+f +Th)L(19) |,—o comegamos definindo a curva integral 7o(s) = 7/ (19)

e definimos o campo Z"(t) ao longo de 7, dado por:
Z"(s) = G (0) =
Fazendo y(r, s) = YHH/+7" (1) teremos

Zh<s) = %7(T7 8) |7“=0

o _ 0

55 = s 8 temos que Zy(s) satisfaz o seguinte problema de condigdes iniciais:

Usando o fato de 2 pom

{ Zh(s) = HTH (y9(s)) 2" (s) + b"(s)
Zu(0) =0

0

Usando, técnicas de variagao de parametros (ver [21], pg. 46) e o fato de que na segao 1.4
vimos que —dmﬂHﬂu = HH”(%( ))dgp T+ temos que o campo Z"(s) é dado por:
15
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Z(s) = dy! 1 / (g by () dr
0

d S
Assim — g (0) o= Z7(S) = dyvis / (dgtp ) 70" (s)ds.
r 0

De (a), (b) e (c) concluimos que:

dev,

S =

N S T
(A1 / (Ao (5)ds , dgpttH / (oY b (0)dt . o m(0))
0 0

Observe que, se S = 0 e ¢ /() = ¥, entdo

a T
S ) = (O o™ [l )0t o w(9),

Com isto concluimos que ev, é suave e portanto p é uma representacao.

Para traduzir a propriedade de nao-degeneragao em termos de transversalidade a uma variedade
introduzimos a diagonal nula Ay CY = T*M x T*M x R dada por Ay = {(¢,7,0) | ¥ € T*M}.
Entao podemos provar o seguinte lema:

Lema 2.13. Com as mesmas notagoes da proposi¢io 2.12, temos que, Vf € Uy, com T € (a,b)
eS € (—¢,¢),

i) Se ¥ é uma drbita periédica de periodo positivo T para H + f no nivel (H + f)~(k) entao,
pr(0,T,0) € Ag. Reciprocamente, se pr(0,T,S) € Ay entdo, S = 0 e ¥ € uma orbita
periddica de periodo positivo T para H + f no nivel (H + f)~1(k).

i) Se 9 é uma drbita periddica de periodo positivo, para H + f no nivel (H + f)~(k). Entao,

¥ € nao-degenerada de ordem m = Tmi(ﬂ) se, e somente se, py M r0) No.

Demonstragao: i) Sabemos que se ¥ é uma drbita periddica de periodo positivo T' para H + f
no nivel (H + f)~'(k) entdao i ™ (9) =9 e (H + f)(0) = k logo ps(0,T,0) = (9,9,0), ou seja,
pf<79, T, O) c Ao.

Reciprocamente, se py(0,7,S) € Ay temos que 1/1?““(19) = i (9) e (H + f)(0) = k. Pela
proposigao 1.14 (v), temos que

1
S = 651((H+f)(l s ) = e (H+ )7 7(9)) = e (H+)(9)) = ' (k) = 0. Portanto
r @) = W) = 0.

ii) Por (i), temos que ps(¥,7,0) € Ay. Consideremos a agao de dyy 10 pr em Tiy 70y X. Pela

proposicao 2.12 sabemos que

dio.r0pr (&£, 8) = (€ + 8YHH (), dyy (&) + EXEH (9), dy(H + £)(€)).

Note que, T(y.9,000 = {(¢,¢,0) | ¢ € TyM}, portanto pr Mg1,0) Ao se o sistema,
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(€+ Y () + (o dydby () + IXTH () + ¢ do(H + [)(€)) = (u,v,w).

sempre tem solugao.

De fato, escolhendo ¢ = u — & — §Y'7*/(¥9) temos que o sistema sempre tem solucio se:
X1 (9) = sy ) + (dgvy T —id)(§) = v —u. (1)
dy(H + [)(&) =w. (2)

Usando as coordenadas da proposicao 1.14, vamos definir o conjunto das solugoes da equagao
(2):
Vo = {€ = aXTH () + bYHH (9) + U | a,b € R,
U € (XTH(9), YHT/(9))+ (lembre que * representa o complemento simplético) e dy(H+f)(€) =
w}.

Que é uma variedade afim, 2n — 1 dimensional, dada por:

Vi = {& = aX () + b YT (9) + U | by = dﬂ(H+f)EUYH+f(79))}'

Portanto a equagao (1) restrita a V,, fica,
iXPH(9) — sYHH (9) 4 (dgpi ™ — id) (a X (9) + b YIH (9) 4+ U) = v —u

Pela proposicao 1.14 podemos escrever
v—u=aX () + bYHH (9) + U,
(dgp T —id)(YHH (9)) = eXFH(9) + Y HH (9) + Uy e
(doy ! = id)(U) = 7 X (9) + (dy P(3,9)" — 1d)(U).
Assim a equagao (1) restrita a V), fica,
(t + boc + 70) XEH (9) + (¢* — $)YHEH (9) + (dg P(Z,9)™ — Id)(U) + boUpy =
axX 't (9) + oY HH (9) + U
Fazendo t = a — (boc + 70) € § = ¢* — b vemos que a equacio (1) restrita a V,, tem sempre
solugao pois, ¥ é nao-degenerada de ordem m se, e somente se, dyP(X,9)™ — Id é invertivel, e
portanto sempre existe U tal que,

(dgP(3,9)" = 1d)(U) =U = bolUo  (3)

VU € (XHH(9), YHH (9))+ = TyX.

Reciprocamente, se py M0y Ao. Como ps(d,T,0) € Ay, da definicao de transversalidade,
temos que o sistema

(€ +8YHH () + (o dydby (&) + EXTH () + ¢ dy(H + [)(€)) = (u,v,w).

sempre tem solucao. Pelo visto acima, isto implica que a equagao (3) sempre tem solugao, ou seja,
que ¥ é nao-degenerada.

Corolario 2.14. Com as mesmas notagoes do lema 2.13 temos que, dada f € Uy,, toda drbita
periddica de periodo positivo 9, com Tpin(9) € (a,b), no nivel (H + f)~*(k), é nao-degenerada
para H + f de ordem m, Vm < se, e somente se, py M Ag.

b
Tmin

Demonstragao:

Suponha que toda 6rbita periddica ¥ de perfodo positivo T' = mT,,;,(9) € (a,b), no nivel
(H+f)"'(k), é ndo-degenerada de ordem m, para H+ f. Dado (9, T, S) temos que se p;(9, T, S) &
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Ay nao ha nada a fazer. Por outro lado, se ps(9,T,5) € Ag entao, pelo lema 2.13 (i) temos S = 0
e por (ii), temos que py My, 1,0) Do. Logo pr M Ag.

Reciprocamente, se py h Ag. Entdo, para qualquer érbita periédica ¥ de periodo positivo
T = mT,in(V) € (a,b) temos que ps(9,T,0) € Ag. Logo, pelo lema 2.13 (ii), ¥ é ndo-degenerada
de ordem m, para H + f. [ |

O lema anterior mostra que a condigao de nao-degeneracao das orbitas periédicas de periodo
positivo em um intervalo (a, b) para um dado nivel de energia (H+ f) ' (k) é equivalente & transver-
salidade da aplicacao p; em relacao a diagonal A,.

O elemento chave para a demonstracao do lema 2.11 é o seguinte lema.

Lema 2.15. Considere a representagdo p conforme a proposi¢ao 2.12 e a sua valora¢ao em Uy,
isto é, ev : Uy, x X =Y, dada por ev(f,9,t,s) = pr(0,t,s). Suponha ev(f,9,T,S) € Ay entdo,

i) Se ¥ é nao-degenerada de ordem m = TL para H + f entao ev Miso1.5) Do;

ii) Se T = Tin(V) entao, ev M(so1.5 Do.

Demonstragao:

i) Sabemos que ev(f,¥,T,S) = pp(9,T,5) portanto ps(,T,5) € Ay, logo S = 0. Ja que ¢
é nao-degenerada de ordem m = TT, (ii), py M0 Do, em
particular ev Ms.g.7,0) Do.

ii) Como ev(f,¥,T,S) € Ay devemos mostrar que
diro,m0eV {1,010 Usy X X) + Ti,0,0080 = Tw0,0Y

Para tanto, tomemos quaisquer (u, v, w) € Tiy.00)Y, (¢, (,0) € Tigv.0l0 € (h,&,1,8) € Tp91.0) Uy, x
X). Pela proposicao 2.12 temos que

dir.o.00€0p(h, €, 1,5) = (0, dyf ™ [T (dgo™ )by (t)dt | hom(9)) +
(€ + sYHH (9), W*J‘(&) +IXTH (), dy(H + [)(€)) =
= (£+ 8V (0), dopo (&) + EXTH (@) + dyyp ™ [ (dotp ™) bu(t)dt , hom(9) +
dy(H + £)())

Portanto ev, M(f.9.1,0) Ao se, e somente se, o sistema

=&+ sYHH(9) + ¢ (1)
v = dytb (&) + IXTH (0) + dgol ™ [T (dgpt) bn(t)dt + ¢ (2)
w=hon(¥)+dy(H + f)(&) (3)

sempre tem solugao.

Usando as coordenadas da proposicao 1.14 e fazendo ¢ = u—£—$Y 7/ (¥9) temos que a equacio
(2) restrita ao conjunto das solugdes de (3),

w — hom(d)

Vi = {h € C®(M,R), £ = aX"H(9) + bY () + U | by = o (H + f)(ymfw))}
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terd a forma
(t + boc + 70) XA (9) + (¢* — $)YHH (V) + (dy P(X,9) — Id)(U) + boUp +
Ayt ™ [T ( Ay o (1) dt = aX P (0) + bY HH (0) + U,

onde
v —u = aX " (9) + bY HH (9) + U,
(dgpH —id)(YEH (9)) = e XHH(9) + Y HH (9) + Uy e
(dg™ —id)(U) = 7o X+ (9) + (dy P(S,9) — Id)(U).

Em outras palavras, o sistema sempre tem solucao, se a representacao,
(t4-boc+70) X T (9) + (¢ = 8) Y T (9) 4 (dy P(2, 9) — Id) (U ) +-boUp + d bt 7 fOT(ca9 D) =1py, (8)dt
for sobrejetiva em TyT*M.

T

Para isto basta mostrar que dﬁ¢¥+f / (dy tH+f)_1bh(t)dt gera um espaco de dimensao 2n — 2
0

complementar & (X7 (), Y+ (9)) em TyT*M, que é a afirmacao do préximo lema.

Lema 2.16. Com as mesmas notagoes acima, a aplica¢ao B : C*°(M;R) — TyT*M dada por,

T
B(h) = —dygi*! / (Ao ) (1)t

0

gera um espaco complementar a (X7 (), YH+/ (1)),

Demonstragao:
Para ver isto basta restringir a aplicacao B a um subespago adequado de C*°(M;R).

Em primeiro lugar, dados ¢y € (0,T) e € > 0, denotemos por A,,, o seguinte espago de fungoes

A, ={a R =R | a(t) = (a1(t), ..., an_1(t)) #0, Vt € (tg — €,t0 — &)}

Vamos fixar to € (0,T) e e > 0, tais que, 2(t) = w(y(t)), onde v(t) = ¢/ (9), ndo contenha
autointersegoes para t € (to — &,ty + €), ou seja, que H,(y(t)) = dr X/ (~(t)) # 0. Entdo existe
um sistema de coordenadas tubulares em uma vizinhanga V de w(vy(t)), F' : V — R", tal que,

i) F(x) = (t,21, .y Zn—1);
i) F(z(t)) = (¢,0,...,0).

Note que, por construcao, dyqF H,(v(t)) = (1,0,...0).

Introduzimos uma funcao bump o : M — R, tal que,
i) supp(c) C V;
11) o |VoE 17
com xz(ty) € Vo C V.

Definimos entao nosso espago de perturbacao F;, C C*°(M;R) como

Fio = {hap(@) = ha(2) o) | a5 € Ay}

onde, hg 5(z) = (a(t)d, (t) + B()dy, (), 2), F(x) = (t,2) e &, é uma aproximacio suave da delta
de Dirac no ponto t = t.
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Em primeiro lugar, dada h, g € F;, vamos calcular d,ha,g:

dxha,,@ = dxil'oz,ﬁ : 0_(-17) + Ba,ﬁ : dI0<ZU)

Por outro lado

duha,g = ({7 (a(t)d, (¢ £) + B(1)0u (1)), 2), )81, (1) + B(1)0, (t))do P

t

Avaliando em z(t) e usando o fato de que h, g(x(t)) = 0 e o(x(t)) = 1, temos que:

dm(t)ha,ﬁ = (07a(t>5t0( )+5( )5150( )) (t)F

Em particular,

Ay hasHp(1(t)) = (0, ()81, (1) + B(1)31 (1)) dugey F Hy(1(2)) = 0

para qualquer, hy g € Fy,.

Afirmamos que,
1) B(F,) € T(H + 1)1 (b
2) X" (0) & B(Fy,);
3) dim(B(Fi,)) = 2n — 2;
4) Em particular, B(F;,) gera um espaco complementar & (X 7/ (99), YA+ (19)).

Para ver (1) defina,
Qp = dx(t)ha,o = (0, Oé(t)(sto (t))dx(t)F = a15t0 (t)

Bo = dayhos = (0, B(t)04 (£))duiey I = B1dy, (t)

Entao, )
_ H+f HAf\—1 O
B(ha) = doir /(;(ﬁt ) L‘O}dt
T
_ H+f HAfr—1 0
B(hs) = dytoy /0 (doby ™) {ﬁo} dt
Note que, B
“ c?o XTI (1)) = aoHy(y(1)) = 0
analogamente B
“ ﬁoo X ((1))) = BoHy(y(t) = 0
logo [o?] S {g} estao em T(H+f)fl(k)‘
0 0

Portanto, B(F,) C T(H + f) (k).

Para ver (2), primeiramente vamos fazer d;, — Opirec € escrever B(h,) e B(hg) do seguinte
modo,
g 0
B(ha )—dﬁw“f/ (dy ,{“f)l[ ]dt—
0 Qo
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T
d ¢H+f/0 (dy fl—irf)fl Li)l] Oy (1) dt =

Aot (gl ) [al?to)}

Analogamente, usando integracao por partes obtemos,

() = o™ | gty HEE
oy /OT( s ) {501} RO
LA CL ) PR R PR

Portanto, supondo por absurdo que, X/ (v(t)) = B(ha) + B(hg) teremos

X (y(1)) = dot (dgwf )1 { Ll?to)_ b IHIH (8) [ ﬁl(oto)] _ [ fﬁ(oto)] } ou equivalente-

mente

XA+ (y(tg)) = { |:041(()t0):| + JHTH (1) {51%0)} a {51%0)} }

Desta igualdade segue que,

Hy(v(to)) = Hyp(7(t0)) 51 (t0)
Como Hp(v(to)) # 0 fica claro que temos n — 1 escolhas LI para (o).

De fato, dF' ¢ um isomorfismo e para todo 3(ty) € R"™! temos
Bi(to) Hy(v(to)) = (0, B(to))dEF Hy(7y(t0)) = 0

Assim,
0= Bi(to) Hy(v(to)) = Bu(to) Hpp(v(t0)) B (to)

contradizendo a convexidade de H.

Para ver (3) note que, em (2) obtivemos a representacao limite

B(ha) + Blhs) = dgtby  (dathyy ™)™ {[al?to)} + THH (1) {51?250)} - [5-10 }}
que pode ser reescrita, como
w0+ 000 ot [0 [3000] - [}
Da equagao acima fica evidente que dim({B(h,) + B(hg)}) = dim({a1(to), F1(to)} = 2n — 2,

: pr ('7 (to) )
pois {In —Hay(v(to))

Para concluir devemos notar que, a afirmagao (1) é verdadeira independentemente da aprox-
imacao d;, da delta de Dirac no ponto t = t5. Além disso as afirmagoes (2) e (3) sdo de in-
dependéncia linear, e portanto continuam validas para J;,, suficientemente préxima da delta de
Dirac. |

} ¢ um isomorfismo.

O teorema a seguir mostra como perturbar localmente uma orbita periddica nao-degenerada
de ordem < m para que ela se torne nao-degenerada de ordem < 2m. A prova apresentada é
apenas em dimensao 2, ficando o caso n-dimensional em aberto. O argumento ¢ valido para o
caso n-dimensional, mas nao sabemos como mostrar a sobrejetividade da representagao obtida.
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Teorema 2.17. (Perturbagao local de érbitas periddicas) Seja M superficie suave, H : T*M — R
um hamiltoniano suave e v = {p(Jy) | 0 < t < T} C H (k) nivel regular, onde T é o periodo
minimal de v, nao degenerada de ordem < m € N. Entdo existe um potencial fo € C*°(M,R)
arbitrariamente prézimo de zero, com supp(fo) C U aberto arbitrariamente pequeno em M, tal
que, v € nao degenerada de ordem 2m.

Demonstragao:

Escolha ty € (0,7) e E(0) = {e1(0),e2(0),€5(0),e5(0)} referencial simplético em ~y(ty) com
e1(0) = X" (y(to)). Defina entdo, E(t) = {e1(t), ea(t), e1(t), €5(t)}, onde () = dy 1) 1%,£(0), VE(0)

€ E(0), para t € (0,r) com r > 0 arbitrariamente pequeno.

Entao podemos decompor a matriz da diferencial do fluxo em relagao a base E(0), [dq(to)%@]gggg
€ Sp(2), como

E(0 H1E(r E(0
[dv(to)¢¥]EEo; = [ (to— r)w ] ( ) [d'y(to)@bg—r]];gr;
Note que por construcao temos que [dy(tO_T)wT ] E(O) = I, portanto
E(®0 E(0
[dv(to)wg]EEoi [ (to) wT r]EEr) (1)
Agora consideremos U uma vizinhanga arbitrariamente pequena de y(tg) em T*M e r suficien-

temente pequeno para que §y = {2 (Jo) | t € (to—r,to)} CH Y (k)NU. Fixet, € (to—r,1p) e V uma
vizinhanga de 7 (t;) em T* M, suficientemente pequena para que V' C U e que (o), y(to —7) € V.

Suponha que tenhamos fﬂ : T*M — R um hamiltoniano suave representando uma perturbagao
suave de H, tal que, supp(H —H) C V e que jet;(H) |,= jeti(H) |y, entdo

i1 E(0 i E(r 0 E(0
[dv(to)d}g]}ggog - [dw(to—r)wlrm]}jgog ’ [d“/(to)wg—r]EErg

Como supp(H — H) C V temos que [dv(to)wﬁ_r]gg = [dv(to)wgﬂ_r]ggfg . Por (1) temos que
E@©
[d'Y(tO)QZ}g*T]EErg = [ to)q/]T] 0)7 logo

a1 E(0 H1E(r E(0
[yt 2] i) = [dato—r V)0 [ i) (2)

Pela construcao da perturbacao temos que [d, tO)Q/JT] tem a seguinte forma

€ Sp(2)

o™

1

i E(0 0
[dV(t0)¢¥]EEO§ ~—lo
0

Qo9
> = 2 Q

Isto acontece pois, o nivel de energia em 7(ty) e y(ty — r)é o0 mesmo para H e para H, sendo
portanto invariante pela acao do fluxo de ambos hamiltonianos.

Definimos entao o seguinte subgrupo de Sp(2),

Sp(2) =

o OO
Qo xe
» = S Q9
o



~

e a projecao 7 : Sp(2) — Sp(1) dada por

“le s

o OO =
Qoo
T = D Q
o™

que ¢ um homomorfismo de grupos de Lie.

T E(r E(0 ~
Note que [dtg—n =] o). [y U3l £io) € SP(2) € que

det(d e U7 ) ig) = M) = (A = 1)det(n([dy o V7] 5(G)) — AL2)

Portanto podemos concluir que 7 sera uma 6rbita nao degenerada de ordem < 2m, para o
hamiltoniano perturbado, se W([dv(to)gbg]gégg) nao possuir raizes da unidade de ordem < 2m. Ja
que, as matrizes simpléticas que sao 2m-elementares * (e portanto nao possuem raizes da unidade
de ordem < 2m), formam um subconjunto aberto e denso de Sp(1), basta mostrar que, para uma
certa escolha do espago de perturbacao, a correspondéncia

H — 7([ds 10 %7 o)

aplicada a uma vizinhanca de H, produz uma vizinhanga aberta de w([dw(to)wﬁ]gggg) em Sp(1).

Usando a propriedade de homomorfismo temos que
i E(0 iy E(r E(0
7([dy o 5i0) = 7 ([dsio-n ¥r T nte) - Ty V) 1i0))

defina Xo = 7([d, 05 o) € S(E) = 7([ds gg—r) V] i5)

Ja que a translacao X — X - X, é um isomorfismo do grupo do Lie Sp(1), basta mostrar que

a aplicacado H — S(H) aplicada a uma vizinhanga de H, gera uma vizinhanca aberta de Iy em
Sp(1).

Para a construgao do espaco de perturbagao vamos considerar N C H~!(k) subvariedade
lagrangiana local em v(ty). Podemos reduzir, se necessario, o tamanho da vizinhanca U de ()
escolhida anteriormente para que U admita a parametrizacao (x = (z1,22),p = (p1,p2)) : U —
R2*2 conforme o lema 1.18, ou seja,

a) NNU = {(z,0)};
b) w = dx A dp;
C) XHleU = 1%

Nestas coordenadas vemos que 4 = {(¢,0,0,0) | t € (to — 7, to)}. Defina, o seguinte espago de
perturbacao,

F={f:T"M — R | supp(f) c W C W}
onde W =N NV e W é um compacto contido em W contendo 7(1) no seu interior.

Note que, F pode ser identificado com C’OO(VV, R), portanto F é um espaco vetorial. Vamos
construir o seguinte subespaco de dimensao finita F C F

F=A{f:T"M — R| f(x,p) = n(x)(ady, (x1) + bd; (x1) + cd;, (xl))%xg, a,b,c € R}

*Uma matriz simplética é N-elementar se seus autovalores principais (os autovalores A tais que |A|] < 1 ou
Re(\) > 0) sao multiplicativamente independentes sobre os inteiros isto é se IINY* = 1, onde Y p;, = N entdo
Di = 0, Vi.
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onde 7 é uma funcio fixa com supp(n) C W e n = 1, em alguma vizinhanca de v(¢1) em N.
Ainda, d;, é uma aproximacao suave da delta de Dirac no ponto t;.

Agora estamos em condicao de definir a seguinte aplicacao diferenciavel
S:F — Sp(1)
dada por S(f) = S(H + f) = 7([dyu,- T)wHJ“f]E(g;) Note que dim(F) = 3 = dim(Sp(1)) e
5(0) = S(8-+0) = n(id, 015G - Lo

Finalmente, basta mostrar que,
doF : ToF = F — Tr4,,,5p(1) = sp(1)

é sobrejetora.

Para tanto vamos calcular dgF. Dado h € F temos

o F(h) = L SR 1o =

d v
- (o ¥ Eio im0 = (im0 o)

d
dl
Seja & € Tyy—r)T*M, para t € (0,7) definimos £(¢,1) = dy,—r) Htthe  Para [ fixo definimos

um campo ao longo de v que verifica a seguinte equagao

{ E(t,1) = JHess(H + Lh)(v(t))E(t, 1)
£0,0) =¢

Derivando a equacao acima em relacao a [ e usando a comutatividade das derivadas, vem que

(SE(tDlico) = THess(RE( Dlico + T Hess(H) €

et Do

Fazendo H = Hess(H), &(t) = &(t,1)|i—o0 e Y(t) = L&(¢,1)]1—0, temos a seguinte equagdo

{ Y(t) = JHY(t) + JHess(h)E(t)
Y(0) =0

Aplicando o método de variagao de constantes, e usando o fato de que,

teremos .
Y(t) = dyuo-ry¥y / Aoty Hess(h)doyuy -y Edt
0
Lembramos que Y(r) = 4£(r,1)120 = Ld1y—n e " (€)|1=0, portanto

d

@dw(to—mw M izo = dygo-ry oy /0 doy(to—r) 2 T Hess(h)dyy—rytby dt

logo
H H B(r
dOF(h) =7 ([dﬁ(tor)wr / y(to—r) w JHeSS(h) (to—r) wt dt]E(O)) (3)
0
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Para o célculo da expressao (3) necessitamos primeiramente efetuar o célculo de JHess(h).
Na pratica todas as integrais serao efetuadas com a delta de Dirac e nao com as aproximacgoes,
entretanto as mesmas conclusoes sao validas para uma aproximacao suficientemente boa.

Defina h(z) = (ady, (1) + bd; (1) + cd) (z1))323, e consequentemente h(z) = n(z)h(z) logo

dh = ndh + hdn
d®h = nd*h + dh*dn + dn*dh + hd®n
Como, Hess(h)(y) = d2h e jet, ()], = 0 temos que Hess(h)(v) = n(v)d2h.

Por outro lado,

0 0 00
2 — 0 ady, (to —r+1t) +00;, (to —r +1t) +cof (to—r+t) 0 0| _
o 0 00|~
0 0 0 0
0000 0000 0000
0 0 0 0b 00 0 0 0
= 1o 3 0 0 O (to — 7 +1t) + 000 0 O, (to—7r+1)+ 0 8 00 o (to—r+1t) (4)
0000 0000 0000

Considerando o z-suporte de d;, suficientemente pequeno, podemos supor que

JHess(h)(y) = Ady (to — r +t) + B3, (to — 7+ t) + C3. (tg — r + 1)

onde
0 0 00 00 00 0 0 00
- lo o ool -~ lo o o0 ~ lo o0 00
A=10 0 0 0l"F=lo 0 00l “=o 0 0o
0 —a 0 0 0 —=b 0 0 0 —¢ 0 0

R Denotemos por, R
Iy = dyto-n ¥y Jy Qyito-r¥%y A dyto-n¥i 01, (to — 7 + t)dt

A

L = dy o)y [y Aot f? dy(tg—ryy Of, (to — 7+ t)dt
Iy = dyo—r) ¥ [) dyto—ry 0™, C dyo—ry ¥t 87 (to — 17 + t)dt

R Calculando fl obtemos )
I = dv(to—r)wgﬂ dv(to—r)wliﬂ(tl—tow) A dv(to—r)w](}tﬂl—tow)

R Para fz obtemos R R
Iy = =dyo-n 7" dyto-n %=y g1y BIH = THB dyto-n¥(t,—t010)
= _dv(to#)d’gﬂ d’Y(tO*T)wH;H(tlftOJrr) [B, JH] dw(trrﬂ/’](ﬂtlrtﬁr)

X Finalmente, fg possul a seguinte expressao, X .
Iy = dyty by ot 0, o4y ([C5 TH], JH] + [C, TH]) dyao-n ¥, g1

~ A

Fagamos Z = A — [B, JH] + [C, JH] + [[C, JH], JH]. Entdo,

E(r
doF(h) =m ([dwto—rﬂﬂﬂ dytto-r) V1t er) 2 dwto—v“)wgtﬂl—towﬂfagog) (5)
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E facil ver que, escrevendo nas bases em cada ponto da curva teremos,
[dv(to#)@bgﬂ dry(tg—r) wH(tl to+r) 2 dy(tg—r) ](}tﬂl t0+r)]§(8 =
= [dy o Vo) [drito ¥, to—l—r)]EEt(; " 120 atto VGt lhe 1)
Além disso [dy—nHE T; = I, e existe uma Conjugacéo simplética G € Sp(2) entre a base

E(to — t1) e a base simplética canodnica, {%(’y(tl)) or ((t1)), 22 37 (V(81)), 0])2( (t1))} tal que,
(2]t~ = G1ZG.

E(to—tl)

Concluimos assim que,

E(to—t1)\ Elto—
dof(h) =T (G[dv(to—r)waﬂl—t0+r)]EE7t»(; tl)) ™ (Z) T <G[d7(to—r)¢](%1—t0+r)]EEi§ tl))

ou seja, basta mostrar que m(Z) é sobrejetora em sp(1).

Um simples calculo mostra que,

o(2) = {zn Zm}

221 22

onde '

<11 = _przpz + 2, o Happy, + Hpyps

R12 = QC(szpz)Q .

Z1 = —a + 2bH,,p, + 2¢Hy, p, Hygy 2y + 2¢H 0, Hpy oy — 2¢Hg 5, Hiypy — 4c(Hyyp, ) — 2cH,,p,
292 = bHp,p, — 2cHpyp, Hayp, — Hp,p

2P2

Lembrando que,
s ={} G| mscper |

e que H,,,, # 0, temos a sobrejetividade.

2P2

Para concluir a demonstracao do teorema devemos realizar nossa perturba(;ao através de poten-
ciais. Seja f € F arbitrariamente proximo de zero, tal que, 7([d, to)wHH ] ) ¢ nao-degenerada
de ordem < 2m. Lembremos que o x-suporte de f, esta contido em W, V1zmhan(;a arbitrariamente
pequena de y(t;) em N.

Consideremos (&, p) coordenadas simpléticas canonicas em v(t1), e 7 : T*M — M dada por,
7(z,p) = . Como temos a liberdade de deslocar o ponto ¢; por um & arbitrariamente pequeno,
podemos usar a propriedade twist do fibrado vertical conforme lema 2.22, para afirmar que 7|y é
um difeomorfismo local em ~(t;).

Definimos entao um difeomorfismo ¢ : W € N — M, dado por ¢(z) = %, onde (x,0) = (Z, p)
em N. Finalmente o potencial procurado ser4:

o [ @) wer(W)
fo(x) - {0 I T g 7AT(W)

Por construgao, o hamiltoniano, H(z, p) + fo(Z) tem a propriedade desejada. [ |

Lema 2.18. Dados k € R, fy € R(k), Uy, C R vizinhanga C™ de fo, o = a(Uy,) > 0 conforme
lema 2.9, a € R com 0 < a < 0o, com Gi*" NUy, # D, temos que Gi>* MU, ¢ denso em G NUE, .
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Demonstragao:

Seja f € GP*NU;, e qualquer vizinhanga abertaif de f. Devemos mostrar que UN(GE** MUy, ) #
a.

Pela definicao de G;"* temos que toda érbita periddica para H + f no nivel k, de periodo
minimal < a é nao degenerada de ordem m <

Tm’Ln'
Tomando py : T*M x (0,a) X (—e,e) — T*M x T*M x R temos, pelo corolario 2.14, que
py M Ay.

Ainda, pelo lema 2.13 (i), temos que

(Do) = {(8,T,0) [V € (H+ [)7'(k), T € (0,a), 07 7 (9) = 0}

Note que p;'(Ag) C (H + f)~'(k) x [0,a] x {0} que é um compacto. Como Aq é fechada
temos, pelo teorema 1.5, que p}l(Ao) ¢ uma subvariedade de dimensao 1, com um numero finito

de componentes conexas. Sendo que cada drbita periddica, {wHJrf (¥) |t e 0,T)], (9,7,0) €
p;l(Ao)} C p;l(Ao), ¢ uma componente conexa de dimensao 1 temos que o nimero de dérbitas
periddicas para H + f no nivel k, de periodo minimal < a distintas, é finito.

Vamos denotar, {7/ (0;) | t € [0,T) = Tpin(9y)], (9:,T;,0) € p7 (Do)}, para i = 1,.N.
As N orbitas periddicas para H + f no nivel k, com seus respectivos periodos minimais. Pelo
teorema 2.17 podemos encontrar uma soma de N potenciais fy = fi; + ... + fy arbitrariamente
préxima de 0, tal que, todas as érbitas sao nao-degeneradas de ordem < 2m para (H + f) + fo.
Concluimos assim que, f + fo € U N (G NU,). [ |

Lema 2.19. Com a mesma notagao do lema 2.18, se G ﬂZ/lfO # &, temos que ev, : G Q“rwufo X
T*M x (0,2a) X (—e,&) = T*M x T*M x R € transversal a Ay.

Demonstragao:

De fato, dado (f,9,T,S) € G¥** N U, x T*M x (0,2a) x (—¢,¢), se ev(f,9,T,S) & Ay esta
pronto, portanto vamos assumir que ev(f,9,T,S) € Ay, ou seja, ¥ é uma 6rbita peridédica para
H + f no nivel k com periodo minimal, Ty = Trnin(¥) € S = 0.

Se T' = Tpin entdo ev Ms9.10) Ao pelo lema 2.15, (ii). Por outro lado, se T' = mT5,m, m > 2
temos que m < 2a/Tin, isto é, T < 2a/m < a, portanto ¥ é ndo-degenerada de ordem m, pois
f €GP NUy,. Logo ev Missr.s) Ao pelo lema 2.15, (i).

Lema 2.20. Com a mesma notagao do lema 2.18, se G NUy, # &, temos que (g3“/2 3a/2ﬂ2/{f0)ﬂ

(G NUy,) € denso em G** N Uy, .

Demonstragao: Consideremos B = G** N Uj,, que é uma subvariedade de C*°(M;R) pois &
aberto. Pelo lema 2.19 temos que ev,, : az“ NUs x T*M % (0,2a) X (—e,&) = T*M xT*M xR é
transversal a Aj. Entao, pelo teorema 1. 6 temos que R = {f € G 2] py h Ag} é um subconjunto

genérico, e portanto denso, de G&"** NUy,. Afirmamos que R C (G, Sa/2,3/2 Us,) N (G N U,).

De fato, tome f € R, entao pelo corolario 2.14 toda orblta perlodica para H + f no nivel k,
de periodo minimal 7T,,; M Ag.
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Assim, se temos uma érbita periédica para H + f no nivel k, de periodo minimal T,,;, < 3a/2,

/ 3a/2 2a a
suponha m' < =
uP a Tmzn 4/3Tmzn - Tmin )

particular f € g3“/2 Be/2 Uy,. Logo (g,f“/Q’?’“/z NU) N (G NU,) é denso em G NUy,.

dai segue que esta 6rbita é nao-degenerada de ordem m’ em

Lema 2.21. Com a mesma notagao do lema 2.18, se G,'* NUy, # &, temos que (gZ“/Q’?’“/Q NUs,)

¢ denso em G MUy, .

Demonstragio: Pelo lema 2.20 temos que (G2/**** \14;,) N (G2 NU,) é denso em G2 MUy,
e pelo lema 2.18 G&** MU, é denso em G** NUj, portanto, G2*/> o2 NUy, é denso em G NU,.

Prova do lema de reducgao 2.11

Dados k € R, fy € R(k), Uz, C R vizinhanga C* de fy, o = a(Uy,) > 0 conforme lema 2.9.
Tome ¢ € Ry, se ¢ < a entdo G ° N Uy, = Uy, pelo lema 2.9. Assumimos entdo ¢ € Ry, com
c>a>a>0.

($)a(3) a

Afirmamos que, Qk NUy, é denso em G NUy,, Y0 € N. A prova des afirmacao é por

indugao em /.

Para ¢ = 1 note que, G©* NUy, = Uy, # &, pois a > a > 0. Logo 92 w3 N Uy, é denso em
G NUy, pelo lema 2.21.

3

3 Z
Agora suponha que, Q,iQ) mufo ¢ denso em G, * mufo, ¢ > 1. Entao, Qk (z) ﬂ?/{fo #* O,

3
2

pela densidade, e tomando a' = (2)%a, teremos que 92 30
3)+a (3

lema 2.21. Portanto Qlig

N Uy, é denso em gk n Uy, pelo

NUj, é denso em G NUy,. O que conclui a prova da afirmacao.
3\¢ 3\¢

Agora tomemos {y, tal que, (%)goa > c. Entao, Q,Ef) 0o (z) 0

Como gk (3)0a

Ny, C gl?’nﬂufo - gl?amufo = Uy,
NUy, é denso em G* MUy, , concluimos que G.° N Uy, é denso em Uy, . [ |

2.3 Prova do Teorema de Kupka-Smale (K-S)

Consideremos uma 6rbita periddica v = {¢F(6p), 0 <t < T} C H-Y(k), em TM, onde H esta
associado a L pela transformada de Legendre. Diremos que esta érbita é hiperbdlica se a aplicagao
de Poincaré associada nao possui autovalor de norma 1.

Definimos as variedades, estével forte e instavel forte de v em 6y = (0), como:

W (l0) = {0 € H™'(k) | lim_d(6F(0), F(9)) = 0}

W (0) = {6 € H™'(k) | lim_d(6}(60), 6}(6)) = 0}
Respectivamente definimos as variedades estavel e instavel (fracas) de v como:
=Ueot =), w(v) =Jef (™)
teR teR

Da teoria geral dos sistemas lagrangianos sabemos que, W#*(vy), W*(y) € H (k) sao subvariedades
lagrangianas de T'M, com a forma simplética twist, dada por:

w(ga C) = <(§h7 gv)*a ‘](Cha CU)*>
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em coordenadas locais.

Um ponto § € H~!(k) ¢é dito heteroclinico se 8 € W*(y;) N W¥(~y2) onde v1,72 C H (k) sdo
érbitas periédicas hiperbdlicas. Adicionalmente, se TyW*(y1) + TyW*(y2) = ToH ' (k), isto é, se
W*(v1) Mg W*(7y2) entdo 6 serd denominado um ponto heteroclinico transversal.

Um dominio fundamental para W?*(v) (ou W*(~y)) é um subconjunto compacto D C W#(v), tal
que, toda a érbita em W*(y) intercepta D. E possivel mostrar que, existem dominios fundamentais
arbitrariamente pequenos e préximos de 7.

Fixado a > 0 definimos as variedades estavel e instavel locais de 7 como:
Wa () ={0 € W?(7) | dwss5)(0,7) < a}
Wi(v) ={0 € W* () | dwes (0, 7) < a}
que também sao subvariedades lagrangianas de T'M.
Na diregao de provar o Teorema (K-S), definimos os seguintes conjuntos:

K¢ ={f € G| Vy,v C (H+ f)~'(k), érbitas periédicas hiperbélicas
para o lagrangiano L + f, de periodo < a, W27(y1) h W¥(vs)}

Definimos entao o seguinte conjunto

K(k) =) Kp

neN

E facil ver que, para todo f € K(k) valem as propriedades (i) e (ii) do Teorema (K-S).
Assim para concluir a demonstra¢ao do Teorema (K-S), basta mostrar que K(k) é genérico, ou
equivalentemente, que cada, K} é aberto e denso.

2.3.1 Abertura de K¢

Isto segue do fato de que as variedades estavel e instavel, dependem continuamente, em topolo-
gia C! nas partes compactas, do campo lagrangiano.

2.3.2 Densidade de K}

Lema 2.22. (/30],Prop 2.11, Pg34, Propriedade Twist do Fibrado Vertical)
Seja L um lagrangiano suave, convezo, superlinear, em M, 0 € TM e F C TyTM um subespago
lagrangiano para a forma twist em T M. Entdo, o conjunto,

Zp ={t € R | do¢y (E) NV (¢y(0)) # 2}

¢ discreto, onde V' € o fibrado vertical em M.

Demonstragao: Suponhamos que ty € Zg, devemos mostrar que existe § > 0, tal que, (to —
d,to + 0)\{to} N Zg = @, consideremos ty = 0 por simplicidade.

Denotamos a projegao ortogonal no espago horizontal por P : TyT'M — H(#) dada por P(§) =
P(&n. &) = (&,0), entdo, P(E) = (J(ENV(0)))" em H(0).

De fato, dados £ € F en € ENV(#) temos que

0= w(ga g) = <(€h7§v)*v J(Cha Cv)*> = <€h7 Cv) - <<P(§)7 J77>>
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Isto mostra que P(E) C (J(ENV(6)))*, para ver a igualdade, note que, pela ortogonalidade, vem

dim(P(E)) + dim(J(ENV(0))) = dim(P(E)) + dim(KerP|g) = dim(E) = dim(H(0))
pois J é um isomorfismo.
Escolha, 17; = (€;,0), i = 1,..m, base de P(E) e §; = (0,w,), j = 1, ..k, base de ortonormal
E NV (0), pelo visto acima, m + k = dim(H (#)) e portanto

{771, N ng, ceey ']gk}

forma uma base de H(0).

Considere a extensao natural da projecao horizontal P na orbita de 0, B : TyrpTM —
H(¢L(0)), com P é suave, temos que para t suficientemente préximo de 0 podemos escolher

ni(t) = (ei(t),0), i = 1,..m, base de Pi(dy¢L E).

Por outro lado consideremos os seguintes campos de Jacobi, ao longo da drbita de 0, Y;(t) =
Q&) = (YV(1), YP (1), que satisfazem

{ Yit) =YP()
Y;(0) =¢;
Como, Y}h(O) = Y?(0) # 0, temos que existe §; > 0, tal que, para todo t € (—d;,6;)\{0},
h

Y2(t) # 0.

Defina entao, para cada j, um novo campo W;

(
o - [ (/v
w0 =1

t) dado por
), 0), parat >0
t)]|,0), parat <0

E facil ver que,
{1 (), ooy (£), WA (2), ..., Wi(8)} C Pi(dgof E)

Além disso, .

lim W (t) = (Y/*(0),0) = J&

t—0
ou seja,

15%{771(15)’ PN T]m<t), Wl(t), ceny Wk(t)} = {771, vy NIy Jfl, PN Jfk}
Portanto, para todo t suficientemente préximo de 0 temos que

P(dy¢i E) = H(¢y (9))
isto é, t € Zp. [ |

O préximo lema permite perturbar localmente um potencial f para tornar as variedades estavel
e instavel transversais em um ponto heteroclinico.

Lema 2.23. Sejam L um lagrangiano, e f : M — R um potencial C*°(M,R). Dados v1,7v, C
(H — f)~Y(k) drbitas periddicas hiperbdlicas de periodo < a e 0 € W¥(vs), tais que, a projegdo
canonica T |wu(yy) seja um difeomorfismo local em 0 e U,V , vizinhangas suficientemente pequenas
de 8 em TM, tais que, 0 € V C V C U. Entao, eziste f € C(M,R), tal que,

i) f estd C™ prézimo de f;

i) supp(f — f) C n(U); )

i) y1,72 C (H — f)7Y(k) sdao drbitas periddicas hiperbdlicas de periodo para f igual ao periodo
paraf;

i) A componente conexa de W' (v2) NV que contém 0 € transversal a W*(yy).
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Demonstragao: Em primeiro lugar consideramos o hamiltoniano H — f associado ao lagrangiano
L + f pela transformada de Legendre L:

H — f(z,p) = sup {p(v) — (L + f)(x,v)}

VET M

com a forma simplética canonica de T M,
w= Z dx; N\ dp;.

Sabemos, da teoria geral dos sistemas hamiltonianos, que 7, y2 sdo levadas pela transformada
de Legendre em drbitas periédicas hiperbélicas de mesmo perfodo vi,72 C (H — f) (k) para o
fluxo hamiltoniano ;" ~/ denominamos entfo as suas variedades invariantes por We(,) e W5(71),
que serao subvariedades lagranglanas de T*M, e =L(0) € Wu(’)/g).

Note que, se m: T'M — M e n* : T*M — M sao as projecoes canonicas, entao
dg?T* = d97r o) (dgﬁ)_l
logo a projecao canodnica m* ’VV“(Vz) é um difeomorfismo local em . Além disso, X2~/ (9) =
doL o XEH7(0) # 0. Sendo assim podemos provar o lema, do ponto de vista hamiltoniano.

Pelo Lema 1.19 podemos encontrar uma vizinhanca U de ¥, e V C U, tais que, V.C V C U, e
uma subvariedade lagrangiana, A/, C* préoxima de W“('y}), satisfazendo as seguintes condigoes
1) v e {U\V}
2) NN{U\V} = W"(2) N {U\V} C (H — )7 (k);
NNV AW ()NV.
Como, N estd C™ préxima de W“(v}), temos que a projecao canoénica 7 |y é também um
difeomorfismo local em 9. Dai segue que, se U é suficientemente pequeno entao,

NNU={(z,p(x)) |z € 7"(u)}
ou seja, N |y é um gréfico C°(M,R).
Definimos entdo, o seguinte potencial, f € C*(M,R), dado por

[ f@) sex € (U)°
f(x)—{ H(z,p(x)) —k sexen*(U)

Note que, supp(f — f) C 7 (U) e 9 & supp(f — f), além disso, escolhendo U suficiente-
mente pequeno, teremos que 7*(U) N {71,72} = @ e portanto 71,7, sao ainda, érbitas periédicas
hiperbdlicas de mesmo perfodo contidas em (H — f)~'(k) para o fluxo hamiltoniano "~/

Denominamos por W¥(,) e W#(7;) as suas variedades invariantes em relagdo ao novo fluxo

H—f
P

) E facil ver que (H — f)(N) = k. Pelo Lema 1.17 temos que N é ¢~ 7 invariante. Ainda,
W*(42) s6 depende de tempos negativos e, a componente conexa de W“(v_g) NU que contém 9 e
N coincidem numa vizinhanca de 7, disjunta de supp(f — f), logo, N' = W¥(73).

_ Por outro lado, como WS(%) s6 depende de tempos positivos e f = f em {U\V}, temos que
We(y1) = W5(71). J& que NNV h W#(y;) NV, temos que

W) NV AW ()NV.

Agora basta escolher L + f para obter as afirmacoes do lema.
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Lema 2.24. O conjunto, K} € denso em C*°(M,R), para todo n € N.

Demonstracao: Tome fy € C*(M,R), pelo lema (N-D) podemos aproximar arbitrariamente
fo por f' € G/ que é aberto e denso. Assim, basta encontrar f arbitrariamente préximo de f’,
tal que, para quaisquer v;,v, C (H — f)7'(k), érbitas periédicas hiperbdlicas de perfodo < n,
tenhamos W (v1) M W} (y2). Entéo, f € K} e f estd arbitrariamente préximo de fo.

Note que, dadas 71,72 C (H + f')~'(k) 6rbitas periédicas hiperbdlicas de periodo < n, para
ver que W (y1) h W(2) basta ver que W2 (y1) hp W¥(72) com D um dominio fundamental para
W (72), ja que, se W*(v1) hg W*(72) entdao W?(v1) m¢tL+f’(9) W (), Vt.

Tome D um dominio fundamental para W*(vy,) ¢ § € D. Pelo teorema da fungao inversa
sabemos que 7|yu(q,) ¢ um difeomorfismo local em 6 se, e somente se, TyW*"(vy2) N Kerdgm = 0.
Como W*"(~,) é uma subvariedade lagrangiana, temos do lema 2.22, que o conjunto,

{t € R | dgdF(TyW"(y2)) N Kerd b1 o) 7 2}

é discreto, logo existe t(f) arbitrariamente préximo de 0, tal que, 7|yu(q,) € um difeomorfismo

local em 6 = f(;r)f/(ﬁ).

Como, f" € G;"", podemos escolher, t(6), tal que, 7(#) ndo intercepta qualquer érbita periédica
de perfodo < n. Fixamos entdo uma vizinhanca arbitrariamente pequena U de 0, tal que, w(U)
nao intercepta qualquer érbita periddica de periodo < n. Tome V' vizinhanca de 5, tal que,
V C V C U como no Lema 2.23, podemos entdo encontrar f; = f’ em 7T(([)C7 de tal forma que a

componente conexa de W(y2) NV (em relacao ao novo fluxo) contendo 6, é transversal W*(v;)
(em relagdo ao novo fluxo). Tomando V; = ¢S (V) teremos que W¥(v5) h W5(v,).

Podemos entao cobrir o dominio fundamental D por um numero finito de vizinhancas do
tipo, V4, digamos, Wi, ..., W,. Ja que a transversalidade é uma condicdo aberta e as variedades
estaveis(instaveis) locais sdo continuas em compactos, podemos escolher sucessivamente os Wy
tal que a transversalidade nos W;, j < i, se preserve. Concluimos assim, que W} (y2) h W2 (y1).

32



Capitulo 3

Problemas variacionais holonomicos em
sistemas de funcoes iteradas

3.1 1IFS e probabilidade holondémicas

Neste capitulo vamos estudar os conceitos de entropia e pressao em IFS (Iterated function
systems) no contexto de probabilidades holonémicas [20].

Nosso principal ponto de vista é o seguinte: o estudo de probabilidades holonomicas permite
entender todos os operadores de transferéncia P, e seus respectivos estados de equilibrio, quando
o IFS é visto como um processo estocastico.

Definicao 3.1. Um IFS (iterated function system), ([0,1],7;), no intervalo [0,1], € uma familia
de fungoes continuas 7o, 71, ..., Ta—1 : [0,1] — [0, 1] tal que U?:_()l 7;([0,1]) = [0,1].

Associado a um IFS podemos considerar a aplicagao continua ¢ : [0, 1] x X — [0, 1] x X, definida
por
o (x, w) = (Tx, () (%), o (w))
onde ¥ = {0,1,....d — 1}, 0 : ¥ — ¥ é dado por o (w1, wy, ws, ...) = (wa, w3, wy...) and X, : ¥ —
{0,1,...,d — 1} é a projecao da k-ésima coordenada. Nesta diregao, podemos ver um IFS como
um processo estocdstico [14], [22], [7], [18], [29], [17].

Se nés consideramos um IFS como sendo multiplos sistemas dinamicos (vérias aplicagoes)
entdo, para um unico ponto x teremos varias combinagoes de “érbitas’no IFS (usando diferentes
7;). Considerando o skew-product 6 podemos descrever o comportamento global dos iterados de
x. Ainda, podemos pensar um IFS como um processo de bifurcacao com indices em Y. Mais
precisamente definimos o n-ramo a partir de x € [0, 1] por w € ¥ como

Zn(‘ra U}) = TXn(w) O TXp—1(w) © - TX1(w) (ZE)

Com esta notagao nods temos
a-n(xﬂ w) = (Zn<l’7 w)? Un(w>>

Definicao 3.2. Um sistema com pesos (ver [35], Pg. 6) é uma tripla, ([0, 1], 7;,u;), onde ([0,1],7;)
¢ um IFS e os u;’s, i € {0,1,...,d — 1}, sdo aplicagoes mensurdveis nao-negativas limitadas. A
condi¢do Z?;ol u;(z) =1 nao € exigida.

Em alguns exemplos os u;, ¢ € {0,1,...,d — 1}, vem de potenciais mensurdveis limitados
¢ :[0,1] — [0, +00), isto é,
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A fungao ¢ é chamada weight function, (na literatura esta fungdo é também chamada uma g-

fungéo, ver [23] por exemplo). Note que ¢ pode assumir o valor 0. Isto é ttil para algumas

aplicagoes de IFS a wavelets [16] [17]. Nés enfatizamos que ndo assumimos nesta definigdo geral,
d—1

que Y ;g u(z) =1, VYael0,1].

Definigao 3.3. Um IFS com probabilidades, ([0, 1], 7;,u;), i € {0,1,...,d — 1}, é um IFS com um

vetor de fun¢do mensurdveis nao-negativas limitadas em [0, 1],

u(z) = (up(z), ur (), ..., ug—1(z))
tal que Y0 ui(z) =1, Vre|0,1].

Definicao 3.4. Um IFS com probabilidades ([0,1],7;,u;) € chamado “normalizado uniforme”se
existir uma fungdo peso ¢ tal que u;(x) = ¢(1(x)), Vi=0,....,d—1 e

Neste caso, nés escrevemos IFS como ([0, 1], 7;,u;) = ([0, 1], 74, ¢).

A definigao acima é uma restricao muito forte ao sistema com pesos. Varios problemas na
teoria classica de Formalismo Termodinamico para um shift ou para transformacgoes continuas
expansoras d a 1, T : S' — S! podem ser analisados via um IFS com uma fungao peso ¢ (ver
[32]). Neste caso os 73,7 € {0,2,..,d — 1}, sdo os ramos inversos de 7.

Nos iremos considerar depois o problema da pressao para um sistema com funcao peso ¢, que
nao ¢é necessariamente normalizada.

Agora retornamos ao caso geral.

Definig¢ao 3.5. Dado um sistema com pesos, ([0, 1], 73, w;), nds iremos definir o operador de trans-
feréncia (ou operador de Ruelle) P, por

d—1

Pu(f)(x) = Z ui(x) f(r:(z))

i=0
para toda f:[0,1] — R fungao Borel mensurdvel limitada.

Uma funcdo h : [0,1] — R serd chamada P,-harmoénica se P,(h) = h, [22], [14]. Uma proba-
bilidade v em [0, 1] serd chamada P,-invariante se P;(r) = v, onde P ¢ definida pela igualdade

[ Pn@ar = [ ;i

para toda f : [0,1] — R continua.

A abordagem correta para analisar um IFS, [18], [14] [22], com probabilidades ([0, 1], 7;, u;), é
considerar para cada x € [0, 1], a sequéncia de varidveis aleatérias (Z,(z,.) : ¥ — [0, 1])pen como
uma realizacdo do processo de Markov associado a cadeia de Markov com distribuicao inicial J,
e probabilidades de transicao P,. Além disso, nés temos uma probabilidade P, no espaco de
caminhos, 3, dada por

/Zg(w)dIP’z = Z wiy (), (15, ()., (75,15 (2)) g (i1, oy 1)
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quando g depende somente das n primeiras coordenadas(ver [22], para uma prova da condic¢ao de
consisténcia de Kolmogorov).

A probabilidade no espaco de caminhos e o operador de transferéncia estao conectados por

/E 42 ()P, (w) = P2(f)(x)

quando g, (w) = f(7w,-.-Tw, (x)) para alguma funcao continua f.

Definicao 3.6. Um p-sistema com pesos, p > 0, € um sistema com pesos ([0,1], 7, u;) tal que
existe uma fungao positiva limitada h : [0,1] — R e v uma probabilidade satisfazendo

Py(h) = ph, Pj(v)=pv

Observe que, um IFS com probabilidades é um 1-sistema com pesos (ver [17], [35] ou [7] para
a existéncia de probabilidades P,-invariantes e, [35], Theorem 4, ou [36] para a nao unicidade de
tais probabilidades). Também, um sistema com pesos, ([0, 1], 7, u;) onde ug = ... = ug_1 = k
(constante) é um d k-sistema com pesos. portanto o conjunto de todos p-sistemas com pesos é
uma grande classes de sistemas com pesos.

Exemplos de p-sistemas com pesos nao-triviais (e nao probabilisticos) pode ser encontrados
m [19] e [35] Corolario 2.

Ainda, a partir de um p-sistema com pesos ([0, 1], 74, u;) nés podemos obter uma normalizagao
([0, 1], 7, v;), do seguinte modo

wla) = ML

Entao P,(1) =1e Pf(u) = p.

3.2 Probabilidades Holonomicas

Para estudar as invariancia de probabilidades em um IF'S, nds precisamos introduzir o conceito
de probabilidades holonémicas em [0, 1] x 3 (see [20] para definigdes gerais e e propriedades no
contexto de dindmica simbdlica em ¥ x 3). Varios resultados apresentados em [20] podem ser
facilmente traduzidos para o contexto de IF'S. Em [20] o principal objeto sao as probabilidades
maximizantes. Aqui nés estamos interessados, principalmente num principio variacional para a
pressao.

Por outro lado, alguns novos resultados que nds apresentamos aqui podem ser também traduzi-
dos para aquele contexto (ou seja, para shifts).

Defini¢ao 3.7. Uma probabilidade holonémica U no [0,1] x X € uma probabilidade tal que

[ Sostonas = | sy

Entao o conjunto de todas as probabilidades holonémicas pode ser visto como o conjunto das
probabilidades no [0, 1] x X tais que

/go&dﬁ: /gdﬁ, Vg € C((0,1))
35

para toda f :[0,1] — R continua.



Deste ponto de vista é claro que o conjunto de todas as probabilidades holonémicas é maior que
o conjunto das probabilidades d-invariantes (porque C([0, 1]) pode ser visto como um subconjunto

de C([0,1] x ¥)).

3.3 Caracterizacao de probabilidades holonomicas

O problema da desintegracao de probabilidades holonomicas foi considerado previamente por
[16] com um diferente objetivo.

Definicao 3.8. Seja E um espaco topologico de Hausdorff. Uma medida v em E é dita de Radon
se
i) Qualquer ponto de E tem uma vizinhan¢a aberta U tal que v(U) < 0o;
ii) Para todo boreliano A,
v(A) = sup v(K)

KCA, compacto

Um espago métrico separavel, (M, d) é denominado um espago de Radon se toda probabilidade
de Borel neste espaco ¢ uma medida de Radon(ver [15], [37]).

Teorema 3.9. (/37], Prop. 6, Pg. 117) Todo espago métrico compacto é de Radon.

Conclui-mos assim que todos espacos aqui tratados sao de Radon.

Teorema 3.10. (/5/, Theorem 5.53.1, ou [15], Pg 718, (70-1II), para uma demonstracao) Sejam
X, X espaco métricos separaveis de Radon, [i probabilidade no X, m : X — X Borel mensurdvel
e p = mfi. Entao existe uma familia de probabilidades de Borel {fi;}ex no X, unicamente
determinada p-qtp, tal que,

1) ﬂx(X\f ( )) =0, p-qtp;
2) [ g(z)dji fo 1y 9(2) iz (2)dpa().

Esta decomposicao é chamada a desintegra¢ao da probabilidade fi.

Teorema 3.11. (Desintegracao Holonomica) Considere uma probabilidade holonémica v no [0, 1] x

Y. Seja
/g(x,w)dﬁ:/ / g(z, w)dy,(z, w)dv(y), Vg
[0,1] J{y}xX

a desintegracao dada pelo Teorema 3.10. Entao v é P,-invariante para o IFS com probabilidades
([0,1], 73, wi)i=0..a—1, onde os u;’s sao dados por,

uwi(y) =0,(y xi), i=0,..,d—1

Demonstragao: Considere uma funcao continua f : [0,1] — R e defina I} = [ f(7x,(w)(x))dD €
I, = [ f(x)dv. Como v é holonomica nés temos, I; = I.

Agora aplicando a desintegracao a ambas integrais nos temos
[1 - f01 f{y}xE f X1 w)( ))dﬁy(q:,w)dy(y) =

—Z f[m f{y}m (7x1 ) (2 ))dﬁy(fc w)dv(y )=

f[o 1] Vy({y} X Z )dv(y f[o 1) (y)dv(y)
quando ul(y) = l/y(y x1), i=0,. d L.
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por outro lado

I, = f[o,l} f{y}xz f(z)diy(z, w)dv(y) = f[o,l} f(y)dv(y).

Entao, f[0,1] P.,(f)(y f[o 1 ) para toda a fungao continua f : [0,1] — R, isto,
v é P,-invariante.

3.4 Invariancia de probabilidades holonémicas em IFS

As probabilidades holonomicas nao sao necessariamente invariantes para o skew-product &.
Por outro lado, toda probabilidade g-invariante é holonomica. Noés agora mostramos um exemplo
de probabilidade holonémica que nao é g-invariante (ver [20] para o caso do shift bilateral).

Suponha que zg € [0, 1], é tal que Z,(xg, w) = o, para algum w € ¥, n € N. Entao podemos
construir uma probabilidade do seguinte modo

n—1

R 1

VZEZOCSU]( X(SZ (w0,)
]:

Entao

[ stawyio = 3 g(Zy (a0, 0), (@)

Observe que esta probabilidade é holonomica mas nao é o-invariante.

De fato, é suficiente ver que

n—1
1
[ godtewdo =33 g0 612, 0).0%() =
n =
1 n—1
= 3 ol w), 0 (@)
§=0

Portanto, [ g o 6(x,w)di — [ g(z,w)di = Lg(xo,0™(w)) — g(xo,w)), que é claramente nao
identicamente 0, Vg.

Todavia 7 é holonomica porque dada qualquer fung¢ao continua f : [0,1] — R

—1
.1
/f(Txl(w) v = — Z (X1 (04 (1)) (Z (w0, W)) =
=0

n—1
:%Zf( j+1(@0, W /f

porque, Z,(xg,w) = x.
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3.5 Ergodicidade de probabilidades holonémicas

Dada uma probabilidade holonomica 7, nés podemos associar, por desintegragao holonomica,
um tnico IFS com probabilidades ([0, 1], 7;,u;) tal que Pf(v) = v e v = w0 (lembre que .
representa a probabilidade induzida no [0, 1] pela fun¢do mensuravel ).

Seja Z,, n € N, uma sequéncia de variaveis aleatdrias no [0, 1]. Entao, nés podemos construir
um processo de Markov com transi¢ao de probabilidades P, e distribuicao inicial v, que nés iremos
denotar por (Z,, P,,v).

Este processo é estaciondrio por construgao, portanto faz sentido perguntar se (Z,, P,,v) é
ergddico, no seguinte sentido:

Seja F a sigma &lgebra de Borel no [0, 1] e F a sigma algebra induzida no produto infinito
Q = [0,1]N, o espago de caminhos para um processo a tempo discreto em [0, 1]. Um processo de
Markov a tempo discreto Z,, n € N tomando valores em [0, 1] com transi¢ao de probabilidade
p:[0,1] x F — [0, 1] é processo estocdstico com probabilidade no espago dos caminhos dada por

]P)(Zn—H c A | Zn = Ty, Zn—l = Tp-1, --~,Z0 = ZL’Q) = p(ﬂfn,A), AeF
Definimos também o operador V' atuando nas probabilidades do [0, 1] por
V,(A) = /p(a:,A)dV, AeF

assim um estado inicial v sera dito estacionario se V, = v.
Ainda, um evento A € F,, serd dito invariante, se existir C € F, tal que

A=(o(C)

n>0
O processo Z,,, n € N serd dito ergédico se, para todo conjunto invariante A tivermos P(A) = 0
ou P(A) = 1.

No nosso caso, o processo é definido pela seguinte transicao de probabilidades

p(a, A) = z_:ui(x)XA(Tix) _ /A 1dP*(3,), A€ F

que representa a probabilidade de Z,.; € A dado que Z, = z. Em particular V,, = Pf(v)
e portanto a distribuicdo v serd estacionaria para o processo se ela for uma probabilidade P,-
invariante.

Assim, no contexto de probabilidades holonomicas temos a seguinte definicao de ergodicidade:

Definicao 3.12. Uma probabilidade holonomica v € dita ergodica, se o processo de Markov asso-
ciado (Z,, P,,v) € um processo ergddico.

Desta defini¢do podemos concluir diretamente de [18] que:

Lema 3.13. (Elton,[18]) Seja U uma probabilidade holonémica com desintegracao ([0, 1], 7;, u;).
Se U € a unica probabilidade P,-invariante, entao v € ergodica.

Em [18], J. Elton, provou um teorema ergédico para este tipo de processo de Markov definido
em um IFS com probabilidades, que apresentaremos a seguir. Primeiramente necessitamos relem-
brar algumas definigoes.
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Defini¢ao 3.14. Uma funcgao S : [0,1] — R tem seu mddulo de continuidade uniforme definido
por
p(t) = sup [S(z) = S(y)], t >0

lz—y|<t

Diremos que @ € Dini continua (ou que ¢ satisfaz a condi¢ao de Dini), se existir 6 > 0 tal que
J: 02l gt < oo
0 ¢t :

Teorema 3.15. (Elton,[18]) Suponha que exista r < 1 tal que

d—1

[ I7(@) = my)[

=0

<rle—yl, Vo,ye[0,1] ()

Assuma que exista 6 > 0 tal que ui(x) > §, Vo € [0,1], Vi = 0,....d — 1 e que o mddulo
de continuidade de cada w; satisfaz a condi¢ao de Dini. Seja v o unico estado estaciondrio de
processo de Markov descrito acima (ver [7] para a unicidade). Entao, Yz € [0,1] existe G, C 3
tal que P.(G,) =1 e para cada w € G,

MZ

% f (z,w) —>/de

=0

para toda f € C([0,1]).

Observe que a condigao (*) do teorema ergddico de Elton ¢ verificada trivialmente, se 7; ¢ uma
contracao para todo 7, independentemente dos pesos u; bastando tomar r igual ao minimo das
constantes de contracao.

Por outro lado a condicao de Dini impoe uma restricao, bem fraca, sobre a regularidade da
familia de marginais obtida na decomposicao da probabilidade holonomica , mais precisamente,
basta lembrar que u;’s sao dados por,

wi(y) =vy(y x1), i=0,..,d—1
A partir destas observacoes podemos enunciar o seguinte coroldrio do teorema ergddico de
Elton, cuja prova é evidente.

Corolério 3.16. (Teorema Ergddico Holonomico) Seja ([0,1],7;) um IFS contrativo (contrativi-
dade significa que T; € uma contrag¢do para todo i) e U uma probabilidade holonémica com desin-
tegracao ([0, 1], 7;,u;). Suponha que u; > § > 0, Vi = 0,...,d — 1 e que cada w; tenha mddulo de
continuidade uniforme Dini continuo. Entdo, Vx € [0,1] existe G, C X tal que P.(G) =1 e para

cada w € G,
N—
NZ (z,w) —>/fd1/

para toda f € C([0,1]). Em particular v € ergddica.
Por exemplo, é facil ver que, se d = 2, 79 = %x,ﬁ = %$ —i—% e ui(r) = Y(rz), i = 0,1,

onde Zf;ol Y(rx) e ¢ é uma fun¢do Holder no intervalo, verifica as condi¢oes acima. Embora o
resultado se aplique a uma classe de IFS bem menos restritiva que esta.
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3.6 Construcao de probabilidades holonémicas para
p-sistemas com pesos

Dado um p-sistema com pesos ([0, 1], 7;, u;), isto é,
Py(h) = ph, Pj(v) = pv

Considere a normalizacao ([0, 1], 7;, v;), entdao P,(1) =1 e Pf(u) = p.
E f4cil ver que a probabilidade no [0,1] x ¥ dada por

[ sta.wydi - /[ . / 9(z, w)dP (w)du(z)

é holonomica se P, obtida a partir de v (ver [16] para desintegragdo de medidas projetivas em
IFS). A probabilidade ji serd chamada o levantamento holonémico de p.

Podemos reverter este processo, comegando com um IFS com probabilidades (um 1-sistema
com pesos) ([0, 1], 7;,v;), isto é, P,(1) =1 e Pf(v) = v, e considere v, o levantamento holonomico

de v.
[otwwio = [ [ gyw)ap,wiiviy)
(0,1 J%
Por desintegragao holonémica (Teorema 3.11), podemos representar a probabilidade holonémica
U como
[owwis= [ [ gl widi, @)l
[0,1] J{y}x%

Entao, vy is P,-invariante para o IFS com probabilidades ([0, 1], 7;, u;)i=o..4—1, onde os u;’s s@o
dados por,
wi(y) = 0y(y,1), 1=0,..,d—1

Ressaltamos que vy = v (é6 um simples cdlculo), além disso nés podemos reescrever
[otwwyir= [ [ gl wii@,ta) < B, w)dv(y)
[0,1] JyxX

Pela unicidade no Teorema 3.10 obtemos,
Uy =0, xP,, v—qlp

Entao nds temos

ui(y) = 0y (y, 1) = (6, X P)(y,1) = Py (i) = vi(z), v—qtp

Deste argumento podemos concluir a seguinte proposicao

Proposigao 3.17. Seja ([0, 1], 7, v;) um 1-sistema com pesos e U o levantamento holonémico da
probabilidade P,-invariante v. Se ([0,1],7;,u;) € o 1-sistema com pesos obtido na desintegra¢do
holonomica de U, entao u =v, v — qtp, onde v = T, 0.
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3.7 Entropia e principio variacional para p-sistemas com
pesos

Vamos considerar um p-sistema com pesos, ([0,1],7;,u;). Denote por B* o conjunto de to-
das as fungoes positivas Borel mensuraveis limitadas no [0,1] e por H o conjunto de todas as
probabilidades holonémicas no [0, 1] x ¥ para 4.

A idéia central, nesta secao, é considerar a generalizacao da idéia de entropia para o caso
de probabilidades holonomicas através do conceito naturalmente sugerido pelo Teorema 4 em
[28]. Nos iremos mostrar que sob tal ponto de vista, os resultados cldssicos em formalismo ter-
modinamico permanecem verdadeiros.

Dado © € H nés podemos definir o funcional a; : Bt — R U {—o00} por

P
a(Y) = fié}gﬂ/ln(wlf)dﬁ

Seja ap o funcional definido acima. Observe que «; nao depende de .

De fato, tomando 1,1, € Bt e f € Bt defina g € B™ como sendo g = %f € BT, entao

P P,
/m(JT?gg)da - /m(ﬁf)dﬁ

portanto a;(1)e) = ().

Definicao 3.18. Dado v € 'H nds definimos a Entropia de v por

h(ﬁ) = Oy

Pelo visto acima temos

Vi) € BT,

Lema 3.19. Dado 3> 1+ « e numeros a; € [1 +«, ], i =0,...,d — 1 existe ¢ > 1 tal que

In(e Z a;) = Z In(ea;)

Este lema segue da escolha ¢ = exp(ﬁ(ln(zgol ai))/(Zf:—ol In(a;)) e do fato de que a; > 1+a.

Lema 3.20. Dado f € Bt e 0 € H entdo

g/f(n(fc))dﬁz /f(:c)dﬁ

Demonstragao: Como 7 é holonémica, temos

/f(TXI(w)(JJ))dﬁ:/f(x)dﬁ.
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Isto pode ser reescrito como

Jsonw@ni =3 [ sexwm@a =3 [ i)

Observe que para cada @

/f(ﬂ(:t))dﬁ = ;/ijf(n(g;))dy > /[Olmf(ﬂ(x))dy
Portanto, . N
; / f(ri(x))do = 2 /[0 J}Xzf(n(x))da: / f(x)dp

Proposicao 3.21. Considere v € 'H. Entao
0 < h(9) < In(d)

Demonstragao: Inicialmente, considere ¢ = 1. N6s sabemos que h() = inf jep+ [ In( Tf Ydv <
[In(2)di = In(d).

Agora, para provar a desigualdade

QL
—_

() = inf /m( °TVdp > 0

FEB+

Il
=)

7

considere I = [In(}>" f 01 ! OT’)dI/ e suponha, sem perda de generalidade, que 1+a < f < 3 (porque

esta integral é invariante sob a acao da aplicagao projetiva f — Af). Entao, nés podemos escrever
esta integral como

/ digfoﬂ =/ln(6§fon)dﬁ—/1n(gf)da (1)

Para usar a desigualdade obtida no Lema 3.19 denote, para cada x fixo,

a; = fom(z)
entao teremos
1L (o) fom)
—1 (Zh(fom)

pela compacidade de [0, 1]. Desta escolha nés temos

e(w) = exp( )=e0>1

d—

802:fo7'z ZZ n(eqf o) (2)

1=0

Usando (2) em (1) teremos



Além disso, usando a desigualdade do Lema 3.20 aplicada a funcao In(ef) (note que In(eof) € BT
porqué gy > 1), teremos

> /ln(ef)dﬁ—/ln(gf)dﬁ—

Defini¢ao 3.22. Dado ¢ € B' definimos a Pressio Topoldgica de ¢ por

p(8) = sup{h() + / In(¢)di}

veEH

Usando a féormula para a entropia obtemos uma caracterizagao da pressao topoldgica como

Pof

)i

p0) =supl int [ (") + [n(o)do) = sup int [ n

peH fEBT ¢f peH feBT

Definicao 3.23. Uma probabilidade holonomica Ue, tal que

p(0) = hlow) + [ 1n(6)dr.,
serd denominada um FEstado de FEquilibrio para ¢.

No préximo teorema nds nao assumimos que Z?:_Ol o(ri(x)) = 1.

Teorema 3.24. Considere ¢ € BT tal que ([0,1],7;,$) € um p-sistema com pesos, para algum
p > 0. Entao, p(¢) = In(p). Em particular, o operador de transferéncia P, tem um unico
auto-valor positivo.

Demonstragao: Note que, h() = infcp+ fln(%cf)dﬁ < [In(+ P"’h )i = [In(§)dv = — [In(¢)di+
In(p) assim,

h(D) + /ln(qb)dﬁ <In(p), Vv

portanto p(¢) < In(p).
Lembremos que
Py f Vo
f
Seja g uma probabilidade holonomica fixada, tal que o dual do operador de transferéncia normali-
zado verifique P (m.0y) = w0y (sempre existe se P, é a normalizagao de P,), onde 7(z,w) = .
Portanto nds podemos escrever

p(0) = sup it [ In(=4

peH fEBT

feBt

p(¢) > inf /m(P;f) %

Note que, a partir da propriedade de normalizacao, teremos

Py(f) = Pu(!

h)ph, vf

Além disso, sabemos que In(P,g) > P, In(g), Vg, pela concavidade da fungao logaritmo.
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Agora considere uma f € Bt arbitraria, entao

/m(P;*;f) VO_/1H<W)CM /ln(PJ(cJ/c}/lh))dﬁo—i—ln(p) >

> [ Pata(smydin [ 1n(s/b)din +1a(p) = n(p)

Logo inf fcp+ fln(%j)dﬁo > In(p), isto é p(¢) > In(p). Dai obtemos p(¢) = In(p).
In

Para obter a segunda parte da afirmacao é suficiente ver que p(¢) = In(p), para todo p, portanto
o auto-valor é unico. [ |

Teorema 3.25. (Principio Variacional) Considere ¢ € B tal que ([0, 1], 7, ¢) é um p-sistema
com pesos, para p = eP’¥) > 0. Entdo, qualquer probabilidade holonémica iy tal que o dual do
operador normalizado verifique Pl (m.y) = Tty € um estado de equilibrio.

Demonstragao: Note que, da defini¢do de pressao obtemos In(p) = p(¢) > h(to) + [ In(¢p)dvp.
Como Pf(m.lp) = Ty, para uma f € BT arbitréria, obtemos

oo+ [ (@ = [ yan, > g

Portanto In(p) = h(ip) + [ In(¢)dvy. [ |

Note que, se 7y é um estado de equilibrio, tal que o IFS com probabilidades ([0, 1], 7;, v;)
associado a 1y por desintegragao holonémica, é uniforme, entao P (m.0y) = m.0yp.

De fato, sabemos que In(p) = h(ig) + [ In(@)dvy, e P;(mp) = mip. Entao podemos escrever
d—1
In(p) = h(d) + / P, In(¢)dvy = h(ip) + / > i In(¢(7))dig
=0

Lembre que, a normalizacao de ¢ é dada por

¢(7i(x)) h(7i(x))

ui() = ph(z)

portanto
d—1
—I—/Zviln(ui)dﬁo (1)
i=0

Como ([0, 1], 7, v;) é normalizado uniforme, existe uma fungao peso ¢ tal que v;(z) = ¢(7:(x)),
Vi=0,..,d—1. Além disso, p(¢) = 0 e 1y é claramente um estado de equilibrio para ¢». Portanto

0= h(d) + / In(1)dv

Usando P (m.rp) = .l obtemos

+ /sz In(v;)dryg (2)
4
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E um fato bem conhecido, que

_ i a;In(a;) + i a;In(b;) <0 (%)

onde Zl o =1= Zd "b; e b; > 0 com a igualdade somente se a; = b; (ver [32] para uma
prova). De (1) e (2) obtemos,

wi(z) = vi(z), v—qtp
e entdao P (m.ry) = T.ly.
Exemplos:
1) Para ¢ = 1, teremos Py(1) = d - 1. Entao, para todo estado de equilibrio 7, temos

In(d) = h(veq) + /ln( )dve, = sup inf /ln(%f)dﬁ = sup h(?)

peH FEBT DeEH

2) Se P,(1) = 1, isto é, to caso de IFS com probabilidades, p(¢) = 0. Entao, h()+ [ In(¢)di <
0, para toda probabilidade holonomica. Além disso, qualquer estado de equlhbrlo Ueq satisfaz

B(in) = — / In(6)dieq

Definicao 3.26. Duas fungies 11,10e € Bt serao ditas holonomicamente equivalentes (ou, co-
homdlogas) se existir uma fungao h € Bt tal que

h(7x, ) (7))

dile) = vala) - == Vi)

E claro que, dois potenciais holonomicamente equivalentes 1,1y terao os mesmos estados de
equilibrio.

3.8 Um ponto de vista alternativo para o conceito de
entropia e pressao para um IFS

Defini¢ao 3.27. Dado v € H, seja ([0,1],7;,v;) o IFS com probabilidades que aparece associado
a desintegracao holonoémica de U (ver Teorema 3.11). Definiremos a Entropia de U por

h(v) = — sup /ZvZ In(u;)d

EL o D=1

Proposicao 3.28. Considere v € H. Entao

0 < h(r) <In(d)
Demonstragao: Inicialmente considere u? = é, t=20,...,d—1 entao Zl 0 wW=1e
d—1 1
—h(v) = su / vllnuzdy>/ v;In(=)dv = —In(d
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portanto h(?) < In(d).

Por outro lado u; <1 so In(w;) < 0, e entao

d—1
sup /sz In(u;)dv <0
Souwi=1) Do

Logo 0 < h(D). [ |

Lema 3.29. (Existéncia de Estados de Equilibrio) Considere ¢ € B tal que ([0, 1], 7, ¢) é um
p-sistema com pesos, para algum p > 0 (lembre que existe h > 0, tal que P,(h) = ph). Denote
por P, a normaliza¢do de P,, isto €, ([0,1],7;,v;) € um 1-sistema com pesos, tal que P,(1) =1 e
P¥(v) =v. Seja v o levantamento holonémico de v. Entao

h(D) + /ln((b)dﬁ = In(p)

Demonstragao: Seja vo levantamento holonomico de v. pela Proposicao 3.17, nés sabemos que o
1-sistema com pesos associado a sua desintegracao holonémica é ([0, 1], 7;, v;). Entéo, da definigao
de entropia teremos

h(v) =— sup /sz In(u;)dv = /sz In(v;)d

>iso yui=1
da desigualdade logaritmica (*) acima.
lembre que, a normalizacao de ¢ é dada por

o(7i(x))h(ri(x))

=)

Substituindo esta expressao na equagao para a entropia teremos

_ _/1n(¢(x))dﬁ+ln(p)-

Definicao 3.30. Dado ¢ € Bt definiremos a pressao de ¢ por

p() = sup{h(?) + / In(¢)di}

veEH

Teorema 3.31. Consideremos ¢ € B tal que ([0, 1], 7, ¢) € um p-sistema com pesos, para algum
p > 0. Entio p(¢) = In(p). Em particular, o operador de transferéncia Py tem um unico auto-
valor positivo.
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Demonstracao: Seja P, a normalizagao de Py. Entao,

h(v) + /ln(gzﬁ)dﬁ = h(D) + /ln(gzﬁ)dz?
:—/iimmww/amww=

= —/gvi ln(vi)dﬁ+/§viln(¢(7i))dﬁ:

— _/gvi ln(vi)dﬁ—l—/gvi ln((b(ngzw) hl()Z)

-1 d—1 L
= _/;viln(vi)dﬁ+/;vi ln(ui%)dﬁ:

dv =

~—

d—1 d—1 d—1 y
— /— ;vi In(v;) + ; v; In(u;)dv + /;vi ln(%)dﬁ <

— In(p) + / iv In(h)dir — / iv In(h(r))di
=In(p) + /ln(h)dﬁ — /Pv In(h)do = In(p)

A igualdade segue do Lema 3.28 ]

Do Teorema 3.31 e do Lema 3.28, segue que existem estados de equilibrio, mais precisamente,
dado um p-sistema com pesos, qualquer levantamento holonémico de uma probabilidade invariante
é um estado de equilibrio.

O principio variacional na formulacao desta secao, é bem mais forte que o da secao anterior.
A troca da definicao da entropia permite dar uma caracterizacao dos estados de equilibrio como
sendo os levantamentos holonémicos de probabilidades P,-invariantes do operador de transferéncia
normalizado. Resultando assim numa condigao de equivaléncia para tais estados como mostra o
proximo teorema.

Teorema 3.32. (Principio Variacional Alternativo) Consideremos ¢ € BT tal que ([0, 1], 7, ¢) €
wm p-sistema com pesos, para p = e”®) > 0. Entdo, uma probabilidade holonomica iy € um estado
de equilibrio se, e somente se, a projecao Vg por desintegracao holonomica € invariante para o dual
do operador de transferéncia normalizado de Py (isto €, P} (m.lp) = m.)).

Demonstragao: Pelo Lema 3.28, segue que: se Iy é o levantamento holonomico da probabilidade
Ty, entao 7y é um estado de equilibrio.

A reciproca também é verdadeira. De fato, suponha que 7y é um estado de equilibrio, isto é,

MM+/M@Mme

Usando a normalizagao teremos,
d—1
—/Zvi In(v;)dvy + /ln(gb)dlﬁo = In(p)

=0
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onde ([0, 1], 73, v;) é o 1-sistema com pesos associado a desintegragao de y. A partir da invariancia

de P, teremos
d—1 d—1
—_ / Z (5 ln(v,-)dﬁo + /ZUZ 1D(¢(Tl))dﬁ0 = ln(p)
i=0 i=0

Finalmente, das relagoes da normalizagao P, de P,

¢(7i(2))h(7i(2))

e eln@) =

wi(z) =

temos
d—1 d—1
_/;m (vi)d 0+/; i In( B (@) )dvp = In(p)

isto é equivalente a

d—1 w
/ZOU ln(v—:)dﬁo =0

d—1 " d—1 " d
D min(E) S uh =In(3 ) = In)

=0

segue que u; = v;, Tily — a.e.
Como 7,7 é P,-invariante, teremos P (m.0y) = .0y

A conveniéncia do uso deste tipo de definicao de entropia ou outra deve depender do problema
especifico no qual alguém esteja interessado.

Para concluir, gostariamos de salientar que para cada ¢ fixado podemos considerar um para-
metro real 3 e logo o respectivo problema variacional

p(6") = sup{h(?) + 8 / In(¢)di}.

veEH

Para cada valor 3, denote por g a solucdo (portanto, normalizada) do problema varia-
cional acima. Qualquer subsequéncia (limite fraco) vz, — v ird determinar uma probabilidade
holonémica maximizante v (no sentido de que, realiza sup;cy{ [ In(¢)di }) porque a entropia de
qualquer probabilidade holonomica é limitada por Ind. A existéncia de subagoes via limite de
autofungoes pode ser obtida aqui usando as mesmas técnicas empregadas em [12]. Indicamos [20]
para propriedades de probabilidades holondmicas maximizantes e observamos que estes resultados
também se aplicam ao contexto de IF'S descrito nas segoes anteriores.
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