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RESUMO

Esta dissertacdo aborda a sintese de leis de controle basssadcompensacao dina-
mica de saida para sistemas lineares continuos invariantesnpo, sujeitos a restricbes
no atuador. Baseados em condi¢gdes suficientes expressablisnadbtidas a partir de
uma nova condicao de setor para a funcdo zona-morta, doslossao propostos. O
primeiro método propde a sintese de compensadores dinddeeati-windupde ordem
plena e reduzida para um sistema com um controlador dqutmri desprezando limites
do atuador. A sintese dos compensadores considera um ateattdo em amplitude
e 0 sistema sujeito a perturbacdes limitadas em nafmaA verificagdo das condi¢des
enunciadas garante a estabilidade da origem em malha fecbadhol, limitado da
perturbacdo a saida controlada do sistema, e um conjuniiciizacéo dos estados do
sistema tolerante a perturbacdo de nomyamaxima, conhecida. Na auséncia de per-
turbacdo a origem é garantida assintoticamente estaveh. cPeompensador de ordem
plena, condigcbes em LMIs garantem a estabilidade localleagtta origem. Para o caso
de ordem reduzida, inicialmente obtém-se estas condigfesssas em termos de BMls,
sobre as quais aplica-se o Lema de Finsler, e pela escolbpregola de seus multiplica-
dores, condicdes expressas em LMIs séo obtidas. Dois nebadeados em BMIs séo
propostos para estender os resultados obtidos das otiieizaem esquemas de relaxacao.

O segundo método proposto aborda a sintese de controlatiod@sicos, para um atu-
ador restrito em amplitude e taxa de variacao, sujeito aigE¢oes limitadas em norma
L,. Propde-se um controlador dindmico n&o-linear, compostam compensador di-
namico linear, um integrador saturante e lagns-windup Esta metodologia possibilita
a sintese simultanea de um controlador, e da malha de coagad®masti-windup A ve-
rificacdo das condi¢cdes enunciadas garante a estabilidadegém em malha fechada,
ganhoL, limitado da perturbacao a saida controlada do sistema, euojarto de inicia-
lizacao do sistema tolerante a perturbacdo de ndipraaxima, conhecida. Na auséncia
de perturbacédo a origem € garantida assintoticamenteséséés/condicbes para estabili-
dade local e global sédo formuladas em LMIs a partir da apicalp lema de Finsler e da
escolha apropriada de multiplicadores. Dois métodos tanti@aseados em BMIs podem
estender os resultados obtidos das otimiza¢cdes em esqdenmaaxacdo. Casos especi-
ais sdo propostos a partir do método geral obtido; nestes candi¢cdes diretamente em
LMI podem ser obtidas.

Problemas de otimizacdo sdo propostos para ambos os mgtadosnaximizar a
tolerancia a perturbacéo e a minimizacéo do gafhda perturbacdo a saida controlada.
Exemplos numéricos séo apresentados para ilustrar o efeitada método na solucéo
do problema de maxima tolerancia a perturbagéo.

Palavras-chave: Antiwindup, Saturacao, Sistemas Lineag Tempo Continuo.



ABSTRACT

This thesis addresses control law synthesis based upommilyrmautput compensa-
tion of continuous time invariant linear systems. By sudfiti conditions expressed in
LMIs, obtained from a new sector condition to the dead-zametion, two methods are
proposed. The first one, comprises the synthesis of full addaed order dynamanti-
windupcompensators for a system with a linear controdiggriori given, regardless the
actuators limits. The compensator synthesis considersmtitade limited actuator and
a system subjected t6,-norm limited perturbation. The verification of the annoedc
conditions assures the closed-loop origin stability, fediC, gain for the perturbation at
the system controlled output, and a system states indi@&bia set tolerating the known
Lo-norm disturbance. In the absence of disturbance the omsgasymptotically stable
guaranteed. For the full-order compensator, LMI condgiassure the local and global
origin closed-loop stability. For the reduced order casdirst, BMI conditions are ob-
tained, which, by the Finsler Lemma and proper choosinganhitltipliers, become LMIs.
Two methods are presented based on BMIs in order to impraveltained results, by
relaxation schemes.

The second method addresses the synthesis of dynamic kenstepnsidering a lin-
ear plant with the actuator restricted both in amplitude eatd, the system is meant to
be subjected t@, norm disturbances. The proposed methodology issues ameer-Hy-
namic controller, composed by a dynamic linear compengsatsaturating integrator and
anti-winduploops. This approach allows the simultaneous synthesistbfthe controller
and theanti-winduploops. The validity of its announced conditions guaranteeglosed-
loop origin stability, an upper-bound to the disturban€egain on the plant’s controlled
output, and an initialization set for the system that stahdsspecified disturbance. In
the absence of disturbances the system’s origin is asyioallgtstable guaranteed. Both
local and global stability conditions are given in terms dlis. Two BMI-based methods
arise in order to improve the results obtained on the refeogtimizations problems by
relaxation schemes. Special cases are derived from theajenethod; in these cases
directly LMI conditions may be obtained.

Optimization problems arise in both methods in order to mmazeé disturbance toler-
ance and rejection, by means of respectivelyJisnorm, andZ,-gain at the controlled
output. Numerical Examples are presented in order to ihtisthe effect of each method
in the solution of the disturbance toleration problem.

Keywords: Anti-windup, Saturation, Linear Systems, Continuous Time.
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1 INTRODUCAO

Todas as atividades prescindem de algum tipo de controlen@iconamento de pro-
cessos fisicos para que apresentem resultados desejaaloticzamente motiva a pesquisa
na engenharia de controle. A necessidade da compreensdioogssns fisicos comple-
X0s e relevantes faz necessario o uso de modelos que rejgssFus principais aspectos
para a aplicacdo a que se destinam. E sobre o modelo do prapeskeis de controle sdo
projetadas. O sucesso do controle esta em quéo apropriadmdelo escolhido.

Aimplementacéo da lei de controle da-se através de um dadt e invariavelmente
utiliza-se sensores e atuadores. Estes, por sua vez, afammseomplexidades em maior
ou menor grau. Além disto, existe um limite fisico de quamiargia pode ser transmitida
para um sistema. Por outro lado, a transferéncia de eneagiagpsistema néo é instan-
tanea, 0 que requer um tempo para que um de seus estados asswalar distinto do
atual. Isto reflete-se em uma taxa de variacdo limitada.destontrole que desrespeitam
estes e outros limites de atuacdo, podem gerar comportagiemprevistos, e a acao de
controle ndo mais conduz o comportamento do sistema coeforpnojeto original.

Os limites do atuador receberam grande interesse da litaracadémica. Em es-
pecial o estudo dos efeitos adversos da saturacdo do atsw@loier o sistema. A ocor-
réncia imprevista da saturacédo pode levar o sistema a ilidéale ou ao aparecimento
de respostas indesejaveis inerentes ao comportamentinedo-do sistema em malha
fechada. Exemplos sdo multiplos pontos de equilibrio esitimite. A saturagéo do
atuador ocorre quando ao menos um de seus limites é exceslmsipal de controle que
alimenta a planta.

Desde os trabalhos de (FERTIK; ROSS, 1967), uma série decpgbés dedicaram-
se ao estudo dos efeitos da saturacéo sobre o sistema enfechlhda. Os controladores
instalados em plantas da época desconsideravam os limgedwhdores da planta, assim
a ocorréncia da saturacao causava no processo um compottaimaéesejado e potenci-
almente nocivo as especificagbes de desempenho do sistemneapMulo 3 um histo-
rico destas publicacBes é apresentado. S&o muitas asd@olte sistemas possiveis,
mas dividem-se em duas abordagens principais. Enquantieseidireta consiste em
projetar-se um controlador que considere as restricbesudalar, oanti-winduppropde
a modificacdo da malha de controle original, que consideratuador linear, incluindo
um compensador que dirima os efeitos indesejados da satusabre o sistema.

A partir dos anos 90, trabalhos sobre sistemas sujeitosugagab passaram a en-
fatizar a estabilidade, caracterizando o conjunto dentrespaco de estados, no qual a
estabilidade da origem é garantida. A literatura consigeirscipalmente casos de es-
tabilidade global e local. A estabilidade global geralreaniplica em um desempenho
aquéem do desejado na regido linear da planta, e requer gaata ptnha modos estaveis
em malha aberta, 0 que nem sempre se verifica. A estabilidaderéstringe as garantias
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a um conjunto limitado de estados que, se contiver a regiéle dar-se-a a operacao, €
suficentemente abrangente. Além disto, permite consigdaatas instaveis em malha
aberta.

Por ser a estabilidadeonditio sine qua nomlo controle, a diferenga entre solucdes
que atendam a um dado problema de controle estara no niveséengenho obtido por
cada uma das solucdes propostas. Desta forma, a escolhisédesde desempenho é
fundamental Em (DORATO, 1987) e (COUTINHO; D. J. PAGANO, 2p#ao considera-
dos fun¢des custos como critérios de desempenho. Estéhwatmmsiderara a tolerancia
e atenuacao a perturbacao por serem criutérios relevaatesnmpreenséo dos efeitos de
distarbios externos sobre o sistema.

A obra de (BOYD et al., 1994) estimulou a descricdo das cd@rediguficientes para
a existéncia de uma solucdo aos problemas abordados em derinisll. Este tipo de
representacao foi bastante aceito pela comunidade abangifie fez largo uso da mesma
em trabalhos posteriores. Assim, na literatura, compeansaédnti-windupestaticos fo-
ram propostos para plantas com um controlador definido sigptodo o sistema linear.
A compensacdo dinamieanti-windupna realimentacéo de saida propiciou mais graus de
liberdade ao projeto do que seu equivalente estético, imdawva representacdo em LMI
exigiu um desenvolvimento de melhores técnicas algébrxasie sé recentemente foi
possivel. A dificuldade de implementacdo de compensadorémitos de ordem plena
abriu espaco para a sintese de compensadores de ordendegdubitraria, o que vem
sendo desenvolvido.

Das limitacfes possiveis no atuador, as mais abordadaswgditugle e taxa de varia-
¢céo. Modelos de plantas que desconsideram a presencau®aedies externas impedem
insightssobre a estabilidade do sistema quando da ocorréncia dégstisbios.

Este trabalho aborda sistemas lineares invariantes nootesieptempo continuo, su-
jeitos a saturacao do atuador - primeiramente em amplitudaig adiante em amplitude
e taxa de variacdo. Abordam a sintese de controladores diogue saida, e compensa-
doresanti-windupdinéamicos de ordem plena e reduzida para malhas de reafigiers
dindmicas de saida. Os sistemas séo sujeitos a perturBaefio todos os seus terminais
externos de modo a permitirem uma maior flexibilidade aousdés métodos propostos
em adapta-los a situacéo de seu interesse. Os resultadesrdbalho sdo uma extenséo
ao caso de tempo continuo de trabalhos recentes em tempetdjspue tratam destes
temas ainda pouco explorados na literatura.

Este manuscrito esta organizado como segue.

O capitulo 2 apresenta os lemas, definicdes e funcbes dibzaos desenvolvimen-
tos. O capitulo 3 apresenta o problema em estudo e um braeidosdos trabalhos
na area, contexto em que o presente trabalho se insere, &fiagtisa para os métodos
desenvolvidos e abordagens utilizadas.

O capitulo 4 apresenta métodos para a sintese de compessatdwindupde or-
dem plena e reduzida para sistemas sujeitos a saturacdaattbbaem amplitude, com
garantias de estabilidade local e global - esta, quandamgg@asim permite. Este capitulo
€ uma extenséao dos trabalhos de (TARBOURIECH; GOMES DA SIIVABENDER,
2006) para o caso continuo. Um controlador dindmico de dafdacidoa priori tem
sua dindmica compensada por um bl@edi-windupdinamico, excitado pelo sinal de
erro entre a entrada e saida do atuador. Este compensaaiati-dénduppode ter ordem
igual ou inferior a soma da ordem da planta e do controlacima Pada um destes casos
h&a um método proposto. A obtencdo de condi¢cbes linearesdataese o compensador
possui ordem plenaw(+ n.). A compensacgdo de ordem reduzida requer a aplicagédo do
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lema de Finsler e a fixagdo da estrutura de seus multiplieadmara que as condicdes
lineares sejam obtidas. O lema de Finsler sera apresentachpitulo 2.

O capitulo 5 apresenta métodos para a sintese de contregadimamicos com la-
cos anti-windup para plantas com atuadores sujeitos a amplitude e a taxarideam
limitadas, com garantias de estabilidade local e globala, egiando a planta assim per-
mite. Este capitulo, embora seja uma extenséo dos trabd¢h@@OMES DA SILVA Jr.
et al., 2005) para o caso continuo segue um caminho distaiot@atamento diferenci-
ado que faz das perturbacfes atuantes sobre o sistemandboiscaa maior generaliza-
céo. Propbe-se um método para a sintese de um controladanidmnao-linear de saida,
composto por um controlador dindmico linear, um integraddurante e malhas estaticas
deanti-windup Como no capitulo 4, o lema de Finsler é utilizado para cairste uma
representacao por LMI. A estrutura dos multiplicadoresiii®s foi escolhida de modo
a ser 0 menos restritiva possivel.

O capitulo 6 apresenta as conclusdes e perspectivas dauwidatie deste trabalho.
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2 DEFINICOES PRELIMINARES

Este breve capitulo apresenta algumas defini¢cdes, fun¢éeme que serdo utilizadas
ao longo dos desenvolvimentos do presente trabalho.

Os sistemas abordados neste trabalho séo todos de tempuucomtor simplicidade,
a dependéncia temporal sera omitida da notacgéo.

Durante desenvolvimentos algébricos com frequiéncia Blernétricos far-se-ao pre-
sentes. Como forma de simplificar sua representacéo, a meson@ra mediante a se-
guinte forma contrata.

sym{-} : RV — R sym{A} = A+ AT (2.1)

Nas mesmas circunstancias, a manipulacéo algébrica de@satnvolvera matrizes dia-
gonais e blocos diagonais. Define-se da seguinte forma presentacao:

vy ok k%

Vo= [vn v - vy | diagey = | @ (2.2a)
1 V@) (n) | 0 0 - « :
0 0 0 vy
e
VAj,j=1,---,N &€ RW*"
A« x %
0 Ay = %
BLKDG{[ 4, Ay -+ Ay |} = _ (2.2b)
0o 0 " =
0 0 0 Ay

A saturacdo é uma das principais funcdes consideradastrass¢ho. Define-se-a aqui
como,

sat) () : ™ — R, saf(vy) = sign(ee)) min{|ep |, ne bi=1,---,m  (2.3a)

onde
1, L(4) >0
S|gn() R — R, Sigl‘(b(i)) = 0, LGy = 0 (2.3b)
-1, Ly < 0

A modelagem de sistemas saturados por ndo-linearidadedatessagere a definicdo de
uma funcéa)(-) tal qual segue.

Py(-) « R™ = R, (1) = ¢ — sat(e) (2.3c)
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Durante a formulagcdo de condi¢cbes de suficiéncia a existéleisolugdes propostas,
conjuntos como o abaixo serdo necessarios.

S ={eR" || (Koy—Gw) €& <nuzi=1,---,m; K,G € R™"} (2.3d)

Conforme (2.3c) e (2.3d), segundo (GOMES DA SILVA Jr.; TARBRIECH., 2005), o
seguinte lema pode ser enunciado.

Lema 2.1.Se € S(n) entdo a ndo-linearidade, (K¢) satisfaz a seguinte desigualdade:
by (KRETT (3 (KE) — G€) <0 (2.3e)
para qualquer matriz diagonal positivA € ">,

Prova. Considere os trés casos abaixo.

L o—ng =Kepl=nwy «
Neste caso, por defini¢an, (&) = 0 e entaap, (K &)1 i) (Vn(Kw&)—Gw)&) =
0

2. /C(Z-)f > UIo)
Neste casoy,(Ku)§) = Kué — nw. Se& € S(n) entdoK ;€ — Giné < ng)-
Tambeémy, (K §) — G»€ = K€ — ne — G@é < 0 e, comoy, (K;&) > 0,
tem-se
U (Ko &)1, (n(K)§) — G@€) < 0, VI > 0.

3. /C(i)f < =) N
Neste,casown(lc(i)g) = K»é& + na)- Se& € S(n) entdoHE — Gié > —ng)-
Tambemy, (K ;»¢) =G ¢ = Koé+nw —G@¢ > 0e, comoy, (K;»€) < 0, tem-se
V(K &) Tiaiy (0 (K€) — Gy€) < 0, VTi4 > 0.

Destes trés casos acima, sendo postaqaeS(n) conclui-se que
Vy(K &) T by (K ) — Gyé) < 0,YTiq > 0,Yi = 1,---,m, de acordo com
(2.3e) O

Outro resultado de interesse, usado para relaxar condijlesares € o Lema de
Finsler, (FINSLER, 1937), enunciado como segue:

Lema 2.2. Considere-se um vetore ", uma matriz simétric® < R"*", e uma matriz
B € ™", tais que ranki3) < n. As seguintes assergdes sdo equivalentes:

1. vTPv < 0; Vo, tal queBv = 0, v # 0.
2. (BY)" PB* <.

3.3ueR : P—uB'B<0.

4. I3F e R . P+ sym{ FB} < 0.

As seguintes definicoes serdo importantes para apresenéarcondicdes de garantia
dawell-posednesdo sistema em malha fechada.

Definicdo 2.1.Uma funcéo de transferéncia é dita propria se o grau do patir@cons-
tituinte do numerador ndo excede o do denominador.
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Conforme (WEISSTEIN, ???7?), a seguinte definicdo pode sesaptada.

Definicdo 2.2.Uma expresséao é dita bem-definida se sua definicdo assodigra dinica
interpretacao ou valor.

A partir das definicbes acima podemos apresentar a que segue.

Definigdo 2.3.Um sistema realimentado € diteell-posedse todas as matrizes de trans-
feréncia em malha fechada sdo bem definidas e proprias.

Em (GRIMM et al., 2003) a seguinte condicdo de setor, juntaeneom os lemas
2.3 e 2.4, é utilizada para garantir que a interconexao dersawell-posed Sistemas
que em sua malha de realimentacdo apresentam uma naodiatkgarcomo a saturacao
considerada neste trabalho, devem ser garantidamegitgposed Como os métodos
propostos sdo aplicados em plantas cujas matrizes dedrénsia ndo sao estritamente
proprias, avellposednesdo sistema em malha fechada devera ser garantida. Para tanto
os desenvolvimentos dos capitulos 4 e 5 valer-se-ao dosngeglemas extraidos de
(GRIMM et al., 2003).

Lema 2.3. Considere uma funcéo localmente Lipschitz: R" — R" e assuma que 0
jacobiano deF’ satisfazJF'(xz) € M, para quase toda: € R", onde o conjuntoM é
compacto, convexo, e cada matriz drhé ndo singular. Entéo existe uma unica funcao
globlamente LipschitZz; : R" — R tais queF (G (z)) = = para todox € R".
Equivalentementd; € um homeomorfismo com inversa globalmente Lipschitz.

Lema 2.4. Dadas duas matrizes quadradBeV = VT > 0,se—2V+VD+DTV < 0
entdo/ — DA é ndo singular para toda tais que o mapeamento linear— Az pertence
ao setor[0, |y

As provas dos lemas 2.3 e 2.4 serdo omitidas, mas encongram-$ZACCARIAN;
TEEL, 2002), conforme disposto em (GRIMM et al., 2003).

Definicdo 2.4.Uma funcdoF : R™ — R™ € dita pertencente ao set¢f, /], se
F(w)™V (w— F(w)) > 0 para todow € R". Note que),(-) é a funcéo que pertence
ao setor[ 0, [ |y e portanto satisfaz a defini¢céo 2.4.

As provas de teoremas e corolarios do presente trabalhesed&o de funcdes agora
declaradas.

V() R =R, V(E) = €7P¢, P=PT >0 R (2.4a)

ondeV(¢) = £TPe+£eTPE (2.4b)

As estimativas de regido de atracdo e regido atingivel sfefivadas através de con-
juntos elipsoidais assim definidos.

VPeR™>™ | P=Pl>0e3>0eR,
e(P,B)={¢|¢e R, "Pe < 3}

Em (LIAPUNOV, 1892), inicia-se o estudo formal da estalsitid da origem de sis-
temas, através de garantias suficientes da estabilidadegéanado sistema. Para tanto,
Liapunov propés o conceito de funcdes candidatas. As funcéedidatas sdo testadas

(2.4c)
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dentro dos parametros do sistema quanto a sua positividategatividade de sua deri-
vada primeira. A fungéd’ (¢), definida em (2.4a), € um exemplo de uma candidata de
Liapunov.

Sao estas fun¢des quadraticas, cujas curvas de nivel dedlipsms. Por isto muitos
dos conjuntos definidos serdo hiper-elipsoides. A condie&®etor generalizada proposta
no lema 2.1 apresenta um lugar geométrico associado queadieatuir a estimativa
da regido atingivel. Como todas as condi¢cdes sdo expresséarma de inequacdes
matriciais, enuncia-se o seguinte lema.

Lema 2.5. Considere o conjunto (2.3d) e o elipséide (2.4c). Entaofaome (BOYD
et al., 1994) é possivel afirmar qaéP, ~!) C S (n) se e somente se

P *

> 0. Vi=1--.m (2.5a)
Koy —Gay —mng

A obtencao do lema acima € baseada no lema de Schur - vide (BCta18).

O capitulo dedicado a sintese de controladores dindmidesse-a do seguinte lema
apresentado em (GOMES DA SILVA Jr. et al., 2005), que gargnéea taxa de variacédo
maxima toleravel pelo atuador ndo é ultrapassada pelodgnabntrole.

Lema 2.6. Considere o seguinte sistema composto qomtegradores, onde, ¢, u €

R

v o= q

u = sat,(v)
Selqw| < gy, i =1, ,m, segue que

|u(i)| < R

Prova. Considere-se que a constante Lipschitz dg &elté 1. Segue que

. _ d .
| = dsap, (v)] < il }72.:17,_,77%
V)| = 90| <
O

Estabelecidas estas definicdes e lemas, o capitulo segamttxtualiza os desenvol-
vimentos algébricos que seguirdo neste trabalho.
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3 CONTROLE SOB SATURACAO

Na planta da-se a transformacéo que justifica todo o proeaasgue esta inserida.
O objetivo do controle é a garantia de resultados, o que daZram estabilidade e de-
sempenho. O obstaculo natural desta transformacao € asibjpdsde de transferir-se
energia ilimitadamente para um sistema. Neste sentidajazlat representa este impe-
dimento quando satura em algum de seus limites. Excedemdssido atuador implica
em transmitir-se a planta um sinal distinto do fornecid@meintrolador. Desta forma, a
lei de controle projetada ndo é aplicada. Surgem eventmroeershootsaumento do
tempo de acomodacéo do sistema e - em alguns casos - 0 sistemaé instavel.

A limitac&o fisica da transferéncia de energia para umrsigtmotiva a andlise de
aspectos importantes relacionados a saturagdo. O tamantegido de atracdo da ori-
gem, determina onde, na auséncia de perturbacoes, o sistelaaer inicializado para
que convirja a origem, assintoticamente. Na presenca derpacdes’, & importante
conhecer-se um limitante superior para a nofpalas perturbacdes toleraveis pelo sis-
tema em malha fechada. Maximizar esta tolerancia € umiordérdesempenho potenci-
almente relevante. Outro critério possivel € a atenuac@maistema em malha fechada
impde a perturbacdd, em uma de suas saidas. Todos este aspectos serdo considerado
nos desenvolvimentos deste trabalho.

Se os valores obtidos na analise do sistema dado sao iagais$, deve-se compen-
sar as deficiéncias ou com um projeto de um controlador qeedevconta as restricoes
do atuador, ou modificar-se a malha de controle existergerigio-lhe um compensador
anti-windupque suprima tanto quanto possivel os efeitos indesejadsatdeacdo no
sistema.

Posto isto, e dado o fato de que todo o projeto € feito sobredeloao sistema, a
modelagem da saturacdo do atuador € de suma importancia padise do sistenma
priori, e a sintese de compensadaas-windupe de controladores dindmicos de saida.
Este capitulo desenvolve cada um destes temas.

3.1 Formulacéo Geral do Problema

O modelo linear abaixo pode ser genericamente considetado ama representacao
em espaco de estados das variacdes em torno do equilibrioaplanta.

= Ax+Bu+ B, w
y= Cyx+Dyu+ Dy, w (3.1a8)
2= Crx+D,u+D,,w

O vetorz € R" representa os estados da planta. Um processo pode apreseidsa
saidas, nem todas mensuraveis. Mesmo as eventualmenteendaraveis estao sujei-
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tas a critérios de avaliagdo para que ndo comprometam o gesdmgeral do processo.
Considerando-se isto, 0 vetgre R? representa a saida medida, disponivel para reali-
mentagao, e o vetar € R” representa a saida controlada - utilizada para avaliagdo do
desempenho.

O vetoru € R™ corresponde aos terminais de entrada da planta. A elesngslha i
cito um atuador, elemento que faz a transducgéo do sinal deot®para uma grandeza
equivalente no processo.

O modelo considerado prevé perturbacdes externas linsitaghanormal,. O vetor
w € R representa no modelo estas perturbacoes.

As demais matrizes sao reais, constantes e de dimensdesiapgas. Ainda, os pares
(A, B), (C,, A) sé@o respectivamente controlaveis e observaveis.

Como a mdoelagem do sistema considera apenas as variacesherdo equilibrio
em que o sistema se encontra, a referéncia externa em nattlidwigoara o projeto do
controlador. A alimentacédo do controlador podera ser fwd#pelos estados da planta,
todavia, nem sempre estardo acessiveis para medi¢cOessdistb ocorre ou porque sen-
sores e transdutores ndo estao disponiveis, ou sdo irvideenomicamente. Portanto,
assume-se que apenas o vetor de saikteja disponivel para realimentagdo. Este sera o
vetor fornecido a entrada do controlador.

O controlador pode ser estatico ou dinamico, defiRigoiori ou ser objeto de sintese.

Suponha-se que o controlador foi definapriori, com o seguinte modelo,

{ fe= Acte+ Bote+ By w (3.1b)

Ve= Coxc+ Detie+ Deyy w

de modo a fornecer o sinal de controle para a planta, a partiud saida. Caso o controla-
dor seja estatico as matrizds, B,.., C. sado nulas. No modela, € R, u. = y,v. € R™
sao respectivamente os vetores estado, entrada e saidatddartor. A saida do contro-
ladorv, alimentara a entrada da planta

A impossibilidade fisica de transmitir-se energia ilindigdanente para o processo torna
a saturacao do atuador um problema intrinseco a engenleaci@ntiole. Esta limitacao é
aqui representada pela magnitude do sinal de controle essivadia temporal primeira,
suportados pelo atuador.

Considera-se, entdo, que cada entrada da planta esté sujeia restricdo de am-
plitude, ou seja, cada componente esta restrito a um vabinmede minimo simétricos.
Assim tem-se:

_nuo(i) < U(i) < nuo(i)v t=1---,m (31C)

E possivel considerar-se adicionalmente que o atuadotréo@sn taxa de variagéo. Esta
limitac&o pode ser representada como:

Mg, S UG) S Mg =10, m (3.1d)

As derivadas de ordem superior depoderiam ser consideradas. Nem sempre, existira
um significado fisico associado a elas, tampouco uma neegssde consideragao pela
irrelevancia das mesmas.

Com base neste contexto, € possivel enunciar-se o segtobterpa de analise:

Problema 3.1(Analise de Estabilidade e Desempenty). Dado o sistema composto
por (3.1a) e (3.1b), interconectados atravésude= y e u = v, Sujeito as restricdbes
(3.1c) e (3.1d), deve-se determinar a regido do espaco @el@stna qual é garantida
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a estabilidade da origem do sistema em malha fechada, urtahitel superior para o
ganhoZ, na transferéncia dev para z e a maxima norma, da perturbagéo toleravel
pelo sistema para a qual as trajetorias sejam gantidamentiddas.

A partir destes resultados, € possivel determinar-se ujurtande condi¢des inici-
ais para os estados do sistema e em funcao disto, a maxima dgroa perturbacao
toleravel.

Caso a analise de estabilidade e desempenho restrinjanees;0ps a uma regido
insuficiente para a operacao do sistema, algo deve ser fgaa@pmpensar esta limitagéo.
Uma solucéo possivel € efetuar-se a sintese do controladeim suponha-se que e
Rt seja 0 vetor de estados aumentado do sistema em malha fegtaicianalmente,
considere-se que

£(0) € Z (3.2)

onde=, representa a regifio que contém os pontos onde o sisteméézaio. E, entfo,
possivel enunciar-se um problema alternativo para o casguestao.

Problema 3.2(Sintese de Controladores com Atuador restrifdado o sistema (3.1a)
sujeito as restricdes (3.1c) e (3.1d), deve-se determimecaentrolador dindmico de saida
gue garanta a estabilidade da origem do sistema em malhadkghum limitante superior
para o ganhol, na transferéncia dev para z e a normal, da maxima perturbagéo
toleravel para a qual as trajetorias do sistema sejam gantiénte limitadas, para todo

£(0) € .

O conjunto=, pode ser um conjunto pré-definido, ou pode ser algum conjge
vazio. Os métodos apresentado neste trabalho consid&yammo a regido pertencente
ao elipsoide (P, ), para algum escalar redl> 0.

No caso em que o controlador dadriori ndo tenha considerado as restricdes do
atuador em seu projeto, quando ocorrer a saturacdo do atbadera uma incoeréncia
entre seus sinais de entrada e saida. Para dirimir estar@mi& e com isto suprimir
os efeitos adversos sobre a estabilidade e desempenhdatoasism malha fechada, um
compensador - chamado compensaatti-windup- deve ser dimensionado. Trata disto
0 seguinte problema de sintese.

Problema 3.3(SinteseAnti-windup. Dado o sistema composto por (3.1a) e (3.1b), in-
terconectado através de. = y e u = v,, Sujeito as restricdes (3.1c) e (3.1d), ongle
representa o vetor de estados aumentado para o sistema eha rieghada, deseja-se
determinar um compensador que adicionado a malha de reategéo atue sobre o sis-
tema em malha fechada de modo a reduzir a diferenca entreaden¢ saida do atuador,
garantindo a estabilidade da origme do sistema em malhaaf#glpara um conjunto de
condi¢des de inicializacdo n&o vazio.

A saturagdo do atuador cria uma diferenca entre seus tderdeaentrada e saida
que € a origem dos efeitos adversos no sistema investigagdtes tnabalho. Assim, toda
acao que reduza esta diferenca, reduz os efeitos adverstassdéuracdo sobre o sistema
em malha fechada. Ao problema 3.3 pode ser adicionadoiogtée desempenho e
estabilidadeC, citados nos problemas 3.1 e 3.2.

Os problemas 3.2 e 3.3 abordam o tema central deste tralzafirojeto da malha de
controle levando em conta a saturacao do atuador. A comgi@maati-windup tratada
em 3.3 é uma solucédo para malhas de realimentacdo com ealtres concebidos
priori que desprezam nao-linearidades do sistema.
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Note-se que a saturacdo do atuador faz deste o Unico elem@Hmear do sistema.
A secédo seguinte aborda como a mesma pode ser modelada. irAdpartmodelos de
saturagao, seguir-se-do0 metodos de sintese.

3.2 Modelos para Termo de Saturacéo

A saturacdo em amplitude é bastante discutida na litergboraexemplo em (TAR-
BOURIECH; GARCIA, 1997), (KAPILA; GRIGORIADIS, 2002), (HLLIN, 2001) e
(BERNSTEIN; MICHEL, 1995). A saturagdo em taxa de varia¢ddavia, recebe menos
atencdo nas publicagbes que consideram controle solgdestriAlgumas excecdes séo
(TYAN; BERNSTEIN, 1997), (STOORVOGEL; SABERI, 1999) e (G@&S3 DA SILVA
Jr.; TARBOURIECH; GARCIA, 2003). Conforme (REGINATTO, 20)) a representa-
céo do efeito da limitacéo na taxa de variacdo do sinal dealeré mais complexa que a
limitacdo em magnitude, e requer além de néo-linearidashegperador com memaria.

Este trabalho dedica um capitulo a sintese de controlagarassistemas com restri-
¢cOes na taxa de variacao do atuador. A topologia proposentamto, evita as complexi-
dades acima referidas. O controlador gera, inicialmendeyi@&ada temporal primeira do
sinal de controle. Um integrador saturante em série, genaabde controle entregue aos
terminais da planta. Desta forma, tanto a derivada pringirainal de controle, como o
proprio, sdo restritos antes do atuador por uma saturagériia. Portanto, esta topolo-
gia da malha de controle permite que o mesmo modelo de satupagsa ser aplicado a
ambas restricoes.

Assim posto, a seguir serdo discutidos os modelos para @ @ersaturacdo em am-
plitude do atuador mais frequientes na literatura. Para phféca-los, o sistema genérico
em malha fechada abaixo, sujeito a restricdo de amplitu@euamlor, sera considerado.

t = Axz+ Bsat, (Kx) (3.3)

Onde a funcéo saf(-) encontra-se definida no capitulo 2 - vide equacéo (2.3&)x e- u

3.2.1 Modelagem por Regides de Saturacao

A evolucdo das trajetdrias do sistema sujeito a restricadeamplitude do atuador,
eventualmente altera a dindmica de cada estado pela satycacretorno a regido linear
de uma dada entrada de controle. A partir disto, observaupsssibilidade de dividir-se
0 espaco de estados em regifes onde a dinamica da plantanpeasse constante. Estas
divisbes determinam regifes de saturacdo. Para maior@beesobre esta modelagem
da saturacédo vide (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 1999).

Para o caso do sistema (3.3), defina-se o wetoiR™. Cada componente assumira o
valor —1 caso o sinal de controle estiver abaixo do limite inferioegaurséo do atuador,
1 quando o exceder o superior) €aso a operacao der-se na regiao linear.

Assim disposto, para cada combinacdo possivel das entdadesntrole quanto a
saturacéo, gerar-se-a um vetor distinto, o que totalizeetoress;.

A representacéo do sistema (3.3) de acordo com esta modetagea-se:

i = (A + Bdiag{1,, — |gj\}K)x + Bdiag{n} ¢, (3.4)

Comon é o vetor que contém os limites de saturacdo de cada entratantiele, é
possivel definir-se 0 seguinte conjunto:

S(K%z,m9) = {zeR", Kz <n j=1,-,l;}
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No conjunto acima, cada linha dﬁ; € composta ou por uma linha déou de—K,
conforme a necessidade da descricdo. O mesmo diz-sgé dade cada elemento deste
vetor é composto por um elementen ou n da linha correspondente, conforme cada
entrada de controle encontre-se saturada ou néo.

O sistema assim é, pois, representado de forma a compremuteentrada saturada
como uma perturbacao aditiva constante. Desta forma, dedimegifes do espaco de
estados dentro de cada qual uma dinamica distinta condurlacée dos estados do
sistema. Estas regides sao ditas regides de saturacdoregéitade saturacao é definida
por um conjuntaS(K9z, 7). A figura 3.1 ilustra estas regides. Esta figura retrata as

R2 K2=r2

R1
R3 K2=-r2

R& . mo| v R4

o R7 \\\\ //// R5 N
1 Ki=r1

" Re i
K1=-r1

Figura 3.1: Regides de Saturacao

divisdes de um espad®’ de um sistema com duas entradas de controle, respectivament
saturaveis ermr; € £ry.

Garantias para um sistema onde a saturacao € assim modiaddidas tdo somente
para as trajetorias deste sistema, exatamente 0 necessario

3.2.2 Modelagem Politépica

Segundo esta modelagem, a seguinte expressao € escrita dgés.3):
&t = Az + Bdiag{a(x)} Kz
ondea(x) é definido conforme (TARBOURIECH, 1991):

—N@)

se K(i)x < =N@)

[{(L)l’7
a(r)q = L Lose e < Kz <)
(4)
K )E’ se K(i)x > NeE)
Assim, para toda = 1,---,m, 0 < o»(z) < 1, e pode ser interpretado como um

quantificador do nivel de saturacéo. Assim posto, é possapetsentar o sistema (3.3)
por:

i = <A+Bdiag{a(:c)}K):c

Agora, suponha-se que exista um limite maximo de saturaigimodo que os estados
confinem-se a um conjunt®, para todot > 0. Com os limites de saturacat € =,
tem-se agoray;) < a;)(z) < 1, paratoda = 1,---,m. Como cada entrada de con-
trole i tera a si associada um respectivg (x) contido no intervalda;, 1], € possivel
definir-se um vetor; € R™, ondej = 1,---,2™, correspondente a&" combinac¢des
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possiveis den entradas assumindg;, ou 1 como valores em cada entrada. Este con-
junto de vetores compde os veértices de um politopo em tore@dssiveis valores d€x
para todar € =,,.

Paracadg = 1,---,2™, é possivel definir-se uma matt = A + B diag{s; } K.

Seja tambémy,, = A + Bdiag{a(z)}K. Entdo, para toda € =,, a matriz A,
sempre estara contida no envelope convex%@o: j=1,--- ,2’”}.

Todo tratamento algébrico feito sobre o sistema (3.3), haoldepolitopicamente, con-
sidera todas as matrizes que envolvem a matriz,. A matriz A, € a que de fato re-
presenta o sistema em cada instante de tevape =,. Notadamente, todas as trajetorias
do sistema podem ser obtidas pelo modelo politépico, nmemtaem todas as trajeto-
rias obtidas pelo modelo correspondem a trajetérias dersessem estudo. Conforme o
que foi dito na secdo 3.2.1, é apenas necessério garantialzlidade da trajetdria do
sistema. Garantias sob a abordagem politopica sdo intansente conservativas por im-
porem exigéncias além das necessarias, 0 que corresparjit@rias ndo descritas pelo
sistema, mas possiveis por esta modelagem.

Mais adiante, (HU; LIN, 2001) prop6e uma condi¢cao geneadizpara a modelagem
politopica, o que possibilita conduzir os problemas deiaed@ sintese sob esta modela-
gem a uma representacao por LMI de suas condicdes suficpareea existéncia de uma
solucéo.

3.2.3 Modelagem por Nao-Linearidade de Setor

0] plano(x, f(:z:)) pode ser dividido em setores. Um setor é a regido entre dtass re
nao coincidentes que se cruzam na origem do plano.

O conceito de estabilidade absoluta, apresentado em (KHALI96) capitulo 10,
aplica-se a sistemas cujas nao-linearidades vetorigsedtralizadas e sem memoria lo-
calizadas na malha de realimentacéo pertengcam a um set@stBonodelagem, a origem
do sistema em malha fechada é garantida estavel para quaipdinearidade em sua
malha de realimentacéo pertencente ao setor especificada.niores detalhes sobre
estabilidade absoluta e condi¢des de setor, vide (KHALY96) capitulo 10.

O sistema (3.3) contém apenas a néo-linearidagé’sal, contida no setor0, 1]. A
funcédoy, (K x), definida em (2.3c), dentro de um ambito local pode pertescen setor
menos abrangente. Para tade R”, no entanto, sempre pertencera ao sgiorl |. A
i-esima componente da funcég)(-) é representada na figura 3.2, e ilustra a pertinéncia
a setor.

Figura 3.2:i-ésimo componente da fungée, (-)
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O sistema (3.3) pode ser reescrito como
i o= (A + BK)x — By, (Kz)

A regido em que a funcéo € nula corresponde a operacéo coralalsicontrole na

faixa linear do atuador, ou sejan;) < Kgx <y, Vi=1,---,m.
A inclinagéo) ;) do segmento de reta pontilhado que une a origgm @b ) € dada
porAy) = ¢ = ;- Isolando-se, tem-sen = 13”(,). Logo, se—a < Kz < a, entdo

Uney (K@yz) € [0, A .
Para cada setd0, \;) | quewy, (K x) pertenca, existe um intervalo corresponde ao
qual K,z deve pertencer. Fora deste intervalg( K ;z) abandona o referido setor.
Seja=; um conjunto de todos 08 € R" para os quais),, (Kz) pertenca a
(0, A ) para todoi = 1,---,m. Nestas circunstancias, verifica-se a seguinte condi-
céo de setor.

Yo (Koyo)T [thy(Kayz) — Aoy Kapz] < 0

Que matricialmente expressa torna-se,
Yo(Kz)" [ (Kz) — AKz] < 0 (3.5)

ondeA = diag{)\;)}, i = 1,--- ,m. Esta € a condicéo classica de setor e apresenta um
forte apelo geométrico em sua interpretacao.

Se cada componentg; (K ;) ndo ultrapassa a reta, Kz, € impossivel que os
dois termos do produto, (Kz) e (v,(Kz) — AKx) encontrem-se no mesmo semi-plano
definido pelo eixa), (Kz) = 0.

Em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2005) é proposta umaacondicao
de setor, generalizada. Esta condigdo € apresentada n@léntaua aplicacdo mosta-se
mais eficiente que a condi¢do classica em condi¢des delektdbi sendo menos restri-
tiva por ndo limitar-se a uma estrutura diagonal - como aimatna condi¢do classica - e
permitir a representacéo de condi¢des suficientes paralileide da origem do sistema
em malha fechada sob forma de LMI. A interpretacdo geonaéprézde-se. A condicdo
generalizada aplica-se apenas a nao-linearidades datigernorta. Assim, nao garante-
se mais a estabilidade absoluta da origem. Por isso tambéend@smaonservativa.

A partir do lema 2.1, tem-se em (2.3e):

Uy (KT (1y(KE) — G€) <0

SeT =1,,G = AK e{ = z, a condicdo generalizada torna-se a classica expressa em
(3.5). Logo, todas as solucdes obteniveis pela condi¢asicko sdo pela generalizada.

O uso de uma condi¢cbes de setor em problemas com esta madelagele uma
regido politépica na modelagem homdnima € motivado pelaipdidade de aplicar-se a
S-procedure A S-procedureé uma técnica de relaxacéo de uma condicao de definicdo
de sinal. Ao invés de garantir-se a validade das condi¢cdestpdo o espaco de estados,
com esta técnica garante-se-a apenas onde o modelo daeaodade é valido, algo
mais restrito. Quando a saturacdo do atuador é modeladc@peinearidades de setor,
isto equivale a garantir-se a validade das condi¢cdes deagia de uma solucdo apenas
para todo¢ que pertenca ao setél(n) onde a ndo-linearidade se inclui. Para maiores
detalhes sobre &-procedure vide (BOYD et al., 1994), pagina 23.
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3.3 Problemas
3.3.1 Andlise

A andlise de sistemas de controle sujeitos a saturacdo ddataonsiste em:

1. A partir de um sistema dado, obter-se estimativas dagetgdatracdo da origem
para o sistema em malha fechada, dentro da qual as tragefiydem garantida-
mente convergir para a origem;

2. Determinar-se uma estimativa do conjunto de estadaaisigue suporta um nivel
de perturbacdo sem que sob seu efeito o sistema torne-&edahstbandonando a
regido de atracao da origem em malha fechada;

3. Avaliar-se o efeito da perturbacdo sobre o sistema e eciclgue do mesmo de
atenuar seu efeito.

Estes topicos serdo abordados a seguir.

3.3.1.1 Regido de Atracao

A regido de atracdo corresponde ao conjunto de todos osgdotespaco de esta-
dos da dimenséao do sistema onde o mesmo pode ser iniciatizado suas trajetérias,
na auséncia de perturbacéo, convergindo para a origem.irAagtsta da regiao de atra-
céo é feita na auséncia de perturbacdes. A dificuldade estbtmse uma estimativa
satisfatéria para o problema em estudo, ou préxima da retgdracdo da origem.

Uma vez que exista disturbias, agindo sobre o sistema, havera um conjunto ma-
ximo atingivel. Este conjunto € determinado pelo espacosties onde as trajetorias
do sistema evoluem a partir de seu conjunto de estadosifmic@nduzidos pela acao
do distlrbioL,t. Assim, para um mesmo conjunto de estados iniciais, quaatorra
estimativa do conjunto atingivel pelas trajetdrias deesigt, contida na regido de atracao
da origem, maior a tolerancia garantida do sistema em mattteatla a perturbacogs.
Para maiores detalhes vide (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIEGEGINATTO.,
2004).

3.3.1.2 Tolerancia e Rejeicao a Perturbacao

Sistemas fisicos s@o sujeitos a toda a sorte de perturhaghdss e variacdes de
parametros. Neste trabalho sera estudada a influénciasiuebiibs limitados em energia
exercem sobre o sistema. Segundo (PAIM et al., 2002), ceisgerprincipal neste estudo
vem do fato de que um sistema sob saturacdo submetido alja@des suficientemente
fortes pode ndo ser capaz de garantir que seus estados peamadentro da regido de
atracdo da origem e, consequentemente, pode vir a apresejetorias divergentes. O
sistema a seguir € utilizado para ilustrar-se este problema

Considere-se 0 seguinte sistema em malha fechada, assuggsgus estados iniciais
nulos. ‘

¢ = AL+ Bsat,) (KE) + Byw
y = C&+Dysat, (KE) + Dyw
z = C.£+ D.saty,) (KE) + D, w

1Por ser um problema de regulacéo, ndo existem referéncias.
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A solucéo do problema consiste em encontrar-se uma estaradra 0 maior conjunto
atingivel pelas trajetorias do sistema sem que estas abamdm regido de atracéo da ori-
gem. Como os estados iniciais sdo nulos, € somente a p&dorijae excita o sistema.
Havera um limite na norm4, das perturbagdes para o qual as trajetorias mantenham-se
limitadas a regido de atracdo da origem. Este limite na natmda perturbacéo cor-
responde ao nivel de tolerancia do sistema em malha fechdidtigbios limitados em
normal L, representados par.

Por outro lado, o conjunto atingivel das trajetérias lim#a para a maxima norma
L, da perturbacgéo toleravel corresponde a uma estimativagthorde atragédo da origem
quando a perturbacao é nula e o sistema € inicializado déeste conjunto. Note-se que
quando sabidamente o sistema ndo sera inicializado nagnigas dentro de um conjunto
que a inclua, a tolerancia a perturbacao diminui correspotainente, vide (CASTELAN
et al., 2004).

Outra abordagem consiste em verificar-se em quanto o sistEmaa a perturbacéo a
qual é submetido, desde que esta perturbacdo seja tolevé\sdja: as trajetérias do sis-
tema convirjam para a origem. Este problema é chamado de&eja perturbacdo. Esta
verificacdo pode ser feita em qualquer varidvel do sistenas, msualmente € conside-
rada em uma saida do sistema. O critério de desempenhaddilims desenvolvimentos
dos capitulos 4 e 5 € a rejeicdo a perturbacdo na saida @u#rdb sistema em malha
fechada, medida pelo limitante ao ganBig ali verificado. Em problemas de sintese,
garantir-se-a que este ganho ndo exceda um limitaite

3.3.2 Sintese

A sintese de leis de controle para sistemas sujeitos a satuda atuador consiste em
garantir-se:

1. A estabilidade assintética da origem do sistema em meltfafla, na auséncia de
perturbacoes;

2. A estabilidadeC, do sistema dentro de uma regido contendo a origem, para um
eterminado conjunto de perturbagdes externas limitadasoemarls,;

3. Algum nivel de desempenho dentro desta regiao.

A sintese de leis de controle para sistemas sujeitos a satudo atuador aborda
guestdes similares as da analise.

3.3.2.1 Regiao de Atragao

A lei de controle sintetizada pode ter como objetivo a gaaaad estabilidade da ori-
gem em ambito global. Desta forma, a regido de atragao darora@rresponde &/,
onden,,; € a ordem do sistema aumentado, o que inclui a dinamica aditéopela malha
de realimentacdo. Segundo (SONTAG; SUSSMANN, 1990) e (BAARGARBOURI-
ECH, 1992) é sempre possivel encontrar uma lei de controlpdaoealimentacéo linear
de estados que estabilize globalmente o sistema satureside due ele seja estavel em
malha aberta. Todavia, € sabido também, que leis de cogiaidalmente estaveis apre-
sentam um comportamento dinamico freqlientemente insttisf, uma vez que a lei de
controle sacrifica 0 desempenho na medida necesséria digataestabilidade global.

A estabilidade semi-global da origem significa que sua cedi atracdo pode ser
td0 grande quanto se queira desde que limitada. E assinmilegeloa priori a regiio
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do espaco de estados garantidamente inclusa na regidadaatta origem do sistema
em malha fechada. Condi¢cdes necessarias e suficientes pstabdidade semi-global,
segundo (LIN; SABERI, 1993), (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURTH, 2001), (PIT-
TET; TARBOURIECH; BURGAT, 1997) e (HINDI; BOYD, 1998) saoisaque o par
(A, B) seja estabilizavel e o sistema seja estabilizavel em makrdca

A estabilidade local € a Unica opgéo quando a planta postwiaares instaveis em
malha aberta. Neste caso é impossivel a estabilizacad giedéante técnicas de controle
linear. Todavia, como os estados de um sistema representkgtium processo - via de
regra - evoluem dentro de uma regido restrita, ndo é necegsaantir-se a estabilidade
além de umaregido que inclua este espago. Em contrapartiégsempenho dentro desta
regido torna-se relevante, o que juntamente com contiodatlos e modos instaveis em
malha aberta comp&em restricdes consideraveis a lei deotent

De qualquer forma, uma parcela significativa dos modele@sales sdo obtidos a par-
tir de modelos néo-lineares descritores da dinamica ddgltinearizados em torno de
um ponto de operacao. Estes modelos assim obtidos tem sdadeasomente em uma
vizinhanca (estreita, muitas vezes) em torno da origemgega ponto de equilibrio do
modelo ndo-linear original. Descrevem tdo somente a dicgichd sistema para pertur-
bacdes em torno deste equilibrio. Assim posto, é questab@ésficacia de garantias da
estabilidade global em sistemas lineares deste tipo.

A garantia de estabilidade foi inicialmente desenvolvidadiante realimentacéo de
estados. Alguns exemplos de técnicas baseadas nesta femsalichentacdo podem ser
encontrados em (GOMES DA SILVA Jr. et al., 1997) e (HU; LINO2D. A principal
desvantagem desta abordagem esta na inviabilidade danraplacéo desta lei de con-
trole caso os estados sejam imensuraveis. S&0 poucos, laivggaente, os trabalhos
que abordam a realimentacdo dinamica de saida, que corsiaamitacdo. Exemplos
sdo (BERNSTEIN, 1987) e (NGUYEN; JABBARI, 2000). Em (NGUYEMBBARI,
2000), todavia,considera-se perturbacdes limitadas emaf,.. A ndo-linearidade em-
pregada € a propria saturacdo, sem uma modelagem espeatiaince apresentado na
secao 3.2, 0 que visaria encontrar um problema convexourBagdes persistentes sdo
tipicamente vinculadas a uma restricdo de nogna A especificacdo de um limitante
superior para a amplitude exige um significativo conhectmelo processo em estudo.
Encontrar um valor ndo conservativo suficientemente etevaduer a ciéncia das cir-
cunstancias operacionais para as quais o sistema deve wesempenho e estabilidades
garantidos. Embora restricbes em norfyeestejam restritas a perturbacgées limitadas em
energia, ndo existe a exigéncia da perturbacéo restisegir-um limite de amplitude, o
gue simplifica a deciséo de projeto quanto a este aspecto.

3.3.2.2 Tolerancia e Rejeicao a Perturbacao

Dentro dos critérios de desempenho exigidos a um sistemastahilidade local, o
desempenho em relacdo a perturbacdo merece destaqueepéi@nicia com que € con-
siderado em processos com toda a sorte de interferéncexmast Assim, perturbacdes
L, representativas de fendbmenos exogenos relevantes sdderandas. Nestes termos,
a tolerancia a uma perturbacdo com determinada ndisnaode ser exigida dentro de
uma dada regido. A pratica comum €, entdo, garantir-se qgéaade uma perturbacéo
com normac., finita e conhecida sobre o sistema ndo conduza suas trag#ir malha
fechada para fora da regido de atracédo da origem.

Por outro lado, a rejeicdo a perturbacédo avalia a capacigadeo sistema tem de
atenuar em um ou mais de seus terminais de saida o efeito dpartaebacao limitada
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em normal,, a que esteja sujeito em um ou mais de seus terminais de &ntiézxda
rejeicdo pode ser, e usualmente assim o é, quantificadaatd@a/um limitante superior
para o ganha, que a perturbacdo apresente aos terminais de saida dosttenteresse
a esta questéao.

Ambos problemas seréo incluidos nos objetivos considerpdims métodos de sin-
tese apresentados neste trabalho.

3.4 Sintese dénti-windup

As restricdes do atuador em sistemas instaveis em malhtaakstringem também
a regido de atracdo da origem deste sistema em malha fecB&tamas estaveis em
malha aberta, com um controle restrito sujeitam-se a urmageseho limitado, ainda que
a estabilidade global seja possivel. A ocorréncia da sgiordo sinal de controle em um
sistema em malha fechada cria uma diferenca entre a saidamdaedo atuador, o que €
chamado devindup Como consequéncia o sistema deixa de responder de acardo co
sinal de controle aplicado. Nesta circunstancia a lei dérotenndo € mais efetivamente
aplicada a planta, que responde de forma indesejadamstiteali

A técnica deanti-windupconsiste em a partir de um sistema realimentado por uma lei
de controle que despreza qualquer ndo-linearidade, izerteste uma malha de realimen-
tacdo que elimine a diferenca entre a entrada e saida dooatsewipre que ela existir.
Para tanto, existem duas abordagens: compensacao estatoggamica. Ambas tratam
da forma como suprime-se a diferenga entre os sinais a ergrsaida do atuador; todavia,
a compensacdao estatica efetua-a de forma constante, émgueompensacao dindmica
adiciona estados ao sistema em malha fechada e mediansedgréiberdade adicionais
a sintese, permite que a compensacéao evolua de forma suéwegaode toda sua in-
tervencdo. Cada uma destas abordagens pode consideanbasie dois problemas de
otimizacdo: desempenho e maximizacao da estimativa d@orelgi atracao.

Este problema foi inicialmente identificado em malhas ddrotenenvolvendo con-
troladores com acdo integral. A evidente sobrecarga dgrater motivou a busca de
uma solucdo. Técnicas especificas foram desenvolvidasia(p&RTIK; ROSS, 1967).
Durante as décadas seguintes os desenvolvimentos segaoasiderando-se um con-
trole - dito nominal - projetad@ priori, desconsiderando-se o efeito da saturacéo do
atuador. Na década de 90, (WALGAMA; STERNBY, 1990) apontamacteristica de
observadores em diversas malhas de compensag&windup Em (KOTHARE et al.,
1994), apresenta-se uframeworkulnico para analise das principais técnicas existentes,
até entdo. Este esforco de unificacdo das técnieatievindupmostrou que técnicas as
vezes topologicamente distintas eram bastante similaresraparadas pelsamework
proposto. Os trabalhos concentravam-se no aprimoramestt&dnicas, todavia, sem um
tratamento mais rigoroso da estabildiade. A partir de 96y ¢ellYAMOTO; VINNI-
COMBE, 1996) a estabilidade em malha fechada € explicittaradyordada, com énfase
na estabilidade global. Em seguida, (TEEL; KAPPOR, 19979dluz o conceito danti-
windup £, como um problema de garantia da estabilidddeo que além de vincular o
estudo formal da estabilidade ao problemaniledup também abre espaco para o trata-
mento de questdes de robustez.

A partir de (BOYD et al., 1994) inequagdes matriciais liresapassaram a ser incor-
poradas na sintese de controladores e andlise de sistele#sssa restricdes no controle.
Métodos baseados em LMI mostraram-se bastante adequados patamento de pro-
blemas multi-objetivo. A cada objetivo associa-se um aotgjule restricdes em forma
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de LMI. A solucédo do problema, quando existe, atende a toslasstricbes. Pode ser
encontrada com o0 uso de pacotes comerciaisafievares Hoje técnicas de programa-
céo linear sdo bastante difundidas na literatura, muitaddeds contribui¢coes de (BOYD
etal., 1994). Desta forma, é possivel tratar-se divergoeschss imprtantes como tamanho
e forma da regido de atragédo, critérios lineares de perfocmdistintos, especificacdes
dindmicas, etc. Embora outras técnicas ndo baseadas enmeghitam sendo estudadas,
este trabalho considerara apenas as abordagens com LMIGGEMES DA SILVA Jr.;
TARBOURIECH; REGINATTO, 2002), considerando-se sistem@sempo continuo, o
método la proposto caracteriza explicitamente o dominiestabilidade com técnicas
deanti-windup buscando otimizar-se um critério de desempenho enquamtoniza-se

a estimativa da regidao de atracao da origem do sistema ertdquesn malha fechada.
O comportamento ndo-linear do sistema sob saturagéo éitdgsoer modelo de néo-
lienaridade de setor classica, por isto chega-se a uma caodMlI, cuja solucdo medi-
ante esquemas de relaxacao por iteracdes entre LMIs aleesnado garante uma otimi-
zacdao global dos critérios. Em (MULDER; KOTHARE; MORARI,@20 compensadores
estaticos sdo propostos para estabilizagdo global e {igutdo ganhd’,da perturbacao.
O método ali proposto apresenta pela primeira vez resgiedeLMI. Ja (GRIMM et al.,
2003), propondo uma compensacao dinaraitiwindup descreve um método baseado
em LMI que garante ganhg, finito para um sistema exponencialmente estavel.

Em (HU; LIN; CHEN, 2002), um método de sintese de realimeérdagstatica de es-
tados é proposto baseado em LMIs, a partir de BMIs relax&turbacdes persistentes
sdo consideradas na entrada da planta. A ndo-linearidadspondente aos limites do
atuador sédo consideradas em um modelo politopico genadaliz

E em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2003) que um métodogsintese
de anti-windupestatico € proposto baseado em LMI, para sistemas com muostaseis
em malha aberta. O método é baseado em uma nova modelageragslimearidade
de setor, dita generalizada. Como o emprégo da condi¢aotoectéssica - baseada
em uma matriz diagonal - leva a restricGes expressas por BMise trabalho utiliza-
se a condicao de setor proposta em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBIECH., 2003) -
baseada em uma matriz de estrutura livre. Trabalhos postsnilos autores estenderam
0s resultados para sistemas discretos, propondo recetet@ensintese de compensadores
dindmicos (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr.; BENDER, 200&),a sintese de
controladores com restricdo adicional em taxa de varig€&OMES DA SILVA Jr. et al.,
2005). Todas as condi¢cdes séo expressas em LMIs.

Como parte de uma série de trabalhos desenvolvidos a partioda condicao de
setor publicada em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2008%te trabalho es-
tende para o caso continuo os resultados de (TARBOURIECHJIE®DA SILVA Jr.;
BENDER, 2006) e (GOMES DA SILVA Jr. et al., 2005).

Com esta motivacao, desenvolve-se a seguir métodos queeaneproblemas pouco
abordados na literatura de controle automatico para sestdimeares. Existem muitas
publicacdes que tratamanti-windupestatico; poucas, anti-windupdindmico. Sobre
este problema, grande parte consideram a estabilidadelgietucas, a local. Ainda,
praticamente inexistem publica¢des que consideram assistmultanea do controlador
dindmico e de lacoanti-windup Um estudo preliminar neste sentido € apresentado em
(GOMES DA SILVA Jr. et al., 2005).



31

4 COMPENSACAO ANTI-WINDUP DINAMICA

4.1 Introducéo

Este capitulo trata da sintese de compensadmrisvindupdinamicos para sistemas
continuos lineares com o controle sujeito a saturacdo. Apeosaca@nti-windupatua
sobre um sistema sujeito a um atuador cujo modelo representelimites fisicos. A
compensacdo manifesta-se sempre que existir uma difee@tigaos sinais a entrada e a
saida do atuador. Em sistemas cujas leis de controle forajetadas desconsiderando-se
esta diferenca, a compensagidi-windupcontribui para a garantia de estabilidade da
origem do sistema em malha fechada e para a manutencao copidge nominal.

Como tratado anteriormente, considera-se a ocorrénciaderpacdes externas ao
sistema limitadas em norm&,. Neste capitulo, dois métodos de sintese sdo propostos
para garantir que em malha fechada o sistema tenha suaérieggdimitadas e um certo
nivel de desempenh8, em sua saida regulada. Adicionalmente, na auséncia de per-
turbacdes os métodos permitem a garantia da estabilidatfedika interna globalou
local. O primeiro método consiste na sintese de compersaderordem plena; ou seja:
a ordem (namero de estados) do compensador equivale a soondeta da planta e do
controlador. O segundo método apresenta uma alternatimaodem reduzida, podendo
assumir qualquer valor inferior & ordem plena. Os desenwentos buscam condicdes
tedricas em forma de LMI, formuladas com o auxilio da novadogio de setor proposta
em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2003) e discutida nz&e anterior, bem
como fung¢des candidatas de Liapunov quadraticas. Recalgélsricos como mudancgas
de variaveis classicas propostas por (SCHERER; GAHINETIL&HI, 1997) também
sdo utilizados em ambos métodos. O Lema de Finsler é emmragatpre que as con-
dicdes obtidas inicialmente sejam bilineares. Todas adi¢coes obtidas podem, entéo,
figurar em problemas de otimizacdo convexos: maximizacaardte de perturbacdes
admissiveis, 0 que constitui-se no problema de toleranp@tarbacéo, e a minimizacao
da normacl, da saida regulada - problema de rejeicdo a perturbacéo.

4.2 Definicdo do Problema

O sistema linear continuo abaixo representa o modelo de lantap

= Ax+Bu+ B, w
y= Cyx+Dyu+ Dy, w (4.1)
2= Cyoz+D,u+D,,w

A estabilidade global da origem em malha fechada dependstakilidade em malha aberta da planta,
vide (SONTAG; SUSSMANN, 1990)
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ondexr € R",u € ™,y € NP, z € R", w € N? SA0 - respectivamente - 0s vetores estado,
entrada, saidas medida e regulada, e perturbagéo. Asesatriz, B,,, C,, D,, D, ., C-,
D,,D,,, séo reais, constantes e de dimensdes apropriadas. OgpaiEs (C,, A) séo
respectivamente controlaveis e observaveis. O sistempeiéosa perturbacdes externas
representadas pelo vetorlimitado em energia (isto &y € L,) em funcdo de algum
escalar real positive, conforme (4.2)

& 1
ng:/’wﬂuﬁggwu>o (4.2)
0

A entrada de controle é limitada em amplitude, da seguinte forma:
—Uo(i) < U(4) < Uo(i), 1= 1, e, (43)

Para a planta representada por (4.1), considera-se quenirolador dinamico de ordem
n. foi projetadoa priori para garantir requisitos de estabilidade e desempenhc@os
em malha fechada, na auséncia de saturacdo. Seu modelspcmuente é exibido em
(4.4),
Te= AcTc+ Beue+ Bey w
{ Ve = C’c Te+ D ue + Dc,w w (44)

ondex. € R, u. = y,v. € R"™ s@o respectivamente os vetores estado, entrada e saida
do controlador. A saida do controladgralimenta a entrada da plania Todavia, como
consequéncia dos limites a que a entrada da planta ensmEns$igeita devido a saturagéo,

o controlede factodo sistema ndo € necessariamente pode ser representado por

u = sat,, (v.), ou seja:

u=sat, (C.x.+ D. u.+ D,y w) (4.5)
As seguintes condi¢des sao premissas deste trabalho.

aM; Y| M, = I, — D.D,

M| My = I, — D, D, (4.6)

O que equivale a dizer que a interconexao de (4.1) com (4wiglieposed A planta
pode apresentar uma matriz de transferéncia estritamedjiégn o0 que requer a garantia
expressas pelas premissas (4.6).

O problema abordado neste capitulo, entédo, é a sintese dempensadoanti-
windupdinamico que reduza tanto quanto possivel os indesejéedtissedowindupcau-
sados pela saturacdo a entrada da planta. Desta formaevim@servar o desempenho
nominal original quando a operacao da-se com o sinal deaerdentro dos niveis de
resposta linear do atuador, e garantir a estabilidade fstadegido de operacao. A idéia
consiste em realizar-se uma correcao nos estados do @adrale forma que a diferenca
entre a entrada e saida do atuador seja minimizada. No dégic@sa correcao aplicada
a dinamica do controlador nominal € diretamente propogdiao erro entre a entrada e
saida do atuador. Como consequéncia, a matiawindupsomente atua sobre o sistema
quando o atuador encontra-se saturado. Na caso dinamicoreg&o inserida no con-
trolador nominal corresponde a saida de um bloco dindmiaydkm plena ou reduzida,
cujos estados prolongam a agdo compensatoria sobre olaplsiroominal mesmo apos
cessada a saturacéo do atuador. A motivacdo da compensaganca esta na possibili-
dade de obter-se melhores indices de desempenho pelo maiaaliberdade da sintese
em relacdo ao compensador estatico.



33

\/
y

u y
7‘5 T PLANTA

SATURACAO

COMPENSADOR ANTI-WINDUP

—— CONTROLADOR

—y
-l

Figura 4.1: Sistema em Malha Fechada

Adicionalmente, o compensador sera sintetizado de formarangr-se que a saida
regulada apresente um limitante ao gahada perturbacdo externaem z. O modelo
do compensadanti-windupsera o seguinte:

jjaw = Aawxaw + Bawwuo (Uc>
4.7
{ Yow = Cawxaw + Dawwuo (Uc) ( )

Tem-sezx,, € R"+» como o vetor estado do compensadati-windup ¥, (v.) = v. —
sat,, (v.), representando a diferenca entre a entrada e saida do e¢ugdos R como
o vetor saida do compensador dindmico. As matrigs B, Cow, Daw S80 de dimen-
sbes apropriadas. O singl, gerado pelo compensador seré injetado no controlador (4.4)
O modelo do controlador torna-se:
{j:c: Acxc+Bcuc+Bc,ww+yaw (48)

Ve = chc_l'Dcuc_l'Dc,ww .

4.3 O Sistema em Malha Fechada

O sistema em malha fechada corresponde a planta (4.1), @lzmidr (4.8) e o com-
pensadornti-windup(4.7) interligados conforme (4.5)®. = y. A figura 4.1 ilustra
esta interconexao. As expressoes para, =, i. € z serdo desenvolvidas algebricamente
buscando-se uma representagao para o sistema em malhdafegleaevidencie a dina-
mica do sistema aumentadlar . 4., .

Tem-se que:

y = Cyx+ Dysat, (v.) — Dyv. + Dyv. + D, yw (4.92)
= Cyx — Dy, (v.) + Dyv. + Dy yw '

Definindo-seA = (I,, — D.D,)” ' eD,,, = A (D, + D.D,.,) segue que:

ve = Cex.+ D.(Cyxr — Dythy, (ve) + Dyve + Dy yw) + Deyw
(I, — D.Dy)v. = Cexe+ D.Dyx — D Dy, (v.) + DeDyyw + D, ppyw
= AD.Cyx + AC.x. — AD. Dy, (ve) + A (Deyy + DDy ) w
= AD.Cyx + AC.x. — AD Dy, (ve) + Dy
(4.9b)
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Definindo-seA = I, + AD.D, pode-se escrever que:

&t = Ax+ Bsat, (v.) — Bv. + Bvu. + B,w
= Az — B, (v.) + Bv. + Byw
= Ax+ B(AD.Cyx + AC.x. — AD.Dyipy, (ve) + A (Dewy + DeDy o) w)
— By, (ve) + Byw
= (A+ BAD.C,)x + BAC.x, — B (I, + AD.D,) 1y, (v.)
+ (Byw + BA (D¢ + DD, ) w
= (A+ BAD.C,) x4+ BAC.x, — BAy,(ve) + (By + BD, ) w
(4.9¢)
Seja agora\ = I, + D,AD.,, segue que aplicando-se (4.9a) em (4.9b):

y = Cyz— Dy, (ve)
+D, (AD.Cyx + AC.x. — AD.Dytpy, (ve) + A (Dewy + DeDyy) w) + Dy w0
= (Ip + DyADC) Cyr + D,AC.x. — D, (L + ADch) Yy (Ve)
+ (Dyw + DyD. ) w
= AC,x+ D,AC.x. — DyAtp,, (ve) + (Dyw + DyDey) w
(4.9d)

i‘c = Acxc + Bc,ww + Cawxaw + Daw¢uo (Uc)
+B. (ACyw + DyACu, = DyAty(v) + Dy + DyDey) w)

= B.AC,z + (Ae + B.DyAC,) e + Cowaw — (BCDyA _ Daw) Do (v2)

+ (BC,w + B, (Dva + DyDc,w)) w
(4.9e)

z = C,x+ D,sa(v.) — D,v. + D,v. + D, ,,w
= C,— D,y (ve) + D, yw
+D, (AD.Cyx + ACexe — AD.Dythy, (ve) + A (Deyy + DDy ) W)
= (C.+ D.AD.C,)z + D.AC.x, — DAty (ve)
+ (Do + DA (D + DDy o)) w
= (C.+ D.AD.C,) x4 D.AC.x. — DAy, (ve) + (Dsy + D:De ) w
(4.91)

A partir do desenvolvimento acima, considerando-se o \aga@stados (4.10),

F=[a" ol al, ] (4.10)
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e as matrizes

A _ | A+ BADC, BAC. a—[A0
~| BAC, A +BDAC.|"7 |0 0
[ BA [ B [o [ 0o B
B__BCDyA}’B_[o]’Bl__l]’sl_{fnw 0}

B, + BD,, B, |
Bw:{ B,., },Bw:[o ,C=[00 I, ]

C.=[C.+D.AD.C, D.AC.].,C.=[C. 0], K, =

Dz,w = Dz’w —'— Dch’w7 Dy7w e Dy,w + DCDC,w7 K2 — |i Baw :|

B.,=DB..+BD,.,. K=A[D.C, C.],K=[K 0]

D, = DzAa Kw = ADcha D. = Dza Dz,w = Dz,wa Dc,w = Dc,w

€ possivel, entdo, encontrar-se a seguinte expressao piatarna em malha fechada:

{ §= (A+BUKIC)E — (B — BiK3) hyy(ve) + Buw (4.12)

Z = ng - Dzwuo (Uc> + Dz,ww

4.4 Resultados Principais

Esta secao apresenta em forma de teoremas e corolarioglaseda suas respectivas
provas, as condi¢des para a obtengédo das matfizesB..,, Cow, D d0 compensador
anti-windupproposto, de forma a garantir a estabilidade da origem ermariathada, um
limitante para o ganhd@, da perturbagéo a saida controlada do sistema, e um conjunto
de inicializagc&o do sistema tolerante a perturbagédo deadsmaxima, conhecida. Na
auséncia de perturbacéo a origem devera ser garantidacgissimente estavel.

4.4.1 Sintese de Compensadores de ordem, = n + n,

Para o caso em que o compensador seja da ordem,, 0 seguinte teorema pode ser
enunciado.

Teorema 4.1.Se existem matrizes simétricas positivas definidfag, e R +ne)x(n+ne)
uma matriz diagonal positivel € R™*™ e matrizedd € R ne)x(ntne) [, ¢ fnex(ndne)
F .G,Q € Rmx(nine) 7 ¢ Rrexm e escalares postivog,~, verificando as LMIs
(4.13a), (4.13b), (4.13c)

[ sym{AX + B,L} * * * *
H YA+ ATY * * *
F— SBT - ZTBT Q Y40 * * <0
BT BYY DI, —I, =« (4.133)
C.X C.  -D.S D., —+l, |

Ya = —28-K,S - SKJ



36

X * *
In—i—nc Y * >0,i1=1,---,m (413b)
KoX - Fo Ka =G, pug,
§—pu>0 (4.13c)
comN, M verificando
NMT =1,,, —-YX (4.13d)
entdo para qualquew satisfazendo (4.2) , o compensador (4.7) definido confo4mi&¢)
Dy = 2571
Cow = LM T

Baw = S7'(Q—Gy+SBTY + ZTBTY) N7 (4.13€)
T

Aw = NV (H-AT-YAX -YB,L) M~
garante que o sistema em malha fechadeei-posede:

1. Astrajetdrias sdo limitadas, permanecendo no elipséide 1. ~') paratodos (0) €
e(P,B),com3 =t =51 ¥ [lwlf < §;

2. |2l < Allwll3 +V(0), V(2) = 2" Pa;

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é localmente assaoti
mente estavel para todd0) € ¢ (P, u1).

ondeP é definido conforme segue.

_ Y % 1 X *
Pl o= Ll

Prova. Prop6e-se uma funcdo que se for negativa definida ao longtrajagrias do
sistema, o sistema em malha fechada tenha suas trajetorigsrgentes a origem na
auséncia de perturbacdo. Esta mesma funcao deve prop@vatiacdo do sistema em
malha fechada com relac¢do ao critério de desempenho edgpffanhol, dew em 2.
Seja esta funcao definida conforme (4.14a).

L2 V_wluwt 7T,y >0€ER (4.144a)
O primeiro termo do lado direito da equacgéo acima conssiuila derivada temporal de
primeira ordem de

V() =¢"P¢, P =P >0, P e Rmtn)xanine (4.14b)

A funcao representada em (4.14b) é efetivamente a candigatdapunov. Esta deve
ser positiva definida. Os demais termos em (4.14a), permateondar conjuntamente a
tolerancia e a rejeicéo a perturbacao.

Conforme (2.4b) a derivada temporal de primeira ordeny (¢ é dada por:

V o= TP+ €TPg (4.14c)

A matriz P, simétrica positiva definida possui a seguinte estrutura:

e ]
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Suponha-se qué < 0, V¢ € Z. Integrando-se o lado esquerdo desta desigualdade no
intervalot € [ 0, oo ),temosque&/ T € R > 0,

T T T
/ LAt =V ((T)) —V(£(0)) — / whw dt + 7_1/ Zzdt (4.14e)
0 0 0

_ T T
L<0,V¢E€Z= V(ET)) - V(EO0)) —/ whw dt + 7—1/ dzdt <0 (4.141)
0 0

Neste caso

T T
V(&(T)) < V(£0)) +/ whwdt — 7_1/ 2Tz dt (4.149)
0 0
Segue entdo que; ! ||z||3 > 0. Entdo,
V(E(T)) < V() + w3, VT >0 € R (4.14h)

A inequacéo (4.14h) evidencia que, enquafta 0, V(¢) é limitado - e por conseguinte,
suas trajetorias.

Na auséncia de perturbacéo, ou sgjd|l? = 0, £ < 0 implica que as trajetorias
decrescam ao avango do tempo. Cof{0) = 0, as trajetérias do sistema em malha fe-
chada convergem para a origem. A partir da definicdo de ctogundes (0) € (P, ),
el = pu~'+67t, aausénciade perturbacédo implicagm 1!, uma vez que neste caso,
+ = 0. Como as trajetérias do sistema em malha fechada iniciatiessieo de: (P, 1~ 1),
pela equagéo (4.14h) conclui-se que o conjunto elipseidaly—!) C = define um con-
junto contrativo - vide (GOMES DA SILVA Jr., 1997).

No caso em que # 0 - limitada em norma_,, conforme (4.2) - a partir de (4.14c)
tem-se:

v HIzlE < V(€(0) = V(€(00)) + [lwll3 (4.14i)
Por definicdd/ ({(c0)) > 0, entdo obrigatoriamente:
12115 < llwll3 +~V(£(0)) (4.14)

A inequacdo (4.14h) garante que as trajetorias do sistenmaaha fechada confinam-se
no conjuntos(P, '), desde qué(0) € e(P, 5), umavez que. ™ = 3+ ;. Sel <0,a
integral [, L(1)dt = V(£(c0)) — V(£(0)) — w2 + 77 1|2]|3 < 0 também o é. Pode-
se, entdo, afirmar-se o disposto na inequagdo (4.14jF < ~||wl|j3 + vV (£(0)). De
outra forma, s&(0) = 0 ent&o o limitante superior ao ganklig de w em = é dado por
V7 ou sejail|z]|3 < v|[|w||3. Com base nestes desenvolvimentos, a funt&mstrou-se
apropriada para verificar se as trajetorias do sistema emanfiathada séo limitadas e ao
mesmo tempo determimar um limitante superior para o gahhite w paraz.

Dando seguimento & prova, expressar-geatricialmente, buscando-lhe uma re-
presentacdo em forma de uma LMI definida negativa. Prinuifmase por (4.14c), que
matricialmente representada apresenta-se como:

¢ 17 [ sym{P(A+BKC)}  * ¢
qu (,UC) o (B - BlK?)T P 0 x wuo(vc) (415a)
w BL P 00 w

Os demais termos dé expressos na mesma notac&o tornam-se:

13 To » « £
—wTw = | ) | |00 x| ) (4.15b)
w 00 —I, w
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S R ¢
W_IZTZ = 7_1 |: ,lvbuo('UC) :I _DZ ] [ Cz _Dz Dz,w } ¢uo(vc)
w DT, w
’ (4.15c)
Chega-se a uma expressao completa de (4.14a),
) ¢ 1T ¢
L = Yug (Ve) A | g (ve) :I
w w
[ sym{P (A+ B,K,C)} x * cr cr v (4.150)
A& ~B-BFEK)"P 0 % |+~t|-DT || -DT
L BZ:P 0 _Iq ] ,Dczljw ,Dczljw

E necessario determinar o conjuntd, 3) C Z dentro do qual o sistema possa ser
inicializado tendo garantida a estabilidade de sua origetg@m nivel de desempenho
Lo.

Considere-se que. = K& — Ky, (v.) + D, ,,w, e defina-se o conjunt® (u,) como
segue.

2

S (up) {5 | & € Rrtnetnen K& — Gpél| < Up,, =1, ,m} (4.16a)

Pelo lema 2.1, se existe uma mat@iz= [ G, Go ] conforme (4.16a) € € um
elemento des (uy), entdo é possivel afirmar que:

w

3
¢uo(UC)TT (¢uo(vc) - [ g _Kw Dc,w ] wuo ('Uc) ]) <0 (416b)

para qualquer matriz’ diagonal positiva definida.

E interessante notar-se que o lema 2.1 menciona o confi{mt) como em (4.16a),
porém apresenta uma desigualdade - equacéo (2.3e) - expressrmos de,,, (K¢). Em
(4.16b), uma desigualdade semelhante expressa-se enstéeng (v.). A aplicagdo do
lema 2.1 & condicdo de setor (4.16a) requer que ambas delsides sejam equivalentes,
0 que é verdadeiro.

Definindo-ser = G¢ + Ky, (ve) + Deyw, segue de (4.9b) e (4.11) que—r =
(K — G)¢. Entéo, para todg € S(uo) tem-se qugu,, — ()| < ug, . Deste ponto em
diante a prova do lema 2.1 justifica (4.16Db).

Multiplicando-se (4.16b) pofr2 resulta em

S
_¢UO(UC)TT (wuo (ve) — [ G —Ky Dew ] Pup (Ve) ])

5 T
- <¢uo(UC> - [ g —-Ky Dc,w} |:¢UO(UC) ) Thue(ve) > 0

w
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0 que é expresso por:

é_ T
g (ve) ]\2 on (UC)
w
] 0 . . (4.16d)
A= |TG 2T -TK, — KgT * | >0
0 D!, T 0

A expressda\ ndo precisa ser negativa definida em todo os esfto’ ), uma
vez que a modelagem da saturag&o do atuador é valida sonmeptenéol € S(uy).
A matriz A, representa a pertinéncia deao setorS(u,). Assim, sef € S(ug), entdo
Ay > 0. ComoA < A+A,, seA+ A, < 0, entdod < 0, V¢ € S(ug). Pelo complemento
de Schur é possivel representarise A, < 0 conforme:

sym{P (A+ B, K,C)} * * *

i_ | —(B-BE)'P+TG Ta  « *

As <0

BLP DLT —I, * (4.16¢)
Cz _Dz Dz,w _’}/Ir
Sa = —2T—TK, - KIT

Por conveniéncia, o termD.,, foi substituido pelo seu equivalerite .

Da expressdo (4.16€), € possivel afirmar-se que se 0, entdol < 0, V¢ € S(ug).
Consequiéncia diretalé < 0 uma vez que o termd, 1) de (4.16e) verificar-se-ia definido
negativo. Além disto, (4.14h) é verdadeira. Seﬂrd@: 0, ¢ € S(up), e considerando-

se a presenca de perturbacbes com nofpra \/g; a exemplo da expressao (4.14h), é
possivel escrever-se:

V(1) < V(£(0)) + [lwli3 (4.16f)
Mas conforme (4.2)|w||3 < 6~'. Entéo,
V(1) <V(5(0) +4d7" (4.169)

Sejamg e i escalares reais positivos tais que:

prEp4s (4.16h)
e =V (£(0)). Entdo, pelas definicdes de conjuntos elipsoidais (2.40)parando-se as
expressodes (4.169) e (4.16h) conclui-se que todas atiagetnicializadas em (P, 3)
jamais deixardo o elipsoide(P, x~!). Uma conseqléncia disto é qa¢P, u!) C
S(u). E, portanto, necessario encontrar-se algungue satisfaga (4.16h). O lema 2.5
trata exatamente da garantia da pertinéncia do elipsdide,~!) ao conjuntaS (uy),
resolvendo esta questao.

Assim, conforme o lema 2.5, s P, u=1) C S (uy), entéo:

P *
> 0,Vi=1,---, 4.17a
K = Gw mug, Z . (#.178)
Finalmente, a partir de (4.16h), para garantir-se um cdajde inicializacao néo vazio,
comf > 0, deve-se ter:

=5 <0 (4.17b)
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Uma vez determinados o0s termos para a garantia de estdeilideorigem do sistema
em malha fechada casb, < 0, parte-se agora para a representacdd\gle< 0, em
(4.16€), por uma LMI.

Para tanto defina-dé e S como:

B X I, .
H_[MT 0},S_T (4.18)
Multiplicando-se (4.16€) pela esquerda e direita, redg@aoente por:
BLKDG ([ II" S Iy, ]) (4.19a)

€ seu transposto, chega—se a.

sym{HTP (A+ B KC) H} * * *
- —S(B—BK,)" PII+GIl %,  * *

i - o S 0  (4.19b)
CZH —DZS Dz,w _’}/IT’
Onde:
sym{AX + B,Co, M *
sym{HTP (A+B1K1C)H} = ymi ZAzl } YA+ ATY

Va2 = YAX +YBCoyM” + NA,M" + AT
SB'PII = S[ BT 0] fane ¥ }

0 NT
= [ SBT SB’Y |
SKIBIPI = s DLBY BE, || e
= [ SDI,BY SDIL BIY +SBI NT |
BLPI = [BL o] | e Lo\ = [ B BIY ]
e = [Coo]| B M= [cx c.]
X Ly,
gll = [ G G2}|:MT 6}
— [ GiX +GMT Gy ]
Kl = [K o}{]\fip fngnc}:[xx K |

(4.19c¢)
Usando-se uma mudanca de variaveis semelhante a propo3€etBRER; GAHINET;
CHILALLI, 1997), transforma-se\;, < 0 de (4.19b) em uma LMI. Assim, seja feita a
seguinte mudanca de variaveis:

L = CpMT
Z = DuuS
H = YAX +YBL+ NA,ZMT + AT (4.19d)

Q = Gy—SBY — Z™BTY — SBT N7
F = GiX + GoMT

Substituindo-se as expressodes de (4.19c) em (4.19b) aagtiese a substituicdo de va-
ridveis indicada em (4.19d) chega-se a (4.13a). Obsergeisado existe nenhuma res-
tricdo as matrize®v e M exceto a estrutura interna dedefinidaa priori, o que justifica
(4.13d).
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Isolando-se as incoégnitak,,,, Buw, Cow € Do, €M (4.19d), obtém-se (4.13e).
Multiplicando-se (4.17a) em ambos os lados por:

BLKDG ([ II” 1) (4.20)

|} A P " 0«
[ 0 1 ] {/C(z') - G) uu%m } [ 0 1 ] (4.21)

Em especial, o term@l, 1) de (4.21) equivale a:

X M Y x X 1 X 1
T _ n+ne o n+ne

obtém-se:

Esta transformacao de similaridade faz de (4.17a), (4.13b)

Se (4.13a) se verificay 50 < 0 (X40 encontra-se em (4.13a)). Obrigatoriamente
Y a1 < 0. A partir disto, assegura-seveellposednesdo sistema em malha-fechada, da
seguinte forma:

a) Seja especificamente para esta verificagdoprrespondente ao mapeamento—
ty,(v.). Fazendo-s& = T e D = —K,, verifica-se a partir d&4; a condicéo
—2V +VD+ DTV < 0dolema2.4.

b) Entdo/ — DA é nao singular. A funcdo pode ser reescrita came K& — KAv, +
D.,w.

c) O jacobiano de,,(v.), € Jiy, (v.) = I — Jsat,,(v.).

d) Substituindo-se. por sua expresséo equivalente, tem/fgg (v.) = I + KyA, ou
Jy, (ve) = I — DA, ndo singular.

e) Entéo, pelo lema 2.3, existe uma unica func¢éo globalnépsehitz,, (v.) : R™ —
R™, tal queF (¢, (v.)) = v., paratoda,. € £™, o que mostra que o sistema em malha
fechada évell-posed.

Adicionalmente, se (4.13a) se verifica, defineXee Y. Observando-se (4.13d)
garante-se quéV e M sado matrizes nao singulares, de modo guembém seja ndo
singular. Desta forma, todas as transformacdes de sidaldei sdo inversiveis, e con-
sequentemente (4.16e) é verificada para as matdzgsB,.,, Cow € D, definidas em
(4.13e). Posto isto, pelo complemento de Schur, é possviéicar-se quel < 0 desde
quee (P, 1) C S(uyp). Isto é verificado da seguinte forma:

a) Sendo (4.13b) valido,&0) € (P, 3), segue que as trajetorias do sistema em malha
fechada nunca abandonaiP, ;').

b) Assim, pelo lema 2.5, nestas circunstancias obrigat@ie € S(uo), e portanto
L < 0. O que provaos itens 1 e 2 do teorema 4.1.

Suponha-se agora que = 0 e ¢ € (P, '), entdo segue que € S(ugy). Neste
caso, com (4.13a) satisfeita assegura-selque 0. Como esta condicdo é vélida para
todo¢ € (P, 1), segue que esta é a regido em que a estabilidade assin&ticgem
do sistema em malha fechada é garantida. Isto completa a gmitem 3 do teorema
4.2. O

2Para maiores detalhes, vide (GRIMM et al., 2003)
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Depois da prova do teorema 4.1, é necessario especificarame@os do compensa-
doranti-windupali proposto. A obtencédo das matrizés,, B,.., Cu. € D, definidas em
(4.13e) requer a definicdo das matrizdse N de acordo com (4.13d). As matrizés$ e
N podem ser obtidos mediante a decomposicéo LU,dg — Y X emN e M7, bastante
apropriada para pela robustez numérica conferida a esta#éédlternativamente pode-
se assumir uma das matrizes como identidade, e obter-seaapautsubstituicao direta
em (4.13e).

Todo o desenvolvimento anterior precedido pelo teoremaefete-se a estabilidade
num ambito local. Em casos em que a origem da planta sejd@gsamente estavel em
malha aberta, sempre existird uma solucdo para a sintesamgmensador que garanta a
estabilidade assintética global da origem - na auséncieedearpacdes. Somente para
estes casos, segue o seguinte corolario.

Coroléario 4.1. Se existem matrizes simétricas positivas definifia; € R ) x (ntne)
uma matriz diagonal positivel € R™*™ e matrizeg] € R(Tne)x(vtne) [, ¢ Rrex(nine)
Q € Rmxntne) 7 ¢ Rrexm @ um escalar postive, verificando a LMI, (4.13c)

sy{AX + B,L} * * * *
H YA +ATY * *
KX — SBT — ZTBT Q ¥ A0 * * <0
B BIY DI, -I, = (4.232)
C.X C. -D.S D.., —I
comN, M verificando
NMT =1,,, —-YX (4.23b)

entdo para qualquetw € L., o compensador (4.7) definido conforme (4.13e) garante que
o sistema em malha fechadavéll-posede:

1. As trajetdrias sdo limitadas, para todo0) € R>"*"<), com qualquet € L,.
2. |12[3 < ylwll3 +~V(0)

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é globalmente assatot
mente estavel

Prova. Tomando-se = K, (4.13b) verifica-se para todp € R%"+7), o que torna
desnecessarias as LMIs (4.13b) e (4.13c) do caso local. XNéte enais restricdes para
0s estados iniciais sendo o proprio espaco vetorial em quaediidos. O mesmo diz-se
das trajetérias em malha fechada. Assim, ndo ha porquégsto além do espacd..
Isto torna desnecessaria a varigveDesta vez) = K — SBY — ZTBTY — SBI N7,

e o0 restante da prova imita a do teorema 4.1. O

4.4.2 Sintese de Compensadores de ordem, < n + n.

Em geral, um compensadanti-windupde ordem plena tera na implementacao des-
vantagens de custo e complexidade com relacdo a compeasatomenor ordem. O
teorema 4.2 aborda a sintese de compensadores de ordemaeduzsejar,,, < n+n.

- cujas condi¢Bes suficientes para existéncia de uma sosfgiexpressas por inequa-
cbes matriciais, entre elas, uma BMI. AdaptacOes serésfaipartir do teorema 4.1 para
permitir a flexibilidade na escolha da ordem do compensadwindup
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Teorema 4.2.Se existirem a matriz simétrica positiva definidlac
Frtnetnew)x(ntnetnaw) yma matriz diagonal positivd € ™™, matrizesk; €
Rrawtne)x(naw) 'y ¢ gmxntnetnan) 7, ¢ Rawtne)xm o gscalares reais positives v
verificando as inequacdes matriciais abaixo relacionadas,

sym{W(AJrBlKlC)T} * * *

—SBT + ZQTB{ +Y Y40 * * <0 (4248.)
Bg DZ:w -1, *
CZW _Dz Dz,w _7[7“
w *
>0 4.24b
[ KW =Y pug, (4.245)
0—pu>0 (4.24c)
entdo o compensador @mti-windup(4.7) com,
Aw = [ L., 0]K;
Baw= |0 I, | K
Cow = { Ly, 02,571 (4.25)

Daw = |: 0 [nc } ZQS_I
garante que o sistema em malha fechadeei-posede:

1. As trajetérias sdo limitadas, permanecendo no elipséifié —!, ;') para todo
£(0) € e (W1, 3), comp = ' — 57!

2. |[2ll5 < vllwll3 +7V(0)

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é local e assintoticeme
estavel para todg(0) € e (W1, u=1)

A prova deste teorema apresenta a mesma seqiéncia de passdescna prova do
teorema 4.1.

Prova. SejallV’ = P~1. Como mostrado no teorema 4.1 a verificacdo de (4.16e) implic
queL < 0, desde qué € S(up). Tal fato verifica os itens 1, 2 e 3 do presente teorema.
Para fins de manipulacao algébrica, multiplica-se (4.18edqmbos os lados pela matriz:

BLKDG ([ W S I, })
e obtém-se:

sym{W(A+Blch)T} «  ox %

—SB-BiK)"+GW  Ta x| g (4.26)
B, Diw —Iy  *
CZW —DZS Dz,w —’YL»

Desenvolvendo-se os termos de (4.26) e assumindf-se K,S eY = GW, obtém-se
a expressao abaixo:

Sym{WAT+BlchW} * * *
_SBT—ZTBi+Y  Sa o+ %
BT DI, -1, ~*

W D.S D., —I,

<0 (4.27)
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Pelo lema 2.5, se a condicao expressa pela LMI (4.17a) foladeira as trajetérias do
sistema em malha fechagermanecem dentro do conjur¢u,). Entdo, para expressar
esta condicdo em termos da nova varid¥él multiplica-se (4.17a) em ambos os lados
pela matriz:

BLKDG ([ W 1])

e obtém-se (4.24b). A LMI (4.24c) faz-se necessaria paraidst um conjunto de esta-
dos iniciais ndo vazio.

Uma vez obtida uma solucdo satisfatéria para as matiiZes, S, 7, Y, u e v a
partir das definicbes em (4.11), obtém-se as matri¥gs Buw, Cuw, Daw CONforme
apresentado em (4.25). O

A exemplo do corolario 4.1, o seguinte corolario estendespalto no teorema 4.2
ao ambito global, nos casos em que, em malha aberta, a origg@tamta seja assintoti-
camente estavel.

Coroléario 4.2. Se existirem a matriz simétrica positiva definidfac
Rrtnetnaw)x(ntnetnaw) yma matriz diagonal positiva € R™*™, matrizesk, €
Rrawtne)x(naw) 7, ¢ Rlrawtne)xm o egcalares reais positivas vy verificando a inequa-
céo abaixo

sym{W(A+Blch)T} o

—SBT + ZIBT + KW a0 % * <0 (4.28)
BT Dgw -1, x
CZW _Dz Dz,w _717"

entdo para qualquew € L, o compensador (4.7) definido conforme (4.13e) garante que
o sistema em malha fechadavéll-posede:

1. As trajetdrias sdo limitadas, para todg0) € R(*+"+7aw) com qualquer € L,.
2. 2[5 < vllwl]3 +~V(0)

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é globalmente assatot
mente estavel.

Como no corolario 4.1, basta considefae . Note-se que neste caddem (4.24a)
€ aqui substituido po€IV.

E importante destacar que o prodiai;CW em (4.27) e em (4.28) concentra a difi-
culdade do projeto por constituir-se de um termo bilineaféne 1. Assim esta restricao
torna-se uma BMI, e ndo pode ser otimizada globalmente, @orser uma representa-
cdo convexa. Utilizando-se diretamente estas condicidSmese resultados numeéricos
através de esquemas de relaxacdo ao conjunto de inequagtiesans (4.24a)-(4.24b)-
(4.24c). Para maiores detalhes sobre esta técnica, vid®1(RPA03).

Como forma de contornar a impossibilidade da otimizacabajloo lema 2.2 - ou
como é conhecido, bema de Finsler mostra-se um importante instrumento algébrico
por representar uma inequacéo matricial de forma equiiglenediante a insercéo de
multiplicadores escalares ou matriciais. Aplicar o lentfadb problema em estudo per-
mitira representar as BMIs (4.27) e (4.28) de formas egeivals, e inserindo-se multipli-
cadores matriciais. Estes multiplicadores terdo suatessruquea priori € livre, fixada
para que o resultado final seja uma LMI. Assim, pode-se ceramigek’; e W simul-
taneamente na busca de uma solucdo numeérica e evitar-saress)de relaxacdo. Esta
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proposta sera agora desenvolvida. A intencéo é obter-seeprnesentacdo convexa do
problema de sintese de compensadoreantiewindupdinamicos com ordem reduzida

O corolario seguinte é um resultado intermediario na buagapresentacao linear do
problema. Justifica-se por constituir-se em alternativiaema 4.2 na otimizacao local.
O corolério 4.3 consiste em separar-se os terdo® W no bloco(1,1) da inquagéo
(4.24a) mediante a adicao de multiplicadores matricidise J, - de ordem apropriada.

Corolario 4.3. Se existiremiV = W7’ > 0 € RO+retnaw)x(ndnetna)  yma matriz di-
agonal positivaS € R™*™, matrizesk; € Rrawtne)x(naw) Yy ¢ gmx(ndnetna) 7, ¢
Rrawtne)xm J c it e J, € RI2; ondej; = (n + ne + naw + m + ¢+ 1) X (Raw +m +q+7)
€jo = (Naw +m +q+7) X (naw +m + g+ 1), € existirem escalares reais positiyosy veri-
ficando (4.24b), (4.24c) e a inequacdo matricial abaixo,

M1+Syn'{Jlﬁ} *
A 4.29
MT 4 LR —JT —symin) | =" (4.292)
onde
sym{ AW} * * *
M, — —SBT—FZgBl—FY ZAO * *
' B! DT, -I, «
CZW _Dz Dz,w _717"
BiK; * x % CW x % x (4.29D)
0 0 x % ~ 0 I, * x
M, = 0o 00 x| BF 0 0 I, %
0 0 00 0 0 0 I,

entdo o controlador (4.7) definido em (4.25) garante o digpo®s itens 1, 2 e 3 do
Teorema 4.2.

Prova. Partindo-se de (4.24a), é possivel reescré-la no formato
M = M, + sym{MyR} < 0 (4.30a)

onde as matrized/;, M, e R estdo definidas em (4.29b). Seguindo um raciocinio se-
melhante ao feito em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr.; BENBRE2006) para
sistemas de tempo discreto, representa-se (4.30a) na:forma

M1 * [A
MT OH S| <0 (4.30b)

M= [ 1 RT][ "

Em (4.30b), a matriZ, apresenta dimensdes apropriadas, neste caso de ardem +
New + m + g + r. Entéo, pelos itens 2 e 4 do lema de 2.2, existem matrizes/, de
dimensdes apropriadas tais que 4.30a seja equivalente a:

{J\% S]Jrsym{lihé —IB}}<0 (4.300)

onde a matriz 3 também apresenta dimensdes apropriadas, neste caso demde-
m+q+r. Verifica-se, entdo, que (4.30c) e (4.29a) séo equivaleAtedemais disposicoes
deste corolario seguem a prova do Teorema 4.2. O
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Como todos os desenvolvimentos com garantias locais deiletdde foram estendi-
dos para o caso global, o corolario 4.4, a seguir enunciatenee o anterior para o caso
em que a origem do sistema em malha aberta é globalmentelestav

Corolario 4.4. Se existirem a matriz simétrica positiva definidfac
Rrtnetnew)x(ntnetnaw) yma matriz diagonal positivd € ™™, matrizesk; €
Rnawtne)x(naw) 7, € Rinawtnalxm J, e Rir e J, € R2; onde
ji=Mm4+nc+ng+m+q+r)xX (Ngw+m-+qg+r)€

g2 = (Naw +m +q+7) x (new +m+q +r), € existirem escalares reais positivesy verifi-
cando a inequacao abaixo,

MM—Syﬂ'{JJ%} *
A 4.31
ME 4 Df— g7 —syn{ny | < @.312)
onde
sym{ AW} * * x
M. —SBT—‘—ZzTBl—FICW ZAO * *
’ B! -Dpr, I, *
CZW _Dz Dz,w _’}/Ir
BiK, x x % CW x x % (4.31b)
0 0 « % ~ 0 I, * x
M= 0 oo« =1 0 01, «
0O 000 o 0 0 I

entdo para qualquetw € L., 0 compensador (4.7) definido conforme (4.13e) garante que
o sistema em malha fechadavéll-posede:

1. Astrajetérias sdo limitadas, para qualquerc L.
2. |12[3 < vlwll3 +~V(0)

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é globalmente assatot
mente estavel.

A extenséo das condi¢Oes para o caso global considera sgmpré.

Como observado anteriormente, as condi¢cdes para exiatdaaim controlador de
ordem reduzida apresentavam termos bilineares. O mesnsedips corolarios 4.3 e
4.4, bilineares eny; R e J,R. A fim de obter-se uma representacéo completa em termos
de LMI, tdo somente, sera mostrado agora uma estruturaiakpa@./; e J, que permite
a representacao do problema apenas por LMIs.

Teorema 4.3.Se existiremiV = W7 > 0 € ReFnetnaw)x(vtnetna) g matriz dia-
gonal positivaS € R™*™, matrizesk; € R(ewtne)x(new) y ¢ pmx(ntnetna) 7, ¢
%(naw—i-nc)xm’ Ji1y € §R(n+nc+naw)xnaw’ Ji1 € §R(n+nc+naw)><m7 Ji13 € §R(n+nc+naw)><q’ Ji14
c §R(n+nc+naw)><r’ J122 € §Rm><m’ J123 € %qu, J124 € %mXT, J132 € %qu, J133 € §Rq><q’
Jiza € R Jigp € R Jiuz € R Jigg € BT, Jp1p € RMewX™ ) Jyy3 € RMMew ™
Jora € X7 Joagy € MM, Joog € R, Jagy € R, Jagg € R, o3z € RV,
Jogg € R Jyye € R Joyg € R Joyy € R e escalares reais positivgs
verificando as LMIs (4.24b), (4.24c) e,

JLCT +CI <0 (4.32a)
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com o resultadd/;;; empregado em,

Tl *
[ T, Ts < 0 sendo,
Tq1 * * *
T, = Tio Yao+SymJiz} * *

T3 Dwa + Jiso + Jipg  —I+sym{Jin}
Ty —D,+ Jiao + J1Tg4 D, + Jias + J£,4 Tis
Tll = Ser{(A + J111C) W}

Tlg - —SBT + ZQB’iF + Y + Jle

Tlg - Bg + J1T13

YTy =CW+JL, (4.32b)
Ti5 = =1 +sym{Jiu}
[ KB +Ccw —JL,  +Jor +Ja13 +Jo14
T, — —Jis Jooe — Jhyy  Jazs — Sy Jooa — Jip
2 _Jﬂg J223 - Jifzg J233 - Jf;,g J234 - Jﬂg
| _J1T14 J224 - J?24 J233 - J1:,;54 J244 - Jﬂ4
—21,w * * *
T, — —J,2T12 —Syn’{JQQQ} * *
’ —J5i3  —Jaa — J315  SYymM{Jass} *
—J3y  —Jae — Jgia —Jma — Joiy SYM{Jau}

entdo o controlador (4.7) definido em (4.25) garante o digpo®s itens 1, 2 e 3 do
Teorema 4.2.

Prova. Desenvolvendo-se a expressao (4.29a) obtém-se,

sym{ AW} * * x ok x Kk *
—SBY + Z,BE +Y Y. * * ok Kk K %
BL DCTM -1, *  x x Kk K
Nl — cC.wW D, D, —vI, * x * %
£ KTBT 0 0 0 0 % x *
0 0 0 0 0 0 % %
0 0 0 0 0 0 0 =
0 0 0 0 0 00O
([ JinCW Jue Jus S —Jin —Jue —Jus —Jua | (4.333)
JinCW o T Jizs Jioa =i —Ji2 —Jizz —Jim
Ji:iCW Jize Jisz Jisw —Jimn —Jize —Jisz —Jisa
+sym JinCW T Jus Jus —Jun —Juz —Juz —Jiu

J21ch J212 J213 J214 _J211 _J212 _J213 _J214
J221CW J222 J223 J224 _J221 _J222 _J223 _J224
J231CW J232 J233 J234 _J231 _J232 _J233 _J234
J241CW J242 J243 J244 - J241 - J242 - J243 - J244
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ou seja,
~ . @1 *
Mp = [ O, @3 <0
@11 * * *
O, = O©12 Y40+ Sym{Jin} * *

O3 'Dzjw + Jiz2 + J1T23 —[q + Sym{Jlgg} *
Ou D+ Jis+ Jiss Do+ Jus + Jisy ©Ous
O = Sym{(A + J111C) W}

O =SB + Z,BT — Y + JinnCW + JL,

O13 = BL + J13::CW + J{,

@14 = CZWJ1416W + J1Tl4

O©15 = =1 + sym{Jiu}

[ KlTB{ + JQllCW — JlTH J212 — J1T21 J213 — J1T31 J214 — Jﬂl
Q, — Jo21CW — JlTlg Jo22 — Jngz Jo23 — J1T32 Joo4 — J1T42
? Jo3:CW — JlTlg Jaz2 — J1ng Ja33 — Jng,g Jo34 — J1T43
i JonnCW — Ji, Joss — Jiay  Joag — J124 Joas — Ty
I —sym{Joi1} —Ja2 — Jggl —Jo3 — Jgj;ﬂ —Jo14 — JSJH
Q. — —Jag1 — 3y —SYM{Jage}  —Jaoz — J2Tg2 —Joos — Jags
’ —Ja31 — Jngg —Jagp — J2T23 —Sym{ Jazs}  —Jazu — J2T43
| —Jaa1 — J27;114 —Josp — J2T24 —Jouz — J2T34 —sym{ Jous }

(4.33b)
SeJij;y =0,i=1,2j =234eJyy = I,,, compondo a seguinte estrutura nos

multiplicadores:

aw !

Jin Juz Jus Jia L., J2nz2 Joiz Jous

I = 0  Jizo Jizz Jioa 5, = 0 Jaxo Jooz Jom
0 Jisz Jizzs Jisa ’ 0 Jozo Jagz Jou

0 Juuz Jus Jia 0 Jogo Juz Jou

entdo (4.33b) torna-se (4.32b). As demais disposicoeesegprova do Teorema 4.2.
A LMI (4.32a) tem como objetivo evitar a determinagipriori de J;;;. Note-se que

J111 aparece ndo-linearmente no termo gym + J,1;C) W} em (4.33b). Considere-se

Ji11 composto por/yyy, € R Jiyy, € ReXMew Jpy, € RrewXTew - da seguinte

Jllll
forma: Ji11 = | Ji, |. Desenvolvendo-sd + Ji1:C, tem-se:
J1113
A+ BAD.C, BAC. 0 Ji11, A 0
B.AC, Ac+B.D,AC: 0 | + | Ju, | [0 0 I, | =
0 Jii,
0 0 0 Jii1,

Como os autovalores del + J;1:C) correspondem a unido dos espectroadede. Jy; 1,
e por definicadA € estavel A sera negativa definida se e somente se o espectfg de
estiver contido enC—, o que é garantido por (4.32a). O

Estendendo as condi¢cdes do Teorema 4.3 para garantir didatibglobal da origem
de (4.12) em malha fechada, tem-se o seguinte corolario.

Corolario 4.5. Se existiremiV = WT > ( € ROtnetnaw)x(ntnetnaw) g matriz dia-
gonal positivaS € R™*™, matrizesk, € RMewtne)x(naw) 7, ¢ Rlrawtne)xm J .. ¢
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%(n+nc+naw)xnaw’ J112 c %(n"{'nc"{'naw)xm’ J113 c %(n—i—nc—l-naw)Xq’ J114

€ RvFnetnaw)xr  Jio0 € RMXM Jio3 € R™X, Jigg € R, Jigp € R™, Ji35 € RIXY,
J134 € §Rq><r’ J142 € §Rr><m7 J143 c §Rr><q7 J144 c %TXT, J212 c %nawxm’ J213 € §Rnaw><q7
J214 € §Rnaw><r’ J222 c §Rm><m’ J223 € %qu, J224 c §Rm><r7 J232 c %qu, J233 € §Rq><q’
Jozg € R Joge € R Jous € R Joyy € R e escalares reais positivgs v,
verificando a LMI (4.32a), com o resultado aplicado em

Ql *
{ o } <0
L1 * * *
QO = | @ Ya0 +sym{Jixn} *
! L3 DZw+J132+J{§3 —1, +sym{Jin}
Ly —DZ + J142 -+ J1T24 'DZ@ + J143 —+ JICI;A Ly
Ll = Syn{(A -+ J111C) W}
1y = =SB + ZI'BT + KW + J&L,
Ly = Bg + JlTlg

*

*

ty =CW + J1Tl4 (4.34)
t5 = —yI,Sym{ Jiaa}
[ KIBT +CW —JL,  +Jo10 +Jo13 +Jo14
Q2 _ _J1T12 J222 - J1T22 J233 - J%;;z J224 - JﬂQ
_J1Tlg J223 - Jngg J233 - JEJ,g J234 - Jﬂg
| _J1Tl4 J224 - J1TQ4 J233 - J17;,4 J244 - Jﬂ4
—21I,,., * * *
Qg _ — 2:12 —Ser{J222T} * *
—Jyz —Jorz — Jyp  SYM{Josz} *
i —Jhy  —Ja2— J3y —Joia — Jap SYM{Jou}

entdo o controlador (4.7) definido em (4.25) garante o disgpass itens 1 e 2 do corola-
rio 4.4.

A prova deste, imita a prova do corolario 4.4.

Expressar as condi¢gfes suficientes relativas a estal@lieladsempenho do sistema
em forma de LMI exigiu a representacao das condi¢cdes pramente obtidas em uma
forma equivalente através do lema de Finsler, e a postexagdb de uma estrutura para
seus multiplicadores, suprimindo graus de liberdade. Agsm do problema expresso por
LMIs é uma forma apropriada para inicializar-se algoritrdessolucdo do mesmo pro-
blema expresso por BMIs - como o teorema 4.2 e o corolarioAlén da sensibilidade
a inicializacdo dos algoritmos para solugéo de BMIs, a eglag da condi¢des bilineares
em (4.24a) e (4.29a), por exemplo, requer a escolha iniaiahdtrizl¥ ou de K; que
respeitem a todas as suas restricdes. THAtmomMo K; sdo matrizes chave na solucéo do
problema, poisl’ vincula-se a funcéo de Liapunov usada para garantir a édtde da
origem, ek, define a dinamica do compensadutti-windup objeto da sintese. Logo,
a escolha inicial quer d&/, quer deK; ndo é trivial. Assim posto, a solu¢do prévia
de uma LMI possibilita valores seguramente satisfatéreoambas matrizes para iniciar
algum algoritmo de otimizacao sob restricbes expressaBldds, o que potencialmente
melhora os resultados obtidos com as LMIs.
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4.5 Problemas de Otimizagcao

As condi¢des nos teorema 4.1, corolario 4.1, teorema 4.8r@acio 4.5 sao LMIs.
Entédo, se um critério linear é usado, um 6timo global pod®bkgdo. As condi¢cdes no
teorema 4.2, e corolérios 4.2, 4.3 e 4.4 sdo BMIs. Mediarqaezsas de relaxacao é
também possivel otimizar-se critérios lineares. A relawa€ obtida fixando-se uma das
variaveis de uma expressao bilinear e resolvendo-se a L8diltente. A variavel livre
é fixada no valor encontrado, e a anteriormente pré-fixadaxadke livre em uma nova
iteracdo. Repete-se este processo até a satisfacdo dealtrio de parada. Esquemas
assim descritos sdo empregados em (GOMES DA SILVA Jr. €139.7), (GOMES DA
SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2001) e (PAIM, 2003), vide algoritns.2, pagina 79.

O objetivo desta secao é a sintese de compensadores baspadoss critérios: a
maximizacdo da perturbacdo admissivel - Tolerancia a Peaxtéio - e a minimizacao
do ganhol, entre a perturbacdo e a saida reguladaRejeicdo a Perturbacdo. Por
simplicidade, em ambos os casos considerar&&¥éa= 0, o que implica que o sistema
esta em equilibrio no instante inicial.

4.5.1 Tolerancia a Perturbagéo

A suposi¢ac (0) = 0tornap~' = §~1. Aidéia entdo é minimizai, 0 que maximiza
o limite da perturbagdo. Se = 0, adicionalmente, obtém-se a solug¢do para o problema
de maximizacéo da regido de atracdo da origem em malha fechiate que, este pro-
blema sé6 faz sentido quando a estabilidade em ambito glébadsta sendo considerada.
Para os teoremas e corolérios enunciados aqui, a maximartola a perturbacao é obte-
nivel como segue
Para o teorema 4.1

min
sujeito a (4.13a), (4.13b) e (4.13c) (4.35)
Para o teorema 4.3
- min . (4.36)
sujeito a (4.32a) seguido de (4.32b), (4.24b) e (4.24c) '
Para o teorema 4.2
1. Encontrark; tal que(A + B, K,C) € C™.
2. Substitui-se o valor d&; obtido em 1 nas inequacdes propostas.
3. Efetue-se _
min (4.37)

sujeito a (4.24a), (4.24b), (4.24c)

4. A matrizlV é substituida nas inequacdes pelo valor obtido em 3. As deragaa-
veis sdo mantidas.

5. Efetue-se _
min

sujeito a (4.24a), (4.24b), (4.24c) (4.38)

6. A matriz K; é substituida nas inequacgdes pelo valor obtido em 5. As deragé-
veis sdo mantidas.
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7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada tornerdadairo.

O algoritmo proposto tem como grande dificuldade sua inrzigho, uma vez que
envolve uma estimativa de parte do compensador que o afgovitsa determinar. Um
modo possivel de inicializar-s&; é através do resultado obtido com o teorema 4.3. A
vantagem desta escolha esta na garantia déigueenda a todas as restricdes impostas
pelo teorema 4.2, uma vez que todas as solucdes que satisdiazmondi¢cdes do teorema
4.3, satisfazem também as do teorema 4.2.

4.5.2 Rejeicdo a Perturbacao

A consideracég(0) = 0 torna,/v o limite para 0 maximo do ganh®, dew paraz.
Ao contrario da tolerancia, a rejeicao a perturbacéo é pels$ otimizacéo independente
do ambito da estabilidade da origem do sistema em malhadachécal ou global.
Assumindo-se qué! é fornecido, o seguinte problema pode ser abordado em cada um
dos teoremas e corolarios.
Para o teorema 4.1

min-y
sujeito a (4.13a), (4.13b) e (4.13c) (4.39)
Para o corolario 4.1
min-y
sujeito a (4.23a) (4.40)
Para o teorema 4.3
min~y (4.41)
sujeito a (4.32a) seguido de (4.32b), (4.24b) e (4.24c) '
Para o corolario 4.5
min-y
sujeito a (4.32a) seguido de (4.34) (4.42)
Para o teorema 4.2
1. SejaK; definido a partir da condicéo sy + B; K1C} < 0.
2. Substitui-se o valor d&’; obtido em 1 nas inequacdes propostas.
3. Efetue-se .
miny (4.43)

sujeito a (4.24a), (4.24b), (4.24c)

4. A matrizlV é substituida nas inequacdes pelo valor obtido em 3. As deraga-
veis sdo mantidas.

5. Efetue-se
min-~y

sujeito a (4.24a), (4.24b), (4.24c) (4.44)

6. A matriz K; é substituida nas inequacdes pelo valor obtido em 5. As deragé-
veis sdo mantidas.

7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada tornerdadasro.
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Aqui novamente, a inicializagdo concentra a grande difaxidem aplicar-se este algo-
ritmo. Mais uma vez, sugere-se obf€r a partir do problema formulado para o teorema
4.3.

Para o corolario 4.2

1. Sejak; definido a partir da condi¢éo sy + B, K,C} < 0.
2. Substitui-se o valor d&’; obtido em 1 nas inequacdes propostas.

3. Efetue-se .
min-y
sujeito a (4.28) (4.45)
4. A matrizIV é substituida nas inequagdes pelo valor obtido em 3. As deragé-
veis sdo mantidas.

5. Efetue-se .
min-y
sujeito a (4.28) (4.46)
6. A matriz K, € substituida nas inequacdes pelo valor obtido em 5. As deragda-
veis sdo mantidas.

7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada tornerdadasro.

4.6 Exemplos Numéricos

Esta secdo exemplifica alguns métodos desenvolvidos regsitiello e os problemas
de otimizagcdo da secao anterior. De forma ilustrativa o rsg@gexemplo numérico de
(GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2005) € utilizado. Nelem controlador
linear é sintetizada priori para garantir a estabilidade da origem do sistema em malha
aberta, desconsiderando-se a saturacao do atuador entual@ph partir deste exemplo,
um compensadarnti-windupsera sintetizado para garantir a estabilidade da origem do
sistema em malha fechada, e resolver o problema da maxier@ncia a perturbacéo
para este exemplo.

Considere-se a seguinte planta:

| L[5 0], [ 09501
S IS R T e (VIS O i 0= N I
10
y = 01 x (4.47a)
10
z = -01 T

Neste modelo a matriB,, ndo consta no exemplo original referido, pois este néo
considera perturbacdes. As saidas meglida@ontrolada séo idénticas por simplicidade,
uma vez que o problema original em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBRIBECH., 2005)
apresenta apenas uma Unica saida.

Observe-se que os autovalores desta plantas&0.096771 e A\, = —2.996771. Para
que a origem deste sistema seja estavel e a saida apresedésemmpenho satisfatorio,
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foi projetado o seguinte controlador:

—171.2 27.2 ] [—598.2 5.539}
TLe Ue

T —
e 68  —626.8 4567 149.8

[ e oss ] (4.47)
Ve T | _6.821 —5.67

A interligacéo entre (4.47a) e (4.47b) d4-se mediante sat, (v.) e u. = y, e éwell-
posedpois o sistema é estritamente proprio.

O controlador acima descrito ndo considera qualquer miatidade no atuador. A
planta aceita entradas restritas em aplitude pelo vgter [ 5 2 }T.

Neste sistema aplicou-se os métodos de sintesatite&vindupde ordem plena e re-
duzida. SimulacGes feitas no ambie®ienulinkdo Matlab ® exibem o comportamento
do sistema sob cada método.

4.6.1 Simulacdo com o Compensaddknti-windup de Ordem Plena

Para o sistema (4.47a)-(4.47b), determinou-se um comgeraati-windupde ordem
plena. A planta foi sujeita & uma perturbacdo de nofmaual a556.85, cuja manifes-
tacao durow segundos. A perturbacéo escolhida teve esta forma porsepar eventos
externos a que os sistemas fisicos sujeitam-se, espentalmanutenc¢des preventivas de
sistemas de missdao critica, onde os estados do sistemasradodex um novo equilibrio
durante a presenca da perturbacao.

O seguinte conjunto de matrizes foi obtido:

[ —0.0003 0.0660 0.1347 —1.0284
0.0000 0.0183 0.0475 —0.3974
—0.0001 0.0100 0.0315 —0.5512

| —0.0000 0.0040 0.0094 —0.1124

[ —6.0711 0.0343
—1.9185 0.0051
—0.6575 0.0105

| —0.3661 0.0023

—0.0660 —16.9658 —21.7000 180.1890

—0.0451 —11.8255 —20.6636 132.4550

D - [929.1781 —2.1786

a | 282.6055 —2.0875

Ay = 1.0x10*

Buw = 1.0x 10 (4.47c)

Caw =

As figuras 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 ilustram respectivamentgréficos obtidos para a
saida controlada, a entrada de controle a perturbacda, a compensacaanti-windup
Yaw € @ Saida do controladgr. Observe-se a saturagdowgt) na figura 4.3.

4.6.2 Sintese de Compensaddmti-windup de Ordem Reduzida

O mesmo foi feito para a compensacéo de ordem reduzida. Nastea ordem do
compensador foi a metade da do de ordem plena. A planta fEitaad uma perturbacdo
de normac, igual a550.13, igualmente atuando a entrada da planta por 5 segundos.

3Simulinke Matlab sdo marcas registradas da Mathworks



2()

\\
0 1 — e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo

Figura 4.2: Sinak - Ordem Plena
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Figura 4.3: Sinal, - Ordem Plena
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Figura 4.5: Sinay,,, - Ordem Plena

O seguinte conjunto de matrizes foi obtido:

B . [ —4.0126 0
Ao = 10x10 0 —4.0126
Buw = 1.0x10° _4'8126 _48126
' (4.47d)
o _ oo
aw O 0
D | 9188485 —3.0146]
aw 341.8372 —1.8447

As figuras 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 ilustram respectivamestgraficos obtidos para a
saida controlada, a entrada de controle a perturbacda, a compensacaanti-windup
Yaw € @ Saida do controladgr. Observe-se a saturagdowgt) na figura 4.8.

Finalmente, uma tabela mostra o0 compromisso entre os pnaislde minimizay ey
nos teoremas 4.1 e 4.3. A varidyehestes teoremas corresponde ao inverso do quadrado
da maxima norma’, de uma perturbacao toleravel pelo sistema quando iniaddina
origem. A variavely, por sua vez, corresponde ao quadrado do limitante supaior
ganhoL, garantido a pertubacéo a saida controlada.
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Figura 4.6: Sina},. - Ordem Plena
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T

Tempo

Figura 4.7: Sinak - Ordem Reduzida

Na tabela 4.6 € possivel observatrade-off entre tolerancia e atenuacéo da pertur-
bacdo. A medida que aumenta, ou seja, a tolerancia a perturbacéo diminui, aigien
que o sistema aplica a perturbacao cresce.



u(t)
T

Figura 4.8: Sinal, - Ordem Reduzida

Tabela 4.1Trade-off Toleranciax Atenuagéo para a perturbacdo externa.

Ordem Plena Ordem Reduzida
K gl K gl
3.22x107% | 3.83 x 10* | 3.30 x 107 | 2.01 x 10*
3.25 x 107% | 2.04 x 10! | 3.30 x 107° | 3.86 x 107
3.29 x 1079 ] 9.96 x 10Y | 3.47 x 107% | 3.72 x 10°
3.32x 1079 ] 6.46 x 10 | 3.51 x 107° | 3.04 x 10°
3.39 x 1070 | 3.64 x 10° | 3.90 x 107° | 8.75 x 10!
430 x107% [ 3.79 x 1071 [ 5.20 x 1076 | 1.77 x 10!
6.45x 1076 | 7.18 x 1072 [ 1.04 x 107" | 5.00 x 10?
1.29 x 107° | 4.95 x 1072 | 4.16 x 107° | 4.95 x 102
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Figura 4.11: Sinaj,. - Ordem Reduzida
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5 SINTESE DE CONTROLADORES DINAMICOS

5.1 Introducao

A filosofia doanti-windupem sistemas lineares pressupfe que planta e controlador
nominal - que despreza eventuais nao-linearidades - sejawosd priori, cabendo ao
compensadoanti-windupo tratamento dos efeitos indesejaveis manifestos pelas néo
linearidades intrinsecas a planta. O capitulo anteriarisegsta idéia propondo métodos
para a sintese de compensadores dindmicos de ordem e inferiores a esta, onde o0 si-
nal de controle era limitado em amplitude com limites simé8. Neste capitulo resolve-
remos o problema de controle sujeito a restricbes segundordagem da sintese direta.
Nesta abordagem, o controlador é sintetizado simultane@nadacosnti-windup Adi-
cionalmente, considerar-se-a o sistema sujeito a um atagdesentando limitagdes em
amplitude e taxa de variacdo. Os limites de taxa de variagibém serdo considerados
simétricos.

De modo a lidar com esta restricado adicional, sera propastoantrolador dinamico
nao-linear, composto por um compensador linear classiccastata com um integrador
com entrada saturante. Dois lacos estéaticoardewinduppermitirdo graus de liberdade
adicionais a sintese.

5.2 Definicao do Problema

A planta em estudo pode ser modelada a partir do equilibrreamostrado em (4.1),
por conveniéncia abaixo repetido.

= Ax+Bu+ B, w
y= Cyx+Dyu+D,, w
2= Crax+D,u+D,,w

Também é sujeita a perturbacdes externas limitadas em noynocanforme (4.2). Supde-
se gque a planta tera sua entrada de contrdilaitada em amplitude e taxa de variacéo da
seguinte forma:
U = ) = Hog } i=1-,m (5.1)
—UR, < U@G) < URg,
ondeu, representa a magnitude maxima do sinal de controle;, @le sua taxa de vari-
acdo. Supde-se que apenas a saidsta disponivel para medicédo. O obijetivo, entéo, &
dimensionar um controlador dindmico estabilizante.
De modo a lidar-se com as restricdes do sistema, consideyaaguinte controlador
nao-linear de ordemn + 2m, composto por um controlador dindmico classico em cascata
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Figura 5.1: Topologia de malha fechada proposta

comm integradores de entrada saturante, e dois lagtisvindup conforme ilustrado em
5.1. Tal estrutura foi proposta em (GOMES DA SILVA Jr. et 2DP5), no contexto de
sistema de tempo discreto. A representacéo em espaco desdtacontrolador proposto
€ a seguinte.

(

fe= Aot Be | L1 Bethuy(00) + Fetbun(pe) + Bt
_ Yy
yC - chc + DC U¢ + Dc,ww (5.2)
U= Sa‘R(:yc) + Bv,ww
Ve= v+ Dyw
{ vy = v+ Dy w

Tem-sexr, € R y. € R™ como seus respectivos vetores estado e saida. As matrizes
B, ., D, sao reais, constantes, de dimensdes apropriadas e caadeeqdori. A en-

trada do controlador é representada por um vetor compoktcaila medida e um sinal
realimentada,,, discutido a seguir. A saida corresponde a taxa de variagdo calculada
para o sinal de controle, livre de saturacgéo.

O controlador ndo age sobre a planta, senéo através de udoat@s limites deste
sao determinados por suas propriedades fisicas e natwgracksso. Enquanto os si-
nais de controle sdo tipicamente eletro-eletrbnicos, admtuapresenta em sua saida -
eventualmente - sinais de natureza distinta, de dificiligd&d O efeito da saturacao da
taxa de variagdo e amplitude € realimentado no compensadonito através dos sinais
Yur (Ye) €1y, (vy), respectivamente. Isto € feito através de matrizes de gesthticor, e
E., conforme mostra a figura 5.1. Como definido em (2.3c), a cosggEa@anti-windup
exige o conhecimento da taxa de variacdo e amplitude do deabntrole aplicado a
planta (ou seja, a saida do controlador). Se as saturacOesarmie variacdo e amplitude
do atuador estiverem modeladas no préprio controladonal gie controlale factopode
ser estimado quando inviavel for medi-lo. A estrutura daie@ador proposto, inclui em
seu modelo a a representacdo dos limites do atuador coadtgramplitude e taxa de
variacao. Esta representacéo, através das duas satusagéetcas que o modelo do con-
trolador dindmico contempla, permite determinar se ostéisfisicos do atuador foram
excedidos, ou ndo.

A saida do controladar, pode eventualmente apresentar a acao de alguma perturba-
cdo externa, uma vez quepode, sem prejuizo das equacgdes, ser uma matriz sendo
cada coluna uma perturbacédo independente. A reproducgé@ardplica no conhecimento
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de parametros desta perturbacdo. A reproducéo dispensa tal necessidade. As esti-
mativas dev poderdo da mesma forma estarem sujeitas ao efeito de algenoaacao,
incerteza ou erros de medida assim modelados. Prevendiessiteiacdo, existe,, que
considera uma matri,, ,, para acoplar a perturbacéo e representar seus efeitos.

No caso em que. pode ser medido e as incertezas e perturbagbes manifestas no
interior do controlador séo despreziveis, fazzse= v, medianteD,,,, = Dy, ,,. Sewv.
nao for mensuravel e da mesma forma o controlador ndo estiyeito a perturbacdes
ou incertezas relevantes tem-bg , = 0, 0 que tornav, = v. Se a perturbagéo for
desprezivel, as matrizes de acoplamenta gmdem ser desconsideradas, e tem;:se
vy = v, 0 que consitui-se o caso ideal. O modelo proposto podsibjlie os resultados
obtidos sejam validos para todas estas possibilidades.

A partir dey, e v, determina-se as respectivas fun¢des(y.) € v, (vy). Estas me-
diante os respectivos ganhBse E., realimentam o compensador dinamico, completando
a malha de controle da saida da planta.

Finalmente, a estrutura do controlador garante que agéstde taxa de variacao do
atuador nao € violada. Pelo lema 2.6 a saturacdo com osdindi¢axa de variagdo do
atuador aplicada a. garante que,. tenha uma taxa de variacdo que nao exceda estes
limites.

As matrizesA., B, C., D.., E., F,. s@o reais, constantes e de dimensdes apropriadas.
Métodos para sua sintese serdo propostos e desenvolvitesagitulo.

5.3 O Sistema em Malha Fechada

Desenvolvendo-se os termos das equacdes da secéo atearms,que:

&t = Ax+ Bsat,(v.) — Bv. + Bv, + Byw
Az — By, (v.) + Bv, + Byw

Ax — By, (ve) + B (v + Dy w) Byw

= Az + Bv — By, (v.) + (Byw + BDy ) w

y = Cyx+ Dysat,(v.) + Dy ,w

= Cyx + Dysat, (v.) — Dyv. + Dyv. + Dy 0
Cyx — Dythy, (ve) + Dy (v + Dy yw) + Dy yw
= Cyr+ Dyv — Dythy,(ve) + (Dyw + DyDy ) w

i, = A.x.+ B, l Cyx + Dyv — Dyt (ve) + (Dyw + Dy D) w }
v+ Dy pyw
+Ec¢uo (%ﬁ) + Fc¢uR (yc) + Bc,ww

C, D, ][ D Dy + DyDy
=[5 R[] et Pl )

+Acl'c + Ec’(/)ug(vw) + chuR (yc) + Bc,w'w

Ye = Dc |i
+Cexe + D yyw

C, D,][= D, Dy + DyDyo
o[ R L] Jrea s [P0 )

+Cex. + D yw

Cyx + Dyv — Dythy, (ve) + (Dyay + Dy D,y ) w
v+ Dy pw
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R
- R — Y + Ye + Bv,ww

B ¢, D, z | | D,y Dy + DyDy

- o[ R L[ e [P 2
_I'chc + Dc,ww - 'l/)uR (yc) + Bv,ww

Considerando-se as matrizes abaixo relacionadas,

D, }
0
0 } (5.3a)

4_[A+BDC BC.] , _[Bi+BDD,| , _[-B

B B.C A, e B.D, L I

_ Dva + DyDvﬂU _ Bw + BDv,w . Bw

Dy,w N [ Dw,w Bw a |: Bv,w + Dc,w Bw a Bc,w

Bew = (Bew + BDy.) K=[DC, C.] K=[K 0
D.., = (D.,+ D.Dy.) L=[0 I, L=]L 0]

Dc,w = (Dc,w + Dch,w> Dv,w = Dv,w = Dyw Dy = Dy
Dw,w - Dw,w - Dw,w z — Yz — Dz Dz,w - Dzw

Dc,w = Dc,wa Dz,w = Dz,w
e 0 seguinte vetor de estados:
&= [ N . }T (5.3b)

Verifica-se, entdo, a possibilidade de representar-setensassem malha fechada pelas
seguintes equacoes:

é = .A£ - BleO (UC) + Bﬂbuo (Ud/) + BRqu (yC) + wa (5 30)
ng - Dzwuo(vc) + Dz,ww .

w
I

5.4 Resultados Principais

Esta secdo apresenta em forma de teoremas e corolarioglaseda suas respectivas
provas, os métodos para a obtencédo das matdzeB., C., D., E. e F,., necessarias na
definicdo do controlador dindmico proposto.

Teorema 5.1.Se existem matrizes simétricas positivas definilas R +m)x(+m) 'y

e Rvrmxintm) ‘matrizes diagonais positivag € ™™, S, € ™™, Sp € R,
matrizesA € REFTIx(tm) R Rtm)xpim) O ¢ gmxntm) 1) ¢ grxim) @yoc
§Rm><(n—|—m)7 F, € §Rm><(n+m)7 FR c §Rm><(n+m)’ Gll c §Rm><(n—|—m)7 G21 c §Rm><(n+m)’ GRl c
gmxntm) N ¢ Rrtm)xndm) 0 ¢ gmx(ntm) 0, ¢ gmx(vtm) e escalares reais posi-
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tivos i, ~y, verificando as inequagdes matriciais abaixo relacionadas

Y B1 * * * * * * ]
A Y B4 * * * * *
YB2 25 —-25, * * * *
F2 Ql 0 —252 * * * <0
FR - SRBT Qg —DDy51 0 —QSR * *
2B3 Yps DI, D}, Y I,
| C.X C, -D.S 0 0 D.., —vl |
Y1 = Syn{AX + BC} 235 = G11 — SlB{Y — SngBT
Sp = F— 5B —8$DID'BT Yy = BTY + BI NT + DI BT
Sps = BL+DI D'BT Sp; = DI, +DI DT
Ype = symYA+ BC,}
(5.4a)
[ X * *
Loim Y * > 0
| Loy X — Ry, Lg —Gug, pu, |
[ X * * ]
LInim Y * > 0 3 i=1,---,m (5.4b)
i Lo X — Fz(i) L) — Gzl(i) 'uu(z)(i) J
X * * ]
In—l—m Y * > 0
C’(i) - FR(i) D Cy — GRl(i) 'uu%%(i) J )
o—p > 0 (5.4c)
sym{N} > 0 (5.4d)
entdo o controlador (4.4), com
FCT = S}_zl (Qg — Gpr1 + SRBTY) N-T
El = S35 (Qi—Gn)N'T
D.= D
C, = (é - DCyX) M MT = N~ Iy — Y X) (5.4€)
B.= N (B- YBD)
A

= N7'(A-YAX -YBC - NB.C,X — AT — chTBT) M
garante que o sistema em malha fechadeei-posede:

1. Astrajetorias séo limitadas, permanecendo no elipséide ;') paratodos (0) €
e (P,3), comf = i~ = 07", ¥ [lwll3 < 5;

2. |2l < Allwll3 +V(0), V(2) = 2" Pa;

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é localmente assiaoti
mente estavel para todq0) € ¢ (P, ).

ondeP é determinado por (5.5) &/ é definida segundo:

M = (Iym—YX)'NT (5.4f)
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A prova deste teorema segue uma sequéncia de passos sientgraegada na prova
do teorema 4.1.

Prova. As matrizes abaixo sédo redefinidas para adequarem-se awaghg distinta
deste sistema. Sejam, pois:

Y x| o X x| 4 | X Lyn
P_|:NT.:|7P _|iMT.:|7H_|:MT 0:| (55)

Este sistema apresenta trés nédo-linearidadgsv.), ¢, (vy) €Yy, (y.). Aplicando-se o
lema 2.1, seguindo a justificativa em torno da equacédo (3.a8lseguintes condicdes de
setor podem ser estabelecidas para estas nao-linearidesi@sctivamente.

wuo(UC)TTl (djuo(%) - [ Gy Dy ] { fU }) <0 (5.6a)
Yuy (vy) T T (1%(%) —[ Gy Dy ] { i D <0 (5.6b)
3
qu<yc>TTR ¢uR<yc) - [ GR _Dch Dc,w ] ¢uo ('Uc) S 0 (56C)

Como visto no capitulo anterior, a validade das mesmas regsienultaneamente per-
tencente aos seguintes conjuntos:

81 (Uo) é {g S §R2(n+m) | “C(l)g - Gl(i)g‘ < uO(i)u 1= 17 e, Mm
82 (UO) é {5 € §R2(n+m) | }‘C(l)g - GZ(Z-)S} S uO(,L-)v L= 17 e, M (57)
S(UR) é {56%2(n+m) | ‘K(Z)g_GR(Z)g‘ SuR(i)’izl’... ’m}

Isto é garantido se algum conjunto elipsoidaP, ;=) que envolva as trajetérias de
para toda > 0 estiver contido em cada um dos conjuntos de (5.7). Aplicasedo lema
2.5 a esta restricao, obtém-se as LMls,

P * > 0
L E(i) o gl(i) _'uug(i)
i P *
>0 SVi=1---.m
£ G TG
*
> 0
L Ky — gR(i) _'uu%%(i) } )

Multiplicando cada uma delas por BLKDKBHT 1 } e seu transposto, respectivamente
pela esquerda e direita, chega-se as LMIs (5.4b).

Considerando-se o desenvolvimento da prova do teoremarh. &gpecial a definicdo
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de L) e as condicées de setor descritas em (5.6); a condiga® é aqui garantida se:

(5.8a)

_ _ 'l/)uo(vc) ! Tl 0 0 wuo(vc) + ZC’I
L < L—=2] thy(vy) 0 T, 0 Yuy(vy) + X2 | <0, onde:
qu (yc> 0 0 TR ¢uR (yc) + 203
_ §
ZC’l - [ Gl Dvw ] w
_ §
202 — [ GZ Dw,w :| w
3
203 - [GR _Dch Dc,w} 7puo(ruc)
w
Como agora é possivel representar-se:
symATP} x * % %
' —BfP 0 * x x
V = BI'P 0 0 %
BLP 00 0 =%
BLp 000 —I
A condicdo abaixo expressa,
sym{ATP} x x *x % cr ]
i BP0 x x % -DT
As = BiP 00 x x [+t 0 |[C -D. 0 0 D,, |
BLP 00 0 =« 0
BLp 000 —I Dzw |
0 * * * *
T1G1 —2T1 * * *
+ | TpGs 0 —2T5 * * <0
TRGR —TRDCDy 0 —2TR *

o p',nn DI, T DLTa —I,

garantel < 0. Aplicando-se o complemento de Schur a (5.8b), tem-se:

sym{ AT P} * * * * *
~-BI'P + TG4 —2T3 * * * *
BgP + T2G2 0 —2T2 * * * 0
BLP + TpGr —TpD.D, 0  —2Tx x % |°
BT P DI T, DL, T, DI,Th —I, *
i C. _D. 0 0 D.u —I,

Sejas;, S», Sg, tais que:

Sl * *
0 Sg *
0 0 Sg

Multiplicando-se (5.8c) pela esquerda e direita por:

T1 * *
0 T2 * =1 3m

0 0 Tg

BLKDG ([ TI” Si Sy Sk Iyem |),

(5.8b)

(5.8¢)

(5.8)
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e seu transposto, respectivamente, chega-se a seguinte s

Sym{HTATPH} * * * * % ]
_Sllg{PH + Glﬂ —251 * * * *
SQBgPH + GQH 0 —252 * * *
SpBLPI +Ggrll —D.D,S; 0 —28z *  + |° 0  (5.8e)
BT P11 D, pl, DI, I, =
L CzH _DZS:[ 0 0 Dz’w —f}/[r |

Considerando-se a estrutura das matrizes definidas emg®5nhudanca de variaveis
proposta em (SCHERER; GAHINET; CHILALI, 1997) tem-se,

T oaT | symM{AX +BC} *
sym{Il" AT PIL} = { A sym{YA + BC,}
A = YAX+YBD,CX +YBC.M” + NB.CX + NA.M”
B = YBD.+ NB,
¢ = D.C,X+C.MT
SiBIPII = [ $,Bf +5DIDIBT SB,Y + 5, DIBT |
SoBIPII = [0 S,EFNT
SpBLPIl = | —SgBT —SpBTY + SRFINT |
BipPll = [ BT +DI D'BT B?Y + BY, NT + DT BT ]
cll = [C.X C.]
GIl = | GaX+GpMT Gy ],i=1,2,R

Sendo:
E: GilX_FGiZMT)Z.:va)R
Q1= Go + S2EINT (5.8f)
Q2= Grgi —SRBTY+SRFENT

chega-se a inequacao matricial (5.4a). A definicdo de neat(.4e), completa o0 modelo
do controlador (5.2) uma vez que as matrizes de acoplamanerdurbacdo séo conhe-
cidasa priori. A estrutura das matrizds, P e P! exige NMT = I,.,, — XY, relacé@o
esta que pode ser verificada a partir do prod2fe'. O que ndo ocorrera caso a matriz
N resulte singular. A LMI (5.4d) garant¥ n&o singulat.

Sell é nao singular, uma vez que (5.4a) é verificada, também o B)(pa8a as
matrizes definidas em (5.4e).

A LMI (5.4c) garante ques 2 p~t — 67! sera positivo. Assim, se (5.4a) é satisfeita,
L < 0, para tod&(0) € e(P, 3). O

A néo singularidade dé&' no teorema 4.1 é evitada pela propria contrucdo das ma-
trizes. Aqui, como é uma variavel de decisdo deve ter gammxplicitas de sua nao
singularidade.

O sistema em estudo apresenta trés néo-linearidades tigerdorta. A matrizD,,
causa a transmissao direta de,gat.) para a saida medida da planta. O compensador di-
namico transmite através de, y diretamente para.. Este processo causa a dependéncia

INo entanto, ndo sem a desnecessaria conservatividade goestéui na exigéncia dos autovalores
de N contidos no SPD. A eventual néo verificagdo das LMIs por algalver pode néo ser contornada
substituindo-se (5.4d) por LMI que expresse o0 oposto. Acgalunenos restritiva que garamando singu-
lar, dentro desta estrutura de representacéo do problemausea LMI que garantisse que os autovalores
estdo todos fora de uma regido, tdo pequena quanto se queitando a origem.
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dew,, (y.) deyy, (v.). Esta dependéncia resulta nos blogh2) de (5.8c) e (5.8e)3, 3)
de (5.4a), e o termo bilinear d&z,, também em (5.4a). Nota-se quel3g= 0 ou 0 pro-
dutoD.D, = 0 ev. = vy, a BMI (5.4a) pode ser reduzida a uma LMI. Este caso sera
estudado na secao 5.5.

O corolario 5.1 é o primeiro passo a obtencéo de condicoes®sgs por LMIs para
o problema em estudo neste capitulo.

Coroléario 5.1. Se existem matrizes simétricas positivas definidas R +7)x(+m) 'y

e Rrtmix(ntm) ‘matrizes diagonais positiva® € R™*™, S, € R™X" Sp € R,
matrizesd € Rtmx(tm) B ¢ Rntm)xptm) O ¢ pmx(ntm) ) ¢ pmxptm) poc
§Rm><(n+m)’ F2 c §Rm><(n+m)’ FR c §Rm><(n+m)’ Gll c §Rm><(n+m)’ G21 c §Rm><(n+m)’ GRI c
§Rm><(n+m)’N c §R(n+m)><(n+m)’Q1 c §Rm><(n+m)’Q2 c §Rm><(n—i-m)’J1 c §Rj17<]2 c %jg’
ondej; = (2(n+m)+3m+ q+r) X 3m e j, = 3m x 3m, e escalares reais positivos
1, v, verificando a inequacéo matricial abaixo disposta,

My + Syn’{Jlﬁ} *

MI 4+ LR —J7 —sym{s) | <" (5-:9)
bem como (5.4b), (5.4c), (5.4d) e (5.4f); sendo:
[ Y1 * * * * * *

A Ypa o * * * * *

F G 0 * * * *

M, = 5 oN 0 =25 * * *

FR - SRBT Qg 0 0 —2SR * *

233 EBG Dg:w Diw 237 —Iq *
C. X C. 0 0 0 D.., —I | (5.10)

00 S5 0 0 0 0

M=3100 0 0 -DIDT 0o -DI

z

0000 0 Dy, O

~ ~-BI -DID'BT -B,Y-D{BT I, 0 0 0 0
R= 0 0 S; 0000
0 0 I, 0000

entdo o controlador (5.2), definido em (5.4e) garante o dispmos itens 1, 2 e 3 do
teorema 5.1.

Prova. A inequacdo matricial (5.4a) pode ser reescrita como:

X B1 * * * * * *
A YB4 K * * * *
F1 G11 0 * * * *
F2 Ql 0 —252 * * *
FR—SRBT QQ 0 0 —2SR * *
233 ZBE}‘ Dg,w D?/:’w 237 —Iq *
L C. X C. 0 0 0 D.., —vI | ] (5.11a)
0 * * * Kk Kk *
0 0 * * Kk Kk *
232 —F1 —SlB{Y—SlDZ‘BT —251 * kK Kk %k
+ 0 0 0 0 « x x| <0
0 0 —ﬁDySl 0 0 % %
0 0 D;}F,w 0 00 =
| 0 0 -D.S; 0 0 0 0 |
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A segunda parcela da inequacao acima pode ser reescritasgmn{nMQR}; M, e R con-
forme definicdo em (5.10). Seguindo o desenvolvimento dREBURIECH; GOMES
DA SILVA Jr.; BENDER, 2006),

My +sym{MyR} < 0= [ I4 RT}Hﬁ 8} [%‘}m (5.11b)
2

ondel, € de orden2(n+m)+3m+q+r. Entdo, pelo Lema de Finsler, existem matrizes
J, e J, dedimensdes apropriadas tais que:

M1 * Jl ~
{MZT O}Jrsym{[JJ[R —IB}}<0 (5.11c)
ondelp é de ordenBm; algo equivalente a (5.9). As demais disposi¢cdes verifisam-
pela prova do Teorema5.1. O

Com os multiplicadored, e .J, propostos neste ultimo corolario, apresenta-se agora
uma estrutura especial para os mesmos de forma a repree@jam uma LMI.

Teorema 5.2.Se existem matrizes simétricas positivas definiias R +m)x(+m) 'y

e Rrtmx(ntm) ‘matrizes diagonais positiva® € R™*™, S, € R™X" Sp € R,
matrizesfl c §R(n+m)><(n+m)’B e %(n—i-m)x(p—i-m)’é e %mx(n—‘rm)’D e §Rm><(p+m)’F1 e
Rrx(ntm) [, € jrxndm) e grxntm) Gy e Rrxintm) Gy e Rrxintm) Gy e
§Rm><(n—i—m)7 N € §R(n+m)><(n+m)7 Ql c §Rm><(n+m)’ Qz c §Rm><(n+m)’ Qg c §Rm><(n+m)7 J112

€ RvFmxm_ Jioo € R Jiig € ROFMXM | Jlog € REmIXm | Ja0 € RMXM ] J s €
§Rm><m7jl53 S §Rm><m7J163 c §Rq><m,e]173 c §Rr><m7J221 c §Rm><m’J231 c §Rm><m7J223 S
Rmxm - Jys3 € RMX™, e escalares reais positives v, verificando a LMI,

YXp1  *
 Spe Sy | <
[ sym{AX + B(C} * * * *
A sym{YA + BC,} * * *
Xp1 = Fy+ Ji, G+ Jhs sym{Ji33} * *
F 1 J143 —25 %
| Fr— SpB” Q2 Ji53 0 —25g
[ YB3 YiB6 D], +Jis DJ, Ypr ]
CZX Cz J173 0 0
Sp»= | BI -DIDB? -BYY -D,BT 1S -1, 0 0
_Jlle Q3 Si— Jng,z + Jaos 0 —%DZbT
L _J1TlS _J1T23 a1 —Jlicl?, _J1TS3 i
a1 = Jazz — T3y — Jom
-1, * * * *
D. ., —I, * * *
Zpg = 0 0 _2]m * *
0 —%DZ —J221 —2Im *
i %Dv,w — Ji63 —J1T73 —Jaz1 —Jszg —sym{ Jo33 }

(5.12)
e as LMIs (5.4b), (5.4c), (5.4d) e (5.4f); o controlador (bd2terminado em (5.4€e) ga-
rante o disposto nos itens 1, 2 e 3 do Teorema 5.1.
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Prova. Da inequacéo (5.9), o desenvolvimento da expressao resulta

ZFl

2F3

Y %
{ S Srg ] <0
X * * * *
X 26 * * *
ng Zf7 . ng * *
Y Q1 — JaBTY — J141D;]FL?T Y —25  x
Y5 Qo — JimBTY — J151D;]FBT Yo 0 —25g
Zfl = Yp1 — Sym{JHle + JllngbTBT}
Y2 = A= JiuBl = JiuD] D"BT — YBJ}; - BD,J{},
ng - F1 - Jlngf - Jlnggl?TBT - JlTH + SlelelQ + e]1Tl3
2f4 == F2 - J141B{ - J141D5DTBT
Ef5 - FR - SRBT - J151B{ - J151DZDTBT
2f6 = 233 — Sym{Jlng{Y + JlngggT}
Spr = Gu— JisBIY — Ji5DITBT — JL, + S1Jh, + Jhs
Yrs = sym{—Jizi + Ji32S1 + Jiss}
Yo = —Jin + J1251 + Juas
Y0 = —Jisi + Ji5251 153
Y1 Xrie Daw — Jig1 + Jie251 + Jies Diw Yp7
Y2 Xy —Jin1 + Jir2S1 + Jirs 0 0
Yz Xgis %Sl — Jo1 + Jo1aS1 + Jas — iy, —Ji —Jis
Y4 Yo —Jao1 + J22251 + Jazz — S5 —Jhe Y
X5 X0 Ya1 + J23251 —JLs —Jiss
Pt B? — JiaBY — J,a DI DTBT
Sr2 = C.X — JinBT — J; DT DTB?
Lpy = —JmB — LuD]D'BT — JI,,
Sju = —JonB] — S Dy D'BT — J,
Sps = —JanB] — S Dy DB — Jij;
S = Zpe— e BlY — JlGngBT
Spr = C.— JinBlY — JinDI BT
Sps = —JanBlY — JonD) BT — Jh,
Srg = —JaoBTY — J221D5€>’T — Ji
ngo = —J231B¥1Y - JgnggBT - J11;3
Sp1 = —iDIDT - JE,
-1, * * * *
D. ., —1, * * *
Jig1 —Ji —sym{Jo11 } * *
—JlTGQ —%DZ — J1T72 —J221 — J2le —Sym{JQQQ} *
Y22 —Jt —Joz1 — Ji1g  Jazz — Ja3 Sipos
Z:]”22 = %Dv,w - ']163
Yoz = —Sym{.Jass}

(5.13a)
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Considerando-se a seguinte estrutura das matrizes/,:

0 Juz Jus

0 Jioz Ji23

0 0 Jiss Jozi 0 Jogg
i 0 0 Ji73 ]

€ possivel verificar-se que (5.13a) torna-se idéntica 2)5Qs demais termos do coro-
lario seguem a prova apresentada para o Teorema 5.1. O

Observe-se que em nenhum momento garantiu\selbposednesdo sistema em
malha fechada. Esta é uma garantia algebricamente mae@eder obtida, uma vez que
envolve a um produto corP, e S, portanto constitui-se em uma condic¢édo bilinear. Nao
obstante, avell-posednesda interconexao deste sistema pode ser verifieguasteriorj
através da seguinte condicgao:

—28 — D.D,Sp — SgD) D} <0 (5.14)

Outras formas de garantir-sengell-posednesdo sistema em malha fechada devem ser
investigadas e constituem-se em perspectivas destetoabal

5.5 Casos Especiais

Embora tenha sido trabalhado uma situacdo com generalictzeional, € possivel
prever-se aplicacdes especificas cuja representacadgapaicamente mais simples.

5.5.1 Matriz de transferéncia da planta estritamente prépia, atuador mensuravel:
D, =0ev.=vy

Caso a planta tenha uma matriz de transferéncia estritenpeépria, e ndo exista
diferenca significativa (a ponto de ser expressa no modelog e. e v,,, a formulagéo
das condicdes suficientes para o disposto nos itens 1, 2 e édenia 5.1 pode ser
simplificada. As condicdes tornam-se LMIs, e o sistema éralaentewell-posed A
ordem do sistema diminui, pois ndo existe nesta represemtagao-linearidade, (vy ).
As matrizes utilizadas para representar o sistema em matieada modificam-se. Os
resultados serdo enunciados em colorario e o respectiendasimento sera incluido na
prova.

Corolério 5.2. Se existem matrizes simétricas positivas definidas R+m)x(m+m) 'y
€ Rtmx(ntm) matrizes diagonais positiva® € R, Sp € R™™, matrizesd €
%(n—l—m)x(n—l—m)’ B c §R(n+m)><(p+m)7 Cv c §Rm><(n+m)’ D c §Rm><(p+m)’ F, € %mx(n—l—m)’ FR
c §Rm><(n+m)’ Gll c §Rm><(n+m)’ GRI c §Rm><(n+m)’ N € %(n—l—m)x(n—l—m)’ Ql c §Rm><(n+m)7



Q, € Rmx("+m) e escalares reais positivgs v, verificando as LMIs abaixo,

Yip1 * * * * *
A Y B4 * * * *
FR — SRBT Ql 0 —2SR * *
> B3 Y.B6 Dg,w Ypr  —lg *
| CzX Cz _Dzsl 0 Dz,w _’}/Ir _
Shs = Gu—SiBTY — 5\DIBT + S ETNT
Yh, = I — SlBlT
X * *
Inim Y * > 0
) _ N 2
L(}X Fl(z) L(z)* Gll(i) /"L/U*O(L) . 77[ _ 1’ . 7m
LInim Y * > 0
C(i) - FR(i) D Cy — GRl(i) ,uuf%(i) J )
0—pu>0
sym{N} >0
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(5.15a)

(5.15b)

(5.15c)
(5.15d)

entdo o controlador (4.4), definido conforme (5.4e) garantisposto nos itens 1, 2 e 3

do teorema 5.1.

Prova. Partindo-se das equacdes originais, aplica-se as idgddigaqui propostas. As
equac0Oes sao desenvolvidas de modo a obter-se a représeatagnalha fechada, con-

forme seqUéncia das demonstracgdes anteriores.

&t = Ax+ Bsat,(v.) — Bv. + Bv, + Byw
Az — By, (v.) + Bv, + Byw

Ax — By, (ve) + B (v + Dy w) Byw

= Az + Bv — By, (v.) + (Bw + BDy ) w

y = Cyx+ Dy,w

Cyx + Dy yw
v+ D, yw

- ¢, 0 x D, .,
s (NI D
+Ecuy(Ve) + Fethup (Ye) + Beww

B Cyr + D, ,w
ye = Cexe+ D, v+ Dy

B ¢, 0 z Dy .
e[ ) (3]
v = sat,(y.) + By,w

- SatLR(yC) — Ye + Ye + Bv,ww

_ c, 0 x D, .
= cwen ([ L ][]+ [ D))

+Dc,ww - qu <y6> + Bv,ww

. = A.x.+ B,

+ D, w

+ Ecwug(vc) + Fc,lvDuR (yc) + Bc,ww
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As matrizes neste caso diferem um pouco das utilizadas ritutapnterior.

o2 8] a2 o[ 2] a- [
C.=[C D.] Bi= ? C.=[C. 0] BR:|: B}

F.
K=[K 0] D.y=D., £L=[L 0] D.,=D.,

A:[A+BDCC BCC} Bw:{Bw—i—Bme} Bw:{ Bw}

BCC Ac Bv,w + Dc,w Bc,w
B.w = (Bew + BcDyw) K=[DC, C.] D
D.,=(D.,+D.D,,) L=[0 I, ] D, — { Do }
Dc,w - (Dc,w + Dch,w) Dz = Dz - Dz o
O sistema em malha fechada é agora representado por:
é = -’45 + Blwuo(vc) + BRqu (yc) + wa
z = ng - Dz¢uo (Uc) + Dz,ww
A condicdol < 0 é garantida por:
sym{ATP} x *x « cr
-BfP 0 x « ., | -DF
Btp 00 « |17 o  |[C —D: 0 Doy
BT P 00 —1, DI,
0 * * *
T1G1 —2T1 * *
Tl 1w 0 —2mp o« | <0

0 DLT DL,Ta —I,

e, mediante a aplicacdo do complemento de Schur, esta igagatdda pela verificacdo
de:

sym{ AT P} * * * *
—B{P—FTlGl —2T1 * * *
B%P + TrGRr 0 —2TR * * <0
BT P D;{le DZwTR —1, *
C. -D, 0 D,w —7I,

Sejas; =T, ' e Sy = T, multiplicando-se a inequag&o anterior pela esquerdaeéair
por:

BLKDG ([ II" Sy Sk Ipsm ]),

e seu transposto, respectivamente, chega-se a seguinte &xm

sym{T1* AT P11} * * * *

—-S\BIPI0+ G 1T —25, * * *

SRBEPH—FGRH 0 —2S5g * * <0
BT P11 pl, DI, -, *

C.I1 -D.S, 0 D., —vl,
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Aplicando-se a substituicdo de matrizes propostas em (G®RE SILVA Jr. et al.,
2005), semelhantes a utilizada no teorema 5.1, tem-se:

T AT | sym{AX +BC} *
Sym{ITATPIL} = A sym{Y A + BC,}
A = YAX +YBD,CX +YBC.M" + NB.CX + NA.M™
B = YBD.+ NB,
¢ = D.C,X+C.M"
SiBIPII = [ $B] S$BY + S, EINT |
SpBEPIL = | —SpBT —SpBTY + SpFINT |
BipPll = [ BT +DI D'™BT B?Y + B, NT + DT BT |
Cll = [C.X C. |
GZH == : GilX"—GiQMT Gil :|,2:1,R

Sendo:

F= GaX+GpMT i=1R

Q1= Gpg — SgBTY + SRFTNT
chega-se a LMI (5.15a). As restricdes de inclusdo necessaaira a validade das condi-
cOes de setor utilizadas com, (v.) € ¥y, (y.) Sdo expressas pelas LMIs em (5.15b). A
garantia de algum conjunto de inicializagéo imp6e a blM 1, > 0. O seginte termo:

Spe = B'Y + B! NT + DI B”

apresenta a dependéncia explicita)deo que requer a LMI adicional syyjiv} > 0,
pelos motivos apresentados e discutidos a prova do teorem# 5verificacdo de todas
estas LMIs garante o disposto nos itens 1, 2 e 3 do teorema 5.1. O

5.5.2 Matriz de transferéncia estritamente préopria, atuadr mensuravel e entrada
do controlador livre de perturbagéo: D, =0, v. = v, € B.,, =0

Este caso especial corresponde a uma idealiza¢do adiaidoanterior. Aqui assume-
se que a perturbacéo externa ndo possui conexao com osderarentrada do controla-
dor. Observe-se que mesmo que ela exista de fato, persisttia i, ,, para representar
seu efeito no modelo. Ainda, € facil verificar que a partirsld%a), seB. ., = 0 entéo, o
termoX ¢ cede lugar a:

Yy =B'Y + DI BT
Assim desaparece qualquer mencgdo explicitadentro das LMIs. A condicdo
sym{N} > 0 é, entdo, substituida pa¥ M* = I,,,, — Y X, menos conservativa e
determinada posteriori

5.6 Problemas de Otimizagcao

Observe-se que as condi¢cdes no teorema 5.2 sdo LMIs. Eetéo) sritério linear
€ usado, um otimo global pode ser obtido. As condi¢cdes nerne®i5.1 e no corolario
5.1 sdo BMIs. Mediante esquemas de relaxacao € também @osthivizar-se critérios
lineares. A relaxacdo de BMlIs é obtida fixando-se uma daéweis de uma expressao
bilinear - possivelmente com o valor obtido pela solucao & WMI para 0 mesmo
problema - e resolvendo-se a LMI resultante desta sulggituiA variavel livre é fixada
no valor encontrado, e a anteriormente pré-fixada € deixagadm uma nova iteracao.
Repete-se este processo até a satisfacdo de algum craguayata.
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O objetivo desta secdo é a sintese de compensadores baspadoss critérios: a
maximizacdo da perturbacdo admissivel - Tolerancia a Peatéio - e a minimizacao
do ganhofl, entre a perturbacdo e a saida reguladaRejeicdo a Perturbagdo. Por
simplicidade, em ambos os casos considerar&@a= 0, o que implica que o sistema
esta em equilibrio no instante inicial.

5.6.1 Tolerancia a Perturbacéo

A suposicac (0) = 0tornap~! = §~*. Aidéia entdo é minimizai, 0 que maximiza
o limite da perturbacdo. Se = 0, adicionalmente, obtém-se a soluc¢édo para o problema
de maximizagéo da regido de atracédo da origem em malha fecBedqualquer forma,
este problema s faz sentido quando a estabilidade em agihdtd@l n&o esta sendo consi-
derada. Para os teoremas e corolarios enunicados aquij@at@erancia a perturbacéo
€ obtenivel da seguinte forma:
Para o teorema 5.2

min
sujeito a (5.12), (5.4b), (5.4¢) e (5.4d) (5.16)
Para o corolario 5.2
. min i1 (5.17)
sujeito a (5.15a), (5.15b), (5.15c) e (5.15d)
Para o teorema 5.1
1. Estipular-se um valor inicial parg,.
2. Substitui-se o valor d&; obtido em 1 nas inequacdes propostas.
3. Efetue-se:
min i (5.18)

sujeito a (5.4a), (5.4b), (5.4c) e (5.4d)

4. As matrizes), B eY obtidas sdo substituidas nas inequacdes pelo valor obtido e
3. As demais variaveis sao mantidas.

5. Efetue-se:
min
sujeito a (5.4a), (5.4b), (5.4¢) e (5.4d) (5.19)
6. A matrizS; é substituida nas inequacgdes pelo valor obtido em 5. As derasaa-
veis sdo mantidas.

7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada tornerdadasro.

A exemplo do discutido nos problemas de otimizacéao do daydinterior, sugere-se ini-
cializar S; através do resultado obtido com o teorema 5.2.
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5.6.2 Rejeicao a Perturbacao

A consideracég(0) = 0 torna,/v o limite para 0 maximo do ganh®, dew paraz.
Ao contrario da tolerancia, a rejeicao a perturbacéo é pels$ otimizacéo independente
do ambito da estabilidade da origem do sistema em malhadachécal ou global.
Assumindo-se qué! é fornecido, o seguinte problema pode ser abordado em cada um
dos teoremas e corolarios.
Para o teorema 5.2

min-~y

sujeito a (5.12), (5.4b), (5.4¢) e (5.4d) (5.20)
Para o corolario 5.2
- miny (5.21)
sujeito a (5.15a), (5.15b), (5.15c) e (5.15d)
Para o teorema 5.1
1. Estipular-se um valor inicial parg.
2. Substitui-se o valor dé&; obtido em 1 nas inequacgdes propostas.
3. Efetue-se: _
miny (5.22)

sujeito a (5.4a), (5.4b), (5.4c) e (5.4d)

4. As matrizes), B eY obtidas sdo substituidas nas inequacdes pelo valor obtido e
3. As demais variaveis sdo mantidas.

5. Efetue-se: _
min-~y

sujeito a (5.4a), (5.4b), (5.4c) e (5.4d) (5.23)

6. A matrizS; é substituida nas inequacdes pelo valor obtido em 5. As derada-
veis sdo mantidas.

7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada tornerdadairo.

5.7 Exemplos Numéricos

Esta secdo exemplifica alguns métodos desenvolvidos regsitiello e os problemas
de otimizacdo da se¢do 5.6. Assim como no capitulo 4, o segexanplo numérico de
(GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2005) é utilizado de foelustativa.

O controlador neste caso é substituido pelo controladtetsado pelo método em
estudo neste capitulo. Adicionalmente a taxa de variag&inma&o atuador foi restrita
pelovetorup = [ 1 1 ]T.

Neste sistema aplicou-se os métodos de sintese simultéresmtiolador com lacos
deanti-windupsujeitos a restricdo do atuador em amplitude e taxa de @ariac

Simulagdes feitas no ambien&mulinkdo Matlab 2 exibem o comportamento do
sistema em malha fechada.

2Simulinke Matlab sdo marcas registradas da Mathworks
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Figura 5.2: Sinak

Para o sistema (4.47a) com a restricdo adicional da taxa ic&a do atuador,
determinou-se um controlador dindmico com laeosi-windupde acordo com o pro-
blema de maximizacdo da toleréncia para o teorema 5.2. Agplansujeita & uma per-
turbacédo de norm#, igual a14.586, cuja manifestacdo durousegundo. O seguinte
conjunto de matrizes foi obtido:

~0.0009  0.0000 —0.0000 0.0000
~0.0002 —0.0000 0.0000  0.0000
~6.5335  0.0953 —0.0325 —0.0011
31445 —0.0462 —0.0012 —0.0432
28148 —0.0378 0.0002 —0.0000
00378 1.8283 0.0001 0.0019
00194 0.0008 03861 0.0010
0.0161  0.0014 03554 05250

~ [ ~3.0523 00445 —0.0152" —0.0005
Ce = 1.0x10 [ 14689 —0.0216 —0.0006 —0.0202
<[ —0.0002 00003 —0.2815 0.0005

A, = 1.0x107

De = LOXI0T 6075 —0.0002 0.1660 —0.2121
0.4649 —0.0035 —0.0000 —0.0000
5 _ | —00136 00001 b _ | —0.0000 —0.0002
e 0.0034  0.0007 ¢ 2.1409  0.0002
0.0001  0.0163 0.0002  2.1413

(5.24)
As figuras 5.2, 5.3, 5.4 ilustram respectivamente os grabbdislos para a saida contro-
ladaz, a entrada de controlg a perturbacéa, controle excedente em amplitude, (v.)
e controle excedente em taxa de variagdQ(y..).

A tabela ao final deste capitulo mostra 0 compromisso entpeaddemas de minimi-
zar . e v nos teoremas 4.1 e 4.3. A variayehestes teoremas corresponde ao inverso
do quadrado da maxima nornda de uma perturbacgéo toleravel pelo sistema quando ini-
cializado na origem. A variave}, por sua vez, corresponde ao quadrado do limitante
superior ao ganhg, garantido a pertubagéo a saida controlada.

Natabela 5.7 é possivel observar-deanle-off entre tolerancia e atenuacéao da pertur-
bacdo. A medida que aumenta, ou seja, a tolerancia a perturbacéo diminui, aigien
que o sistema aplica a perturbacéo cresce.



Figura 5.3: Sinak

Tabela 5.1Trade-off Toleranciax Atenuacéo para a perturbacdo externa.

Relacaqu: v

7 gl
5x 1073 | 8.35 x 10?
1x1072 | 9.24 x 10?
1x107' | 9.64 x 10!
2x 1071 | 5.46 x 10!
5x 1071 | 2.68 x 10!
1 x 10° 1.59 x 10*
2 x 109 9.63 x 10°
5 x 109 3.08 x 109
1x 10" |6.32 x 107!
1x10% [1.33x 107!
1x10% | 5.28 x 1072
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Este trabalho apresentou contribuigcdes ao problema deamsapao dinamica de sis-
temas lineares continuos sujeitos a saturacédo de conB@tepoucas as publicacdes que
propdem métodos de compensacao dinamica de saida queagaeaastabilidade da ori-
gem em plantas instaveis em malha aberta e sujeitas a aonsgifito. Ainda, poucos
trabalhos h& que abordem a sintese simultdnea de um caotralendmico de saida e
lacosanti-windup O desenvolvimento de métodos de sintese para estes pasbfem
feito através da extensdo dos resultados de (TARBOURIEGDVIES DA SILVA Jr.;
BENDER, 2006) no caso de compensacao dinamicantiewindup e de (GOMES DA
SILVA Jr. et al., 2005) no caso da sintese de controladoréswicos.

Para a compensacaati-windupdinamica, apresentou-se métodos de sintese de com-
pensadores de ordem plena e reduzida. Para o caso de ordem@li®método proposto
garante a estabilidade da origem em malha fechada parmastaijeitos a restricdes na
amplitude do atuador. Considerou-se a presenca de pegiigbéimitadas em norméa,,
obtendo-se um limitante superior para o gahala perturbacéo externa na saida contro-
lada da planta e uma estimativa dos conjuntos atingiveas peljetérias e de inicializacao
do sistema.

Na auséncia de perturbacao a origem é garantida assimetita estavel. O método é
ainda explorado em problemas de otimizacdo para maximizarraal, da perturbacao
toleravel pelo sistema, e minimizar o ganfig da perturbagdo na saida controlada do
sistema. Exemplos numéricos evidenciaram os efeitos dodogPara os casos em que
€ desejavel a implementacdo de compensador de menor orgdegse@atou-se metodos
de sintese de compensadoassi-windupde ordem reduzida. A estabilidade da origem
em malha fechada foi garantida e a perturbagéo externa tevekeranica e atenuacao
maximizados em problemas distintos. Todavia, condi¢codsgcias lineares nao foram
obtidas senéo pela aplicacéo do lema de Finsler. Emboratoslasgbaseados em BMIs
apresentem dificuldades computacionais e percam a gadi@rtiamizacéo global quando
esquemas de relaxacao Ihes sdo aplicados, podem estenddodonde sintese linear
quando o resultado de otimizacdes lineares for utilizadoaasolugdo inicial. Neste
capitulo apenas a restricdo em amplitude do atuador foicdenrssla.

Para a sintese de controladores dindmicos, propds-se umdongie sintetiza simul-
taneamente o controlador e lagcosagi-windupem uma planta onde além da amplitude,
a taxa de variacao do atuador é restrita. A estabilidade dimarfechada da origem é ga-
rantida. Considerou-se a presenca de perturbac¢des lasitad norm# ., obtendo-se um
limitante superior para o ganh®, da perturbagdo externa na saida controlada da planta
e uma estimativa dos conjuntos atingiveis pelas trajet@ride inicializacao do sistema.
Na auséncia de perturbacdo garante-se a origem assintetita estavel. O método é
explorado em problemas de otimizagédo para maximizar a ndrta perturbacéo tole-
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ravel pelo sistema, e minimizar o ganigda perturbacdo manifesto na saida controlada.
Exemplos numéricos evidenciaram os efeitos do método.

Todos os métodos propostos tiveram suas condi¢cdes sudisierpressas por LMIs.

O modelo da planta utilizado ndo apresentava uma matrizadsfaréncia estritamente
prépria, o que fez necesséria a garantianddiposednesda matriz de transferéncia do
sistema em malha fechada. Adicionalmente, pelos diversgsiamentos de perturba-
cbes considerados alguns resultados iniciais apresents@aomo condicdes bilineares
de solucdo. Por conseguinte, foram linearizadas atravédsnda de Finsler, que insere
multiplicadores em uma representacao distinta a partirestsicoes originais. Por ser
uma representacao equivalente, fixar elementos dos ncdiilgires restringe os graus de
liberdade originais, mas permite linearizar as restricd@esta forma, tomou-se muito
cuidado para que a estrutura fosse minimamente fixada.

Os problemas de sintese de compensadanéswindupdinamicos e sintese direta
de controlador, abordados nos capitulos 4 e 5, respectiv@mapreentaram em sues
problemas de otimizacdo, um clarade-off entre tolerancia e atenuacao de perturbagdes
externas. E possivel explicar tal relag&o pelo fato de goeammtrole limitado, a presenca
de perturbacdes maiores no sistema, implicard em ganhdetammaiores na saida da
planta, na medida em ocorra a saturacéo de controle.

O presente trabalho possui um grande numero de possil@bddel continuacdo. As
gue o autor pretende seguir sao:

a) Sintese de compesadosggi-winduppara sistemas lineares sujeitos a saturacao do
atuador em amplitude e taxa de variagdo com um controladomab dadoa priori.

b) Utilizacdo de fun¢des de Liapunov quadraticas de terntiaguoial completo.

c) Sintese de compensadoesgi-winduppara sistemas lineares sujeitos a restricdes do
atuador em amplitude e aceleracéao.

d) Estender os métodos desenvolvidos ao problema de saguoidereferéncia;

e) Investigar formas apropriadas de garantir-se o sistesnalado no capitulo &ell-
posed

"Tanto melhor, lutaremos a sombra.”
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