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RESUMO

Esta dissertação aborda a síntese de leis de controle baseadas em compensação dinâ-
mica de saída para sistemas lineares contínuos invariantesno tempo, sujeitos a restrições
no atuador. Baseados em condições suficientes expressas em LMIs, obtidas a partir de
uma nova condição de setor para a função zona-morta, dois métodos são propostos. O
primeiro método propõe a síntese de compensadores dinâmicos deanti-windupde ordem
plena e reduzida para um sistema com um controlador dadoa priori desprezando limites
do atuador. A síntese dos compensadores considera um atuador restrito em amplitude
e o sistema sujeito a perturbações limitadas em normaL2. A verificação das condições
enunciadas garante a estabilidade da origem em malha fechada, ganhoL2 limitado da
perturbação à saída controlada do sistema, e um conjunto de inicialização dos estados do
sistema tolerante à perturbação de normaL2 máxima, conhecida. Na ausência de per-
turbação a origem é garantida assintoticamente estável. Para o compensador de ordem
plena, condições em LMIs garantem a estabilidade local e global da origem. Para o caso
de ordem reduzida, inicialmente obtém-se estas condições expressas em termos de BMIs,
sobre as quais aplica-se o Lema de Finsler, e pela escolha apropriada de seus multiplica-
dores, condições expressas em LMIs são obtidas. Dois métodos baseados em BMIs são
propostos para estender os resultados obtidos das otimizações, em esquemas de relaxação.

O segundo método proposto aborda a síntese de controladoresdinâmicos, para um atu-
ador restrito em amplitude e taxa de variação, sujeito a perturbações limitadas em norma
L2. Propõe-se um controlador dinâmico não-linear, composto por um compensador di-
nâmico linear, um integrador saturante e laçosanti-windup. Esta metodologia possibilita
a síntese simultânea de um controlador, e da malha de compensaçãoanti-windup. A ve-
rificação das condições enunciadas garante a estabilidade da origem em malha fechada,
ganhoL2 limitado da perturbação à saída controlada do sistema, e um conjunto de inicia-
lização do sistema tolerante à perturbação de normaL2 máxima, conhecida. Na ausência
de perturbação a origem é garantida assintoticamente estável. As condições para estabili-
dade local e global são formuladas em LMIs a partir da aplicação do lema de Finsler e da
escolha apropriada de multiplicadores. Dois métodos também baseados em BMIs podem
estender os resultados obtidos das otimizações em esquemasde relaxação. Casos especi-
ais são propostos a partir do método geral obtido; nestes casos condições diretamente em
LMI podem ser obtidas.

Problemas de otimização são propostos para ambos os métodospara maximizar a
tolerância à perturbação e a minimização do ganhoL2 da perturbação à saída controlada.
Exemplos numéricos são apresentados para ilustrar o efeitode cada método na solução
do problema de máxima tolerância à perturbação.

Palavras-chave: Antiwindup, Saturação, Sistemas Lineares, Tempo Contínuo.



ABSTRACT

This thesis addresses control law synthesis based upon dynamic output compensa-
tion of continuous time invariant linear systems. By sufficient conditions expressed in
LMIs, obtained from a new sector condition to the dead-zone function, two methods are
proposed. The first one, comprises the synthesis of full and reduced order dynamicanti-
windupcompensators for a system with a linear controllera priori given, regardless the
actuators limits. The compensator synthesis considers an amplitude limited actuator and
a system subjected toL2-norm limited perturbation. The verification of the announced
conditions assures the closed-loop origin stability, limitedL2 gain for the perturbation at
the system controlled output, and a system states initialization set tolerating the known
L2-norm disturbance. In the absence of disturbance the originis asymptotically stable
guaranteed. For the full-order compensator, LMI conditions assure the local and global
origin closed-loop stability. For the reduced order case, at first, BMI conditions are ob-
tained, which, by the Finsler Lemma and proper choosing of its multipliers, become LMIs.
Two methods are presented based on BMIs in order to improve the obtained results, by
relaxation schemes.

The second method addresses the synthesis of dynamic controllers considering a lin-
ear plant with the actuator restricted both in amplitude andrate, the system is meant to
be subjected toL2 norm disturbances. The proposed methodology issues a non-linear dy-
namic controller, composed by a dynamic linear compensator, a saturating integrator and
anti-winduploops. This approach allows the simultaneous synthesis of both the controller
and theanti-winduploops. The validity of its announced conditions guaranteesthe closed-
loop origin stability, an upper-bound to the disturbancesL2 gain on the plant’s controlled
output, and an initialization set for the system that standsthe specified disturbance. In
the absence of disturbances the system’s origin is asymptotically stable guaranteed. Both
local and global stability conditions are given in terms of LMIs. Two BMI-based methods
arise in order to improve the results obtained on the referred optimizations problems by
relaxation schemes. Special cases are derived from the general method; in these cases
directly LMI conditions may be obtained.

Optimization problems arise in both methods in order to maximize disturbance toler-
ance and rejection, by means of respectively itsL2-norm, andL2-gain at the controlled
output. Numerical Examples are presented in order to illustrate the effect of each method
in the solution of the disturbance toleration problem.

Keywords: Anti-windup, Saturation, Linear Systems, Continuous Time.
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1 INTRODUÇÃO

Todas as atividades prescindem de algum tipo de controle. O condicionamento de pro-
cessos físicos para que apresentem resultados desejados garantidamente motiva a pesquisa
na engenharia de controle. A necessidade da compreensão de processos físicos comple-
xos e relevantes faz necessário o uso de modelos que representem seus principais aspectos
para a aplicação a que se destinam. É sobre o modelo do processo que leis de controle são
projetadas. O sucesso do controle está em quão apropriado é omodelo escolhido.

A implementação da lei de controle dá-se através de um controlador, e invariavelmente
utiliza-se sensores e atuadores. Estes, por sua vez, apresentam complexidades em maior
ou menor grau. Além disto, existe um limite físico de quanta energia pode ser transmitida
para um sistema. Por outro lado, a transferência de energia para o sistema não é instan-
tânea, o que requer um tempo para que um de seus estados assumaum valor distinto do
atual. Isto reflete-se em uma taxa de variação limitada. Leisde controle que desrespeitam
estes e outros limites de atuação, podem gerar comportamentos imprevistos, e a ação de
controle não mais conduz o comportamento do sistema conforme o projeto original.

Os limites do atuador receberam grande interesse da literatura acadêmica. Em es-
pecial o estudo dos efeitos adversos da saturação do atuadorsobre o sistema. A ocor-
rência imprevista da saturação pode levar o sistema à instabilidade ou ao aparecimento
de respostas indesejáveis inerentes ao comportamento não-linear do sistema em malha
fechada. Exemplos são múltiplos pontos de equilíbrio e ciclos-limite. A saturação do
atuador ocorre quando ao menos um de seus limites é excedido pelo sinal de controle que
alimenta a planta.

Desde os trabalhos de (FERTIK; ROSS, 1967), uma série de publicações dedicaram-
se ao estudo dos efeitos da saturação sobre o sistema em malhafechada. Os controladores
instalados em plantas da época desconsideravam os limites dos atuadores da planta, assim
a ocorrência da saturação causava no processo um comportamento indesejado e potenci-
almente nocivo às especificações de desempenho do sistema. No capítulo 3 um histó-
rico destas publicações é apresentado. São muitas as topologias de sistemas possíveis,
mas dividem-se em duas abordagens principais. Enquanto a síntese direta consiste em
projetar-se um controlador que considere as restrições do atuador, oanti-winduppropõe
a modificação da malha de controle original, que considera umatuador linear, incluindo
um compensador que dirima os efeitos indesejados da saturação sobre o sistema.

A partir dos anos 90, trabalhos sobre sistemas sujeitos à saturação passaram a en-
fatizar a estabilidade, caracterizando o conjunto dentro do espaço de estados, no qual a
estabilidade da origem é garantida. A literatura consideraprincipalmente casos de es-
tabilidade global e local. A estabilidade global geralmente implica em um desempenho
aquém do desejado na região linear da planta, e requer que a planta tenha modos estáveis
em malha aberta, o que nem sempre se verifica. A estabilidade local restringe as garantias
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a um conjunto limitado de estados que, se contiver a região onde dar-se-á a operação, é
suficentemente abrangente. Além disto, permite considerarplantas instáveis em malha
aberta.

Por ser a estabilidadeconditio sine qua nondo controle, a diferença entre soluções
que atendam a um dado problema de controle estará no nível de desempenho obtido por
cada uma das soluções propostas. Desta forma, a escolha de critérios de desempenho é
fundamental Em (DORATO, 1987) e (COUTINHO; D. J. PAGANO, 2004) são considera-
dos funções custos como critérios de desempenho. Este trabalho considerará a tolerância
e atenuação à perturbação por serem criutérios relevantes na compreensão dos efeitos de
distúrbios externos sobre o sistema.

A obra de (BOYD et al., 1994) estimulou a descrição das condições suficientes para
a existência de uma solução aos problemas abordados em formade LMI. Este tipo de
representação foi bastante aceito pela comunidade científica que fez largo uso da mesma
em trabalhos posteriores. Assim, na literatura, compensadoresanti-windupestáticos fo-
ram propostos para plantas com um controlador definido supondo todo o sistema linear.
A compensação dinâmicaanti-windupna realimentação de saída propiciou mais graus de
liberdade ao projeto do que seu equivalente estático, todavia, sua representação em LMI
exigiu um desenvolvimento de melhores técnicas algébricas, o que só recentemente foi
possível. A dificuldade de implementação de compensadores dinâmicos de ordem plena
abriu espaço para a síntese de compensadores de ordem reduzida, arbitrária, o que vem
sendo desenvolvido.

Das limitações possíveis no atuador, as mais abordadas são amplitude e taxa de varia-
ção. Modelos de plantas que desconsideram a presença de perturbações externas impedem
insightssobre a estabilidade do sistema quando da ocorrência de taisdistúrbios.

Este trabalho aborda sistemas lineares invariantes no tempo, de tempo contínuo, su-
jeitos à saturação do atuador - primeiramente em amplitude emais adiante em amplitude
e taxa de variação. Abordam a síntese de controladores dinâmicos de saída, e compensa-
doresanti-windupdinâmicos de ordem plena e reduzida para malhas de realimentações
dinâmicas de saída. Os sistemas são sujeitos à perturbaçãoL2 em todos os seus terminais
externos de modo a permitirem uma maior flexibilidade ao usuário dos métodos propostos
em adaptá-los à situação de seu interesse. Os resultados deste trabalho são uma extensão
ao caso de tempo contínuo de trabalhos recentes em tempo discreto, que tratam destes
temas ainda pouco explorados na literatura.

Este manuscrito está organizado como segue.
O capítulo 2 apresenta os lemas, definições e funções utilizadas nos desenvolvimen-

tos. O capítulo 3 apresenta o problema em estudo e um breve histórico dos trabalhos
na área, contexto em que o presente trabalho se insere, e a justificativa para os métodos
desenvolvidos e abordagens utilizadas.

O capítulo 4 apresenta métodos para a síntese de compensadoresanti-windupde or-
dem plena e reduzida para sistemas sujeitos à saturação do atuador em amplitude, com
garantias de estabilidade local e global - esta, quando a planta assim permite. Este capítulo
é uma extensão dos trabalhos de (TARBOURIECH; GOMES DA SILVAJr.; BENDER,
2006) para o caso contínuo. Um controlador dinâmico de saídafornecidoa priori tem
sua dinâmica compensada por um blocoanti-windupdinâmico, excitado pelo sinal de
erro entre a entrada e saída do atuador. Este compensador deanti-winduppode ter ordem
igual ou inferior à soma da ordem da planta e do controlador. Para cada um destes casos
há um método proposto. A obtenção de condições lineares é imediata se o compensador
possui ordem plena (n + nc). A compensação de ordem reduzida requer a aplicação do
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lema de Finsler e a fixação da estrutura de seus multiplicadores para que as condições
lineares sejam obtidas. O lema de Finsler será apresentado no capítulo 2.

O capítulo 5 apresenta métodos para a síntese de controladores dinâmicos com la-
ços anti-winduppara plantas com atuadores sujeitos à amplitude e à taxa de variação
limitadas, com garantias de estabilidade local e global - esta, quando a planta assim per-
mite. Este capítulo, embora seja uma extensão dos trabalhosde (GOMES DA SILVA Jr.
et al., 2005) para o caso contínuo segue um caminho distinto pelo tratamento diferenci-
ado que faz das perturbações atuantes sobre o sistema, buscando uma maior generaliza-
ção. Propõe-se um método para a síntese de um controlador dinâmico não-linear de saída,
composto por um controlador dinâmico linear, um integradorsaturante e malhas estáticas
deanti-windup. Como no capitulo 4, o lema de Finsler é utilizado para construir-se uma
representação por LMI. A estrutura dos multiplicadores inseridos foi escolhida de modo
a ser o menos restritiva possível.

O capítulo 6 apresenta as conclusões e perspectivas da continuidade deste trabalho.
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2 DEFINIÇÕES PRELIMINARES

Este breve capítulo apresenta algumas definições, funções elemas que serão utilizadas
ao longo dos desenvolvimentos do presente trabalho.

Os sistemas abordados neste trabalho são todos de tempo contínuo. Por simplicidade,
a dependência temporal será omitida da notação.

Durante desenvolvimentos algébricos com freqüência blocos simétricos far-se-ão pre-
sentes. Como forma de simplificar sua representação, a mesmaocorrerá mediante a se-
guinte forma contrata.

sym{·} : ℜn×n → ℜn×n, sym{A} = A+ AT (2.1)

Nas mesmas circunstâncias, a manipulação algébrica de matrizes envolverá matrizes dia-
gonais e blocos diagonais. Define-se da seguinte forma sua representação:

∀ v =
[

v(1) v(2) · · · v(n)

]

, diag{v} =











v(1) ⋆ ⋆ ⋆

0 v(2) ⋆ ⋆

0 0
. . . ⋆

0 0 0 v(n)











(2.2a)

e
∀Aj , j = 1, · · · , N ∈ ℜnj×nj

BLKDG{
[

A1 A2 · · · AN
]

} =











A1 ⋆ ⋆ ⋆

0 A2 ⋆ ⋆

0 0
. . . ⋆

0 0 0 AN











(2.2b)

A saturação é uma das principais funções consideradas nestetrabalho. Define-se-a aqui
como,

sat(·)(·) : ℜm → ℜm, satη(ι(i)) = sign(ι(i)) min{|ι(i)|, η(i)}; i = 1, · · · , m (2.3a)

onde

sign(·) : ℜ → ℜ, sign(ι(i)) =







1, ι(i) > 0
0, ι(i) = 0

−1, ι(i) < 0
(2.3b)

A modelagem de sistemas saturados por não-linearidades de setor sugere a definição de
uma funçãoψ(·)(·) tal qual segue.

ψ(·)(·) : ℜm → ℜm, ψη(ι) = ι− satη(ι) (2.3c)
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Durante a formulação de condições de suficiência à existência de soluções propostas,
conjuntos como o abaixo serão necessários.

S(η) = {ξ ∈ ℜn |
∣

∣

(

K(i) − G(i)

)

ξ
∣

∣ ≤ η(i); i = 1, · · · , m; K,G ∈ ℜm×n} (2.3d)

Conforme (2.3c) e (2.3d), segundo (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2005), o
seguinte lema pode ser enunciado.

Lema 2.1.Seξ ∈ S(η) então a não-linearidadeψη(Kξ) satisfaz a seguinte desigualdade:

ψη(Kξ)TT (ψη(Kξ) − Gξ) ≤ 0 (2.3e)

para qualquer matriz diagonal positivaT ∈ ℜm×m.

Prova. Considere os três casos abaixo.

1. −η(i) ≤ K(i)ξ ≤ η(i)

Neste caso, por definição,ψη(K(i)ξ) = 0 e entãoψη(K(i)ξ)T(i,i)(ψη(K(i)ξ)−G(i)ξ) =
0

2. K(i)ξ > η(i)

Neste caso,ψη(K(i)ξ) = K(i)ξ − η(i). Seξ ∈ S(η) entãoK(i)ξ − G(i)ξ ≤ η(i).
Tambémψη(K(i)ξ) − G(i)ξ = K(i)ξ − η(i) − G(i)ξ ≤ 0 e, comoψη(K(i)ξ) > 0,
tem-se
ψη(K(i)ξ)T(i,i)(ψη(K(i)ξ) − G(i)ξ) ≤ 0, ∀T(i,i) > 0.

3. K(i)ξ < −η(i)

Neste caso,ψη(K(i)ξ) = K(i)ξ + η(i). Seξ ∈ S(η) entãoK(i)ξ − G(i)ξ ≥ −η(i).
Tambémψη(K(i)ξ)−G(i)ξ = K(i)ξ+η(i)−G(i)ξ ≥ 0 e, comoψη(K(i)ξ) < 0, tem-se

ψη(K(i)ξ)T(i,i)(ψη(K(i)ξ) − G(i)ξ) ≤ 0, ∀T(i,i) > 0.

Destes três casos acima, sendo posto queξ ∈ S(η) conclui-se que
ψη(K(i)ξ)T(i,i)(ψη(K(i)ξ) − G(i)ξ) ≤ 0, ∀T(i,i) > 0, ∀ i = 1, · · · , m, de acordo com
(2.3e)

Outro resultado de interesse, usado para relaxar condiçõesbilineares é o Lema de
Finsler, (FINSLER, 1937), enunciado como segue:

Lema 2.2.Considere-se um vetorυ ∈ ℜn, uma matriz simétricaP ∈ ℜn×n, e uma matriz
B ∈ ℜm×n, tais que rank(B) < n. As seguintes asserções são equivalentes:

1. υTPυ < 0; ∀υ, tal queBυ = 0, υ 6= 0.

2.
(

B⊥
)T PB⊥ < 0.

3. ∃µ ∈ ℜ : P − µBTB < 0.

4. ∃F ∈ ℜn×m : P + sym{FB} < 0.

As seguintes definições serão importantes para apresentar-se as condições de garantia
dawell-posednessdo sistema em malha fechada.

Definição 2.1.Uma função de transferência é dita própria se o grau do polinômio cons-
tituinte do numerador não excede o do denominador.
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Conforme (WEISSTEIN, ????), a seguinte definição pode ser apresentada.

Definição 2.2.Uma expressão é dita bem-definida se sua definição associa-a àuma única
interpretação ou valor.

A partir das definições acima podemos apresentar a que segue.

Definição 2.3.Um sistema realimentado é ditowell-posedse todas as matrizes de trans-
ferência em malha fechada são bem definidas e próprias.

Em (GRIMM et al., 2003) a seguinte condição de setor, juntamente com os lemas
2.3 e 2.4, é utilizada para garantir que a interconexão do sistemawell-posed. Sistemas
que em sua malha de realimentação apresentam uma não-linearidade, como a saturação
considerada neste trabalho, devem ser garantidamentewell-posed. Como os métodos
propostos são aplicados em plantas cujas matrizes de transferência não são estritamente
próprias, awellposednessdo sistema em malha fechada deverá ser garantida. Para tanto
os desenvolvimentos dos capítulos 4 e 5 valer-se-ão dos seguintes lemas extraídos de
(GRIMM et al., 2003).

Lema 2.3. Considere uma função localmente LipschitzF : ℜn → ℜn e assuma que o
jacobiano deF satisfazJF (x) ∈ M, para quase todox ∈ ℜn, onde o conjuntoM é
compacto, convexo, e cada matriz emM é não singular. Então existe uma única função
globlamente LipschitzG : ℜn → ℜn tais queF (G (x)) = x para todox ∈ ℜn.
Equivalentemente,F é um homeomorfismo com inversa globalmente Lipschitz.

Lema 2.4.Dadas duas matrizes quadradasD eV = V T > 0, se−2V +V D+DTV < 0
entãoI−D∆ é não singular para todo∆ tais que o mapeamento linearz → ∆z pertence
ao setor[ 0, I ]V

As provas dos lemas 2.3 e 2.4 serão omitidas, mas encontram-se em (ZACCARIAN;
TEEL, 2002), conforme disposto em (GRIMM et al., 2003).

Definição 2.4. Uma funçãoF : ℜm → ℜm é dita pertencente ao setor[ 0, I ]V se
F (w)TV (w − F (w)) ≥ 0 para todow ∈ ℜn. Note queψ(·)(·) é a função que pertence
ao setor[ 0, I ]V e portanto satisfaz a definição 2.4.

As provas de teoremas e corolários do presente trabalho valer-se-ão de funções agora
declaradas.

V (·) : ℜn → ℜ, V (ξ) = ξTPξ, P = P T > 0 ∈ ℜn×n (2.4a)

ondeV̇ (ξ) = ξ̇TPξ + ξTP ξ̇ (2.4b)

As estimativas de região de atração e região atingível serãoefetuadas através de con-
juntos elipsoidais assim definidos.

∀P ∈ ℜn×n | P = P T > 0, eβ > 0 ∈ ℜ,
ε (P, β) =

{

ξ | ξ ∈ ℜn, ξTPξ ≤ β
} (2.4c)

Em (LIAPUNOV, 1892), inicia-se o estudo formal da estabilidade da origem de sis-
temas, através de garantias suficientes da estabilidade da origem do sistema. Para tanto,
Liapunov propôs o conceito de funções candidatas. As funções candidatas são testadas
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dentro dos parâmetros do sistema quanto a sua positividade,e negatividade de sua deri-
vada primeira. A funçãoV (ξ), definida em (2.4a), é um exemplo de uma candidata de
Liapunov.

São estas funções quadráticas, cujas curvas de nível definemelipses. Por isto muitos
dos conjuntos definidos serão hiper-elipsóides. A condiçãode setor generalizada proposta
no lema 2.1 apresenta um lugar geométrico associado que deverá incluir a estimativa
da região atingível. Como todas as condições são expressas em forma de inequações
matriciais, enuncia-se o seguinte lema.

Lema 2.5. Considere o conjunto (2.3d) e o elipsóide (2.4c). Então, conforme (BOYD
et al., 1994) é possível afirmar queε (P, µ−1) ⊂ S (η) se e somente se

[

P ⋆

K(i) − G(i) −µη2
(i)

]

≥ 0, ∀ i = 1, · · · , m (2.5a)

A obtenção do lema acima é baseada no lema de Schur - vide (SCHUR, 1918).
O capítulo dedicado à sintese de controladores dinâmicos valer-se-á do seguinte lema

apresentado em (GOMES DA SILVA Jr. et al., 2005), que garanteque a taxa de variação
máxima tolerável pelo atuador não é ultrapassada pelo sinalde controle.

Lema 2.6. Considere o seguinte sistema composto porm integradores, ondev, q, u ∈
ℜm:

v̇ = q

u = satη0(v)

Se|q(i)| ≤ ηR(i)
, i = 1, · · · , m, segue que

|u̇(i)| ≤ ηR(i)

Prova. Considere-se que a constante Lipschitz de sat(·)(•) é1. Segue que

|u̇(i)| =
∣

∣

∣

d
dt

satη0(i) (v)
∣

∣

∣
≤ |v̇(i)|

|v̇(i)| = |q(i)| ≤ ηR(i)

}

, i = 1, · · · , m

Estabelecidas estas definições e lemas, o capítulo seguintecontextualiza os desenvol-
vimentos algébricos que seguirão neste trabalho.
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3 CONTROLE SOB SATURAÇÃO

Na planta dá-se a transformação que justifica todo o processoem que está inserida.
O objetivo do controle é a garantia de resultados, o que se traduz em estabilidade e de-
sempenho. O obstáculo natural desta transformação é a impossibilidade de transferir-se
energia ilimitadamente para um sistema. Neste sentido, o atuador representa este impe-
dimento quando satura em algum de seus limites. Exceder os limites do atuador implica
em transmitir-se à planta um sinal distinto do fornecido pelo controlador. Desta forma, a
lei de controle projetada não é aplicada. Surgem eventualmenteovershoots, aumento do
tempo de acomodação do sistema e - em alguns casos - o sistema torna-se instável.

A limitação física da transferência de energia para um sistema motiva a análise de
aspectos importantes relacionados à saturação. O tamanho da região de atração da ori-
gem, determina onde, na ausência de perturbações, o sistemapode ser inicializado para
que convirja à origem, assintoticamente. Na presença de perturbaçõesL2 é importante
conhecer-se um limitante superior para a normaL2 das perturbações toleráveis pelo sis-
tema em malha fechada. Maximizar esta tolerância é um critério de desempenho potenci-
almente relevante. Outro critério possível é a atenuação que o sistema em malha fechada
impõe à perturbaçãoL2 em uma de suas saídas. Todos este aspectos serão considerados
nos desenvolvimentos deste trabalho.

Se os valores obtidos na análise do sistema dado são insatisfatórios, deve-se compen-
sar as deficiências ou com um projeto de um controlador que leve em conta as restrições
do atuador, ou modificar-se a malha de controle existente, inserido-lhe um compensador
anti-windupque suprima tanto quanto possível os efeitos indesejados dasaturação no
sistema.

Posto isto, e dado o fato de que todo o projeto é feito sobre o modelo do sistema, a
modelagem da saturação do atuador é de suma importância paraa análise do sistemaa
priori , e a síntese de compensadoresanti-windupe de controladores dinâmicos de saída.
Este capítulo desenvolve cada um destes temas.

3.1 Formulação Geral do Problema

O modelo linear abaixo pode ser genericamente considerado como uma representação
em espaço de estados das variações em torno do equilíbrio de uma planta.







ẋ = A x+B u+Bw w

y = Cy x+Dy u+Dy,w w

z = Cx x+Dz u+Dz,w w

(3.1a)

O vetorx ∈ ℜn representa os estados da planta. Um processo pode apresentar várias
saídas, nem todas mensuráveis. Mesmo as eventualmente não mensuráveis estão sujei-
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tas a critérios de avaliação para que não comprometam o desempenho geral do processo.
Considerando-se isto, o vetory ∈ ℜp representa a saída medida, disponível para reali-
mentação, e o vetorz ∈ ℜr representa a saída controlada - utilizada para avaliação do
desempenho.

O vetoru ∈ ℜm corresponde aos terminais de entrada da planta. A eles está implí-
cito um atuador, elemento que faz a transdução do sinal de controle para uma grandeza
equivalente no processo.

O modelo considerado prevê perturbações externas limitadas em normaL2. O vetor
w ∈ ℜq representa no modelo estas perturbações.

As demais matrizes são reais, constantes e de dimensões apropriadas. Ainda, os pares
(A,B), (Cy, A) são respectivamente controláveis e observáveis.

Como a mdoelagem do sistema considera apenas as variações emtorno do equilíbrio
em que o sistema se encontra, a referência externa em nada contribui para o projeto do
controlador. A alimentação do controlador poderá ser fornecida pelos estados da planta,
todavia, nem sempre estarão acessíveis para medições diretas. Isto ocorre ou porque sen-
sores e transdutores não estão disponíveis, ou são inviáveis economicamente. Portanto,
assume-se que apenas o vetor de saíday esteja disponível para realimentação. Este será o
vetor fornecido à entrada do controlador.

O controlador pode ser estático ou dinâmico, definidoa priori ou ser objeto de síntese.
Suponha-se que o controlador foi definidoa priori, com o seguinte modelo,

{

ẋc = Ac xc +Bc uc +Bc,w w

vc = Cc xc +Dc uc +Dc,w w
(3.1b)

de modo a fornecer o sinal de controle para a planta, a partir de sua saída. Caso o controla-
dor seja estático as matrizesAc, Bc, Cc são nulas. No modelo,xc ∈ ℜnc , uc = y, vc ∈ ℜm

são respectivamente os vetores estado, entrada e saída do controlador. A saída do contro-
ladorvc alimentará a entrada da plantau.

A impossibilidade física de transmitir-se energia ilimitadamente para o processo torna
a saturação do atuador um problema intrínseco à engenharia de controle. Esta limitação é
aqui representada pela magnitude do sinal de controle e sua derivada temporal primeira,
suportados pelo atuador.

Considera-se, então, que cada entrada da planta está sujeita a uma restrição de am-
plitude, ou seja, cada componente está restrito a um valor máximo e mínimo simétricos.
Assim tem-se:

−ηu0(i)
≤ u(i) ≤ ηu0(i)

, i = 1, · · · , m (3.1c)

É possível considerar-se adicionalmente que o atuador é restrito em taxa de variação. Esta
limitação pode ser representada como:

−ηuR(i)
≤ u̇(i) ≤ ηuR(i)

, i = 1, · · · , m (3.1d)

As derivadas de ordem superior deu poderiam ser consideradas. Nem sempre, existirá
um significado físico associado a elas, tampouco uma necessidade de consideração pela
irrelevância das mesmas.

Com base neste contexto, é possível enunciar-se o seguinte problema de análise:

Problema 3.1(Análise de Estabilidade e DesempenhoL2). Dado o sistema composto
por (3.1a) e (3.1b), interconectados através deuc = y e u = vc, sujeito às restrições
(3.1c) e (3.1d), deve-se determinar a região do espaço de estados na qual é garantida
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a estabilidade da origem do sistema em malha fechada, um limitante superior para o
ganhoL2 na transferência dew para z e a máxima normaL2 da perturbação tolerável
pelo sistema para a qual as trajetórias sejam gantidamente limitadas.

A partir destes resultados, é possível determinar-se um conjunto de condições inici-
ais para os estados do sistema e em função disto, a máxima norma L2 da perturbação
tolerável.

Caso a análise de estabilidade e desempenho restrinjam as operações à uma região
insuficiente para a operação do sistema, algo deve ser feito para compensar esta limitação.
Uma solução possível é efetuar-se a síntese do controlador.Assim suponha-se queξ ∈
ℜn+nc seja o vetor de estados aumentado do sistema em malha fechada. Adicionalmente,
considere-se que

ξ(0) ∈ Ξ0 (3.2)

ondeΞ0 representa a região que contém os pontos onde o sistema é inicializado. É, então,
possível enunciar-se um problema alternativo para o caso emquestão.

Problema 3.2(Síntese de Controladores com Atuador restrito). Dado o sistema (3.1a)
sujeito às restrições (3.1c) e (3.1d), deve-se determinar um controlador dinâmico de saída
que garanta a estabilidade da origem do sistema em malha fechada, um limitante superior
para o ganhoL2 na transferência dew para z e a normaL2 da máxima perturbação
tolerável para a qual as trajetórias do sistema sejam gantidamente limitadas, para todo
ξ(0) ∈ Ξ0.

O conjuntoΞ0 pode ser um conjunto pré-definido, ou pode ser algum conjuntonão-
vazio. Os métodos apresentado neste trabalho consideramΞ0 como a região pertencente
ao elipsóideε(P, β), para algum escalar realβ > 0.

No caso em que o controlador dadoa priori não tenha considerado as restrições do
atuador em seu projeto, quando ocorrer a saturação do atuador haverá uma incoerência
entre seus sinais de entrada e saida. Para dirimir esta incoerência e com isto suprimir
os efeitos adversos sobre a estabilidade e desempenho do sistema em malha fechada, um
compensador - chamado compensadoranti-windup- deve ser dimensionado. Trata disto
o seguinte problema de síntese.

Problema 3.3(SínteseAnti-windup). Dado o sistema composto por (3.1a) e (3.1b), in-
terconectado através deuc = y e u = vc, sujeito às restrições (3.1c) e (3.1d), ondeξ
representa o vetor de estados aumentado para o sistema em malha fechada, deseja-se
determinar um compensador que adicionado à malha de realimentação atue sobre o sis-
tema em malha fechada de modo a reduzir a diferença entre a entrada e saída do atuador,
garantindo a estabilidade da origme do sistema em malha fechada para um conjunto de
condições de inicialização não vazio.

A saturação do atuador cria uma diferença entre seus terminais de entrada e saída
que é a origem dos efeitos adversos no sistema investigados neste trabalho. Assim, toda
ação que reduza esta diferença, reduz os efeitos adversos desta saturação sobre o sistema
em malha fechada. Ao problema 3.3 pode ser adicionado critérios de desempenho e
estabilidadeL2 citados nos problemas 3.1 e 3.2.

Os problemas 3.2 e 3.3 abordam o tema central deste trabalho:o projeto da malha de
controle levando em conta a saturação do atuador. A compensaçãoanti-windup tratada
em 3.3 é uma solução para malhas de realimentação com controladores concebidosa
priori que desprezam não-linearidades do sistema.
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Note-se que a saturação do atuador faz deste o único elementonão-linear do sistema.
A seção seguinte aborda como a mesma pode ser modelada. A partir dos modelos de
saturação, seguir-se-ão métodos de síntese.

3.2 Modelos para Termo de Saturação

A saturação em amplitude é bastante discutida na literatura, por exemplo em (TAR-
BOURIECH; GARCIA, 1997), (KAPILA; GRIGORIADIS, 2002), (HU; LIN, 2001) e
(BERNSTEIN; MICHEL, 1995). A saturação em taxa de variação,todavia, recebe menos
atenção nas publicações que consideram controle sob restrições. Algumas exceções são
(TYAN; BERNSTEIN, 1997), (STOORVOGEL; SABERI, 1999) e (GOMES DA SILVA
Jr.; TARBOURIECH; GARCIA, 2003). Conforme (REGINATTO, 2000), a representa-
ção do efeito da limitação na taxa de variação do sinal de controle é mais complexa que a
limitação em magnitude, e requer além de não-linearidades,um operador com memória.

Este trabalho dedica um capítulo à síntese de controladorespara sistemas com restri-
ções na taxa de variação do atuador. A topologia proposta, noentanto, evita as complexi-
dades acima referidas. O controlador gera, inicialmente, aderivada temporal primeira do
sinal de controle. Um integrador saturante em série, gera o sinal de controle entregue aos
terminais da planta. Desta forma, tanto a derivada primeirado sinal de controle, como o
próprio, são restritos antes do atuador por uma saturação simétrica. Portanto, esta topolo-
gia da malha de controle permite que o mesmo modelo de saturação possa ser aplicado a
ambas restrições.

Assim posto, a seguir serão discutidos os modelos para o termo de saturação em am-
plitude do atuador mais freqüentes na literatura. Para exemplificá-los, o sistema genérico
em malha fechada abaixo, sujeito à restrição de amplitude noatuador, será considerado.

ẋ = Ax+Bsat(η) (Kx) (3.3)

Onde a função sat(·)(·) encontra-se definida no capítulo 2 - vide equação (2.3a) - eKx = u

3.2.1 Modelagem por Regiões de Saturação

A evolução das trajetórias do sistema sujeito a restrições na amplitude do atuador,
eventualmente altera a dinâmica de cada estado pela saturação, ou retorno à região linear
de uma dada entrada de controle. A partir disto, observou-sea possibilidade de dividir-se
o espaço de estados em regiões onde a dinâmica da planta permanecesse constante. Estas
divisões determinam regiões de saturação. Para maiores detalhes sobre esta modelagem
da saturação vide (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 1999).

Para o caso do sistema (3.3), defina-se o vetorς ∈ ℜm. Cada componente assumirá o
valor−1 caso o sinal de controle estiver abaixo do limite inferior daexcursão do atuador,
1 quando o exceder o superior, e0 caso a operação der-se na região linear.

Assim disposto, para cada combinação possível das entradasde controle quanto a
saturação, gerar-se-á um vetor distinto, o que totaliza3m vetoresςj .

A representação do sistema (3.3) de acordo com esta modelagem torna-se:

ẋ =
(

A +B diag{1m − |ςj|}K
)

x+B diag{η} ςj (3.4)

Comoη é o vetor que contém os limites de saturação de cada entrada decontrole, é
possível definir-se o seguinte conjunto:

S(K0
jx, η

0
j ) =

{

x ∈ ℜn, K0
jx ≤ η0

j , j = 1, · · · , lJ
}
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No conjunto acima, cada linha deK0
j é composta ou por uma linha deK ou de−K,

conforme a necessidade da descrição. O mesmo diz-se deη0
j , onde cada elemento deste

vetor é composto por um elemento−η ou η da linha correspondente, conforme cada
entrada de controle encontre-se saturada ou não.

O sistema assim é, pois, representado de forma a compreendercada entrada saturada
como uma perturbação aditiva constante. Desta forma, define-se regiões do espaço de
estados dentro de cada qual uma dinâmica distinta conduz a evolução dos estados do
sistema. Estas regiões são ditas regiões de saturação. Cadaregião de saturação é definida
por um conjuntoS(K0

jx, η
0
j ). A figura 3.1 ilustra estas regiões. Esta figura retrata as

R6

R7

R0

R5

R4

R3

R8

R1

R2 K2=r2

K2=−r2

K1= r1

K1=−r1

Figura 3.1: Regiões de Saturação

divisões de um espaçoℜ2 de um sistema com duas entradas de controle, respectivamente
saturáveis em±r1 e±r2.

Garantias para um sistema onde a saturação é assim modelada são válidas tão somente
para as trajetórias deste sistema, exatamente o necessário.

3.2.2 Modelagem Politópica

Segundo esta modelagem, a seguinte expressão é escrita a partir de (3.3):

ẋ = Ax+B diag{α(x)}Kx

ondeα(x) é definido conforme (TARBOURIECH, 1991):

α(x)(i) =











−η(i)

K(i)x
, se K(i)x < −η(i)

1, se −η(i) ≤ K(i)x ≤ η(i)
η(i)

K(i)ξ
, se K(i)x > η(i)

Assim, para todoi = 1, · · · , m, 0 < α(i)(x) ≤ 1, e pode ser interpretado como um
quantificador do nível de saturação. Assim posto, é possívelrepresentar o sistema (3.3)
por:

ẋ =
(

A+B diag{α(x)}K
)

x

Agora, suponha-se que exista um limite máximo de saturação,de modo que os estados
confinem-se a um conjuntoΞp para todot > 0. Com os limites de saturação∀x ∈ Ξp,
tem-se agoraα(i) ≤ α(i)(x) ≤ 1, para todoi = 1, · · · , m. Como cada entrada de con-
trole i terá a si associada um respectivoα(i)(x) contido no intervalo[α(i) , 1 ], é possível
definir-se um vetorςj ∈ ℜm, ondej = 1, · · · , 2m, correspondente às2m combinações
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possíveis dem entradas assumindoα(i) ou 1 como valores em cada entrada. Este con-
junto de vetores compõe os vértices de um politopo em torno dos possíveis valores deKx
para todox ∈ Ξp.

Para cadaj = 1, · · · , 2m, é possível definir-se uma matrizAj = A+B diag{ςj}K.
Seja tambémAk = A + B diag{α(x)}K. Então, para todox ∈ Ξp, a matrizAk

sempre estará contida no envelope convexo Co
{

Aj : j = 1, · · · , 2m
}

.

Todo tratamento algébrico feito sobre o sistema (3.3), modelado politopicamente, con-
sidera todas as matrizesAj que envolvem a matrizAk. A matrizAk é a que de fato re-
presenta o sistema em cada instante de tempo∀x ∈ Ξp. Notadamente, todas as trajetórias
do sistema podem ser obtidas pelo modelo politópico, no entanto, nem todas as trajetó-
rias obtidas pelo modelo correspondem a trajetórias do sistema em estudo. Conforme o
que foi dito na seção 3.2.1, é apenas necessário garantir a estabilidade da trajetória do
sistema. Garantias sob a abordagem politópica são intrinsecamente conservativas por im-
porem exigências além das necessárias, o que corresponde a trajetórias não descritas pelo
sistema, mas possíveis por esta modelagem.

Mais adiante, (HU; LIN, 2001) propõe uma condição generalizada para a modelagem
politópica, o que possibilita conduzir os problemas de análise e síntese sob esta modela-
gem a uma representação por LMI de suas condições suficientespara a existência de uma
solução.

3.2.3 Modelagem por Não-Linearidade de Setor

O plano
(

x , f(x)
)

pode ser dividido em setores. Um setor é a região entre duas retas
não coincidentes que se cruzam na origem do plano.

O conceito de estabilidade absoluta, apresentado em (KHALIL, 1996) capítulo 10,
aplica-se a sistemas cujas não-linearidades vetoriais, descentralizadas e sem memória lo-
calizadas na malha de realimentação pertençam a um setor. Por esta modelagem, a origem
do sistema em malha fechada é garantida estável para qualquer não-linearidade em sua
malha de realimentação pertencente ao setor especificado. Para maiores detalhes sobre
estabilidade absoluta e condições de setor, vide (KHALIL, 1996) capítulo 10.

O sistema (3.3) contém apenas a não-linearidade satη(Kx), contida no setor[ 0 , 1 ]. A
funçãoψη(Kx), definida em (2.3c), dentro de um âmbito local pode pertencera um setor
menos abrangente. Para todox ∈ ℜn, no entanto, sempre pertencerá ao setor[ 0 , 1 ]. A
i-ésima componente da funçãoψ(·)(·) é representada na figura 3.2, e ilustra a pertinência
a setor.

a

b

Figura 3.2:i-ésimo componente da funçãoψ(·)(·)
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O sistema (3.3) pode ser reescrito como

ẋ =
(

A+BK
)

x−Bψη(Kx)

A região em que a função é nula corresponde à operação com o sinal de controle na
faixa linear do atuador, ou seja:−η(i) ≤ K(i)x ≤ η(i), ∀i = 1, · · · , m.

A inclinaçãoλ(i) do segmento de reta pontilhado que une a origem a( a , b ) é dada
porλ(i) = b

a
= b

η(i)+b
. Isolando-sea, tem-sea =

η(i)

1−λ(i)
. Logo, se−a ≤ K(i)x ≤ a, então

ψη(i)(K(i)x) ∈ [ 0 , λ(i) ].
Para cada setor[ 0 , λ(i) ] queψη(K(i)x) pertença, existe um intervalo corresponde ao

qualK(i)x deve pertencer. Fora deste intervalo,ψη(K(i)x) abandona o referido setor.
Seja Ξs um conjunto de todos osx ∈ ℜn para os quaisψη(i)(K(i)x) pertença a

( 0 , λ(i) ) para todoi = 1, · · · , m. Nestas circunstâncias, verifica-se a seguinte condi-
ção de setor.

ψη(K(i)x)
T

[

ψη(K(i)x) − λ(i)K(i)x
]

≤ 0

Que matricialmente expressa torna-se,

ψη(Kx)
T [ψη(Kx) − ΛKx] ≤ 0 (3.5)

ondeΛ = diag{λ(i)}, i = 1, · · · , m. Esta é a condição clássica de setor e apresenta um
forte apelo geométrico em sua interpretação.

Se cada componenteψ(i)(K(i)x) não ultrapassa a retaλ(i)K(i)x, é impossível que os
dois termos do produtoψη(Kx) e(ψη(Kx) − ΛKx) encontrem-se no mesmo semi-plano
definido pelo eixoψη(Kx) = 0.

Em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2005) é proposta uma nova condição
de setor, generalizada. Esta condição é apresentada no lema2.1. Sua aplicação mosta-se
mais eficiente que a condição clássica em condições de estabilidade, sendo menos restri-
tiva por não limitar-se a uma estrutura diagonal - como a matriz Λ na condição clássica - e
permitir a representação de condições suficientes para a estabilidade da origem do sistema
em malha fechada sob forma de LMI. A interpretação geométrica perde-se. A condição
generalizada aplica-se apenas a não-linearidades do tipo zona-morta. Assim, não garante-
se mais a estabilidade absoluta da origem. Por isso também é menos conservativa.

A partir do lema 2.1, tem-se em (2.3e):

ψη(Kξ)TT (ψη(Kξ) − Gξ) ≤ 0

SeT = Im, G = ΛK e ξ = x, a condição generalizada torna-se a clássica expressa em
(3.5). Logo, todas as soluções obteníveis pela condição clássica o são pela generalizada.

O uso de uma condições de setor em problemas com esta modelagem, ou de uma
região politópica na modelagem homônima é motivado pela possibilidade de aplicar-se a
S-procedure. A S-procedureé uma técnica de relaxação de uma condição de definição
de sinal. Ao invés de garantir-se a validade das condições para todo o espaço de estados,
com esta técnica garante-se-a apenas onde o modelo da não-linearidade é válido, algo
mais restrito. Quando a saturação do atuador é modelado por não-linearidades de setor,
isto equivale a garantir-se a validade das condições da existência de uma solução apenas
para todoξ que pertença ao setorS(η) onde a não-linearidade se inclui. Para maiores
detalhes sobre aS-procedure, vide (BOYD et al., 1994), página 23.
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3.3 Problemas

3.3.1 Análise

A análise de sistemas de controle sujeitos à saturação do atuador consiste em:

1. A partir de um sistema dado, obter-se estimativas da região de atração da origem
para o sistema em malha fechada, dentro da qual as trajetórias podem garantida-
mente convergir para a origem;

2. Determinar-se uma estimativa do conjunto de estados iniciais que suporta um nível
de perturbação sem que sob seu efeito o sistema torne-se instável, abandonando a
região de atração da origem em malha fechada;

3. Avaliar-se o efeito da perturbação sobre o sistema e a capacidade do mesmo de
atenuar seu efeito.

Estes tópicos serão abordados a seguir.

3.3.1.1 Região de Atração

A região de atração corresponde ao conjunto de todos os pontos do espaço de esta-
dos da dimensão do sistema onde o mesmo pode ser inicializadotendo suas trajetórias,
na ausência de perturbação, convergindo para a origem. A estimativa da região de atra-
ção é feita na ausência de perturbações. A dificuldade está emobter-se uma estimativa
satisfatória para o problema em estudo, ou próxima da regiãode atração da origem.

Uma vez que exista distúrbiosL2 agindo sobre o sistema, haverá um conjunto má-
ximo atingível. Este conjunto é determinado pelo espaço de estados onde as trajetórias
do sistema evoluem a partir de seu conjunto de estados iniciais, conduzidos pela ação
do distúrbioL2

1. Assim, para um mesmo conjunto de estados iniciais, quanto maior a
estimativa do conjunto atingível pelas trajetórias do sistema, contida na região de atração
da origem, maior a tolerância garantida do sistema em malha fechada a perturbaçõesL2.
Para maiores detalhes vide (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH; REGINATTO.,
2004).

3.3.1.2 Tolerância e Rejeição à Perturbação

Sistemas físicos são sujeitos a toda a sorte de perturbações, ruídos e variações de
parâmetros. Neste trabalho será estudada a influência que distúrbios limitados em energia
exercem sobre o sistema. Segundo (PAIM et al., 2002), o interesse principal neste estudo
vem do fato de que um sistema sob saturação submetido a perturbações suficientemente
fortes pode não ser capaz de garantir que seus estados permaneçam dentro da região de
atração da origem e, conseqüentemente, pode vir a apresentar trajetórias divergentes. O
sistema a seguir é utilizado para ilustrar-se este problema.

Considere-se o seguinte sistema em malha fechada, assumindo-se seus estados iniciais
nulos.

ξ̇ = Aξ + B sat(η) (Kξ) + Bww
y = Cyξ + Dy sat(η) (Kξ) + Dy,ww

z = Czξ + Dz sat(η) (Kξ) + Dz,ww

1Por ser um problema de regulação, não existem referências.
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A solução do problema consiste em encontrar-se uma estimativa para o maior conjunto
atingível pelas trajetórias do sistema sem que estas abandonem a região de atração da ori-
gem. Como os estados iniciais são nulos, é somente a perturbação que excita o sistema.
Haverá um limite na normaL2 das perturbações para o qual as trajetórias mantenham-se
limitadas à região de atração da origem. Este limite na normaL2 da perturbação cor-
responde ao nível de tolerância do sistema em malha fechada àdistúrbios limitados em
normalL2 representados porw.

Por outro lado, o conjunto atingível das trajetórias limitadas para a máxima norma
L2 da perturbação tolerável corresponde à uma estimativa da região de atração da origem
quando a perturbação é nula e o sistema é inicializado dentrodeste conjunto. Note-se que
quando sabidamente o sistema não será inicializado na origem, mas dentro de um conjunto
que a inclua, a tolerância à perturbação diminui correspondentemente, vide (CASTELAN
et al., 2004).

Outra abordagem consiste em verificar-se em quanto o sistemaatenua a perturbação à
qual é submetido, desde que esta perturbação seja tolerável, ou seja: as trajetórias do sis-
tema convirjam para a origem. Este problema é chamado de rejeição à perturbação. Esta
verificação pode ser feita em qualquer variável do sistema, mas usualmente é conside-
rada em uma saída do sistema. O critério de desempenho utilizado nos desenvolvimentos
dos capítulos 4 e 5 é a rejeição à perturbação na saída controlada do sistema em malha
fechada, medida pelo limitante ao ganhoL2 ali verificado. Em problemas de síntese,
garantir-se-á que este ganho não exceda um limitante

√
γ.

3.3.2 Síntese

A síntese de leis de controle para sistemas sujeitos à saturação do atuador consiste em
garantir-se:

1. A estabilidade assintótica da origem do sistema em malha fechada, na ausência de
perturbações;

2. A estabilidadeL2 do sistema dentro de uma região contendo a origem, para um
eterminado conjunto de perturbações externas limitadas emnormaL2;

3. Algum nível de desempenho dentro desta região.

A síntese de leis de controle para sistemas sujeitos à saturação do atuador aborda
questões similares às da análise.

3.3.2.1 Região de Atração

A lei de controle sintetizada pode ter como objetivo a garantia da estabilidade da ori-
gem em âmbito global. Desta forma, a região de atração da origem corresponde aℜnmf ,
ondenmf é a ordem do sistema aumentado, o que inclui a dinâmica adicionada pela malha
de realimentação. Segundo (SONTAG; SUSSMANN, 1990) e (BURGAT; TARBOURI-
ECH, 1992) é sempre possível encontrar uma lei de controle dotipo realimentação linear
de estados que estabilize globalmente o sistema saturado, desde que ele seja estável em
malha aberta. Todavia, é sabido também, que leis de controleglobalmente estáveis apre-
sentam um comportamento dinâmico freqüentemente insatisfatório, uma vez que a lei de
controle sacrifica o desempenho na medida necessária à garantia da estabilidade global.

A estabilidade semi-global da origem significa que sua região de atração pode ser
tão grande quanto se queira desde que limitada. É assim, determinadoa priori a região
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do espaço de estados garantidamente inclusa na região de atração da origem do sistema
em malha fechada. Condições necessárias e suficientes para aestabilidade semi-global,
segundo (LIN; SABERI, 1993), (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2001), (PIT-
TET; TARBOURIECH; BURGAT, 1997) e (HINDI; BOYD, 1998) são tais que o par
(A,B) seja estabilizável e o sistema seja estabilizável em malha aberta.

A estabilidade local é a única opção quando a planta possui autovalores instáveis em
malha aberta. Neste caso é impossível a estabilização global mediante técnicas de controle
linear. Todavia, como os estados de um sistema representativo de um processo - via de
regra - evoluem dentro de uma região restrita, não é necessário garantir-se a estabilidade
além de uma região que inclua este espaço. Em contrapartida,o desempenho dentro desta
região torna-se relevante, o que juntamente com controles limitados e modos instáveis em
malha aberta compõem restrições consideráveis à lei de controle.

De qualquer forma, uma parcela significativa dos modelos lineares são obtidos a par-
tir de modelos não-lineares descritores da dinâmica da planta, linearizados em torno de
um ponto de operação. Estes modelos assim obtidos tem sua validade somente em uma
vizinhança (estreita, muitas vezes) em torno da origem, ou seja: ponto de equilíbrio do
modelo não-linear original. Descrevem tão somente a dinâmica do sistema para pertur-
bações em torno deste equilíbrio. Assim posto, é questionável a eficácia de garantias da
estabilidade global em sistemas lineares deste tipo.

A garantia de estabilidade foi inicialmente desenvolvida mediante realimentação de
estados. Alguns exemplos de técnicas baseadas nesta forma de realimentação podem ser
encontrados em (GOMES DA SILVA Jr. et al., 1997) e (HU; LIN, 2001). A principal
desvantagem desta abordagem está na inviabilidade da implementação desta lei de con-
trole caso os estados sejam imensuráveis. São poucos, comparativamente, os trabalhos
que abordam a realimentação dinâmica de saída, que contornaesta limitação. Exemplos
são (BERNSTEIN, 1987) e (NGUYEN; JABBARI, 2000). Em (NGUYEN; JABBARI,
2000), todavia,considera-se perturbações limitadas em normaL∞. A não-linearidade em-
pregada é a própria saturação, sem uma modelagem especial conforme apresentado na
seção 3.2, o que visaria encontrar um problema convexo. Perturbações persistentes são
tipicamente vinculadas a uma restrição de normaL∞. A especificação de um limitante
superior para a amplitude exige um significativo conhecimento do processo em estudo.
Encontrar um valor não conservativo suficientemente elevado requer a ciência das cir-
cunstâncias operacionais para as quais o sistema deve ter seu desempenho e estabilidades
garantidos. Embora restrições em normaL2 estejam restritas a perturbações limitadas em
energia, não existe a exigência da perturbação restringir-se a um limite de amplitude, o
que simplifica a decisão de projeto quanto a este aspecto.

3.3.2.2 Tolerância e Rejeição à Perturbação

Dentro dos critérios de desempenho exigidos a um sistema comestabilidade local, o
desempenho em relação à perturbação merece destaque pela freqüência com que é con-
siderado em processos com toda a sorte de interferências externas. Assim, perturbações
L2 representativas de fenômenos exógenos relevantes são consideradas. Nestes termos,
a tolerância a uma perturbação com determinada normaL2 pode ser exigida dentro de
uma dada região. A prática comum é, então, garantir-se que a ação de uma perturbação
com normaL2 finita e conhecida sobre o sistema não conduza suas trajetórias em malha
fechada para fora da região de atração da origem.

Por outro lado, a rejeição à perturbação avalia a capacidadeque o sistema tem de
atenuar em um ou mais de seus terminais de saída o efeito de umaperturbação limitada
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em normaL2, a que esteja sujeito em um ou mais de seus terminais de entrada. Esta
rejeição pode ser, e usualmente assim o é, quantificada através de um limitante superior
para o ganhoL2 que a perturbação apresente aos terminais de saída do sistema de interesse
à esta questão.

Ambos problemas serão incluídos nos objetivos considerados pelos métodos de sín-
tese apresentados neste trabalho.

3.4 Síntese deAnti-windup

As restrições do atuador em sistemas instáveis em malha aberta restringem também
a região de atração da origem deste sistema em malha fechada.Sistemas estáveis em
malha aberta, com um controle restrito sujeitam-se a um desempenho limitado, ainda que
a estabilidade global seja possível. A ocorrência da saturação do sinal de controle em um
sistema em malha fechada cria uma diferença entre a saída e a entrada do atuador, o que é
chamado dewindup. Como conseqüência o sistema deixa de responder de acordo com o
sinal de controle aplicado. Nesta circunstância a lei de controle não é mais efetivamente
aplicada à planta, que responde de forma indesejadamente distinta.

A técnica deanti-windupconsiste em a partir de um sistema realimentado por uma lei
de controle que despreza qualquer não-linearidade, sintetizar-se uma malha de realimen-
tação que elimine a diferença entre a entrada e saída do atuador sempre que ela existir.
Para tanto, existem duas abordagens: compensação estáticaou dinâmica. Ambas tratam
da forma como suprime-se a diferença entre os sinais a entrada e saída do atuador; todavia,
a compensação estática efetua-a de forma constante, enquanto a compensação dinâmica
adiciona estados ao sistema em malha fechada e mediante graus de liberdade adicionais
à síntese, permite que a compensação evolua de forma suave aolongo de toda sua in-
tervenção. Cada uma destas abordagens pode considerar basicamente dois problemas de
otimização: desempenho e maximização da estimativa da região de atração.

Este problema foi inicialmente identificado em malhas de controle envolvendo con-
troladores com ação integral. A evidente sobrecarga do integrador motivou a busca de
uma solução. Técnicas específicas foram desenvolvidas a partir (FERTIK; ROSS, 1967).
Durante as décadas seguintes os desenvolvimentos seguiram, considerando-se um con-
trole - dito nominal - projetadoa priori, desconsiderando-se o efeito da saturação do
atuador. Na década de 90, (WALGAMA; STERNBY, 1990) aponta a característica de
observadores em diversas malhas de compensaçãoanti-windup. Em (KOTHARE et al.,
1994), apresenta-se umframeworkúnico para análise das principais técnicas existentes,
até então. Este esforço de unificação das técnica deanti-windupmostrou que técnicas às
vezes topologicamente distintas eram bastante similares se comparadas peloframework
proposto. Os trabalhos concentravam-se no aprimoramento das técnicas, todavia, sem um
tratamento mais rigoroso da estabildiade. A partir de 96, com (MIYAMOTO; VINNI-
COMBE, 1996) a estabilidade em malha fechada é explicitamente abordada, com ênfase
na estabilidade global. Em seguida, (TEEL; KAPPOR, 1997) introduz o conceito deanti-
windupL2 como um problema de garantia da estabilidadeL2, o que além de vincular o
estudo formal da estabilidade ao problema dewindup, também abre espaço para o trata-
mento de questões de robustez.

A partir de (BOYD et al., 1994) inequações matriciais lineares passaram a ser incor-
poradas na síntese de controladores e análise de sistemas, sujeitos a restrições no controle.
Métodos baseados em LMI mostraram-se bastante adequados para o tratamento de pro-
blemas multi-objetivo. A cada objetivo associa-se um conjunto de restrições em forma
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de LMI. A solução do problema, quando existe, atende a todas as restrições. Pode ser
encontrada com o uso de pacotes comerciais desoftwares. Hoje técnicas de programa-
ção linear são bastante difundidas na literatura, muito devido às contribuições de (BOYD
et al., 1994). Desta forma, é possível tratar-se diversos aspectos imprtantes como tamanho
e forma da região de atração, critérios lineares de performance distintos, especificações
dinâmicas, etc. Embora outras técnicas não baseadas em LMI seguiram sendo estudadas,
este trabalho considerará apenas as abordagens com LMIs. Em(GOMES DA SILVA Jr.;
TARBOURIECH; REGINATTO, 2002), considerando-se sistemasde tempo contínuo, o
método lá proposto caracteriza explicitamente o domínio deestabilidade com técnicas
deanti-windup, buscando otimizar-se um critério de desempenho enquanto maximiza-se
a estimativa da região de atração da origem do sistema em questão, em malha fechada.
O comportamento não-linear do sistema sob saturação é descrito por modelo de não-
lienaridade de setor clássica, por isto chega-se a uma condução BMI, cuja solução medi-
ante esquemas de relaxação por iterações entre LMIs alternadas, não garante uma otimi-
zação global dos critérios. Em (MULDER; KOTHARE; MORARI, 2001) compensadores
estáticos são propostos para estabilização global e limitação do ganhoL2da perturbação.
O método ali proposto apresenta pela primeira vez restrições em LMI. Já (GRIMM et al.,
2003), propondo uma compensação dinâmicaanti-windup, descreve um método baseado
em LMI que garante ganhoL2 finito para um sistema exponencialmente estável.

Em (HU; LIN; CHEN, 2002), um método de síntese de realimentação estática de es-
tados é proposto baseado em LMIs, a partir de BMIs relaxadas.Perturbações persistentes
são consideradas na entrada da planta. A não-linearidade correspondente aos limites do
atuador são consideradas em um modelo politópico generalizado.

É em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2003) que um método para síntese
deanti-windupestático é proposto baseado em LMI, para sistemas com modos instáveis
em malha aberta. O método é baseado em uma nova modelagem por não-linearidade
de setor, dita generalizada. Como o emprêgo da condição de setor clássica - baseada
em uma matriz diagonal - leva a restrições expressas por BMIs, neste trabalho utiliza-
se a condição de setor proposta em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2003) -
baseada em uma matriz de estrutura livre. Trabalhos posteriores dos autores estenderam
os resultados para sistemas discretos, propondo recentemnte a síntese de compensadores
dinâmicos (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr.; BENDER, 2006),e a síntese de
controladores com restrição adicional em taxa de variação,(GOMES DA SILVA Jr. et al.,
2005). Todas as condições são expressas em LMIs.

Como parte de uma série de trabalhos desenvolvidos a partir da nova condição de
setor publicada em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2003), este trabalho es-
tende para o caso contínuo os resultados de (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr.;
BENDER, 2006) e (GOMES DA SILVA Jr. et al., 2005).

Com esta motivação, desenvolve-se a seguir métodos que endereçam problemas pouco
abordados na literatura de controle automático para sistemas lineares. Existem muitas
publicações que tratam oanti-windupestático; poucas, oanti-windupdinâmico. Sobre
este problema, grande parte consideram a estabilidade global; poucas, a local. Ainda,
praticamente inexistem publicações que consideram a síntese simultânea do controlador
dinâmico e de laçosanti-windup. Um estudo preliminar neste sentido é apresentado em
(GOMES DA SILVA Jr. et al., 2005).
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4 COMPENSAÇÃO ANTI-WINDUP DINÂMICA

4.1 Introdução

Este capítulo trata da síntese de compensadoresanti-windupdinâmicos para sistemas
contínuos lineares com o controle sujeito à saturação. A compensaçãoanti-windupatua
sobre um sistema sujeito a um atuador cujo modelo representeseus limites físicos. A
compensação manifesta-se sempre que existir uma diferençaentre os sinais à entrada e à
saída do atuador. Em sistemas cujas leis de controle foram projetadas desconsiderando-se
esta diferença, a compensaçãoanti-windupcontribui para a garantia de estabilidade da
origem do sistema em malha fechada e para a manutenção do desempenho nominal.

Como tratado anteriormente, considera-se a ocorrência de perturbações externas ao
sistema limitadas em normaL2. Neste capítulo, dois métodos de síntese são propostos
para garantir que em malha fechada o sistema tenha suas trajetórias limitadas e um certo
nível de desempenhoL2 em sua saída regulada. Adicionalmente, na ausência de per-
turbações os métodos permitem a garantia da estabilidade assintótica interna global1 ou
local. O primeiro método consiste na síntese de compensadores de ordem plena; ou seja:
a ordem (número de estados) do compensador equivale à soma daordem da planta e do
controlador. O segundo método apresenta uma alternativa com ordem reduzida, podendo
assumir qualquer valor inferior à ordem plena. Os desenvolvimentos buscam condições
teóricas em forma de LMI, formuladas com o auxílio da nova condição de setor proposta
em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2003) e discutida na seção anterior, bem
como funções candidatas de Liapunov quadráticas. Recursosalgébricos como mudanças
de variáveis clássicas propostas por (SCHERER; GAHINET; CHILALI, 1997) também
são utilizados em ambos métodos. O Lema de Finsler é empregado sempre que as con-
dições obtidas inicialmente sejam bilineares. Todas as condições obtidas podem, então,
figurar em problemas de otimização convexos: maximização dolimite de perturbações
admissíveis, o que constitui-se no problema de tolerância àperturbação, e a minimização
da normaL2 da saída regulada - problema de rejeição à perturbação.

4.2 Definição do Problema

O sistema linear contínuo abaixo representa o modelo de uma planta.






ẋ = A x+B u+Bw w

y = Cy x+Dy u+Dy,w w

z = Cz x+Dz u+Dz,w w

(4.1)

1A estabilidade global da origem em malha fechada depende da estabilidade em malha aberta da planta,
vide (SONTAG; SUSSMANN, 1990)
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ondex ∈ ℜn, u ∈ ℜm, y ∈ ℜp, z ∈ ℜr, w ∈ ℜq são - respectivamente - os vetores estado,
entrada, saídas medida e regulada, e perturbação. As matrizesA,B,Bw, Cy, Dy, Dy,w, Cz,

Dz, Dz,w, são reais, constantes e de dimensões apropriadas. Os pares(A,B), (Cy, A) são
respectivamente controláveis e observáveis. O sistema é sujeito a perturbações externas
representadas pelo vetorw limitado em energia (isto é,w ∈ L2) em função de algum
escalar real positivoδ, conforme (4.2)

‖w‖2
2 =

∫

∞

0

wTw dt ≤ 1

δ
, ∀t > 0. (4.2)

A entrada de controleu é limitada em amplitude, da seguinte forma:

−u0(i)
≤ u(i) ≤ u0(i)

, i = 1, · · · , m (4.3)

Para a planta representada por (4.1), considera-se que um controlador dinâmico de ordem
nc foi projetadoa priori para garantir requisitos de estabilidade e desempenho do sistema
em malha fechada, na ausência de saturação. Seu modelo correspondente é exibido em
(4.4),

{

ẋc = Ac xc +Bc uc +Bc,w w

vc = Cc xc +Dc uc +Dc,w w
(4.4)

ondexc ∈ ℜnc , uc = y, vc ∈ ℜm são respectivamente os vetores estado, entrada e saída
do controlador. A saída do controladorvc alimenta a entrada da plantau. Todavia, como
conseqüência dos limites a que a entrada da planta encontra-se sujeita devido à saturação,
o controlede factodo sistema não é necessariamentevc e pode ser representado por
u = satu0(vc), ou seja:

u = satu0 (Cc xc +Dc uc +Dc,w w) (4.5)

As seguintes condições são premissas deste trabalho.

∃M−1
a |Ma = Im −DcDy

∃M−1
b |Mb = Im −DyDc

(4.6)

O que equivale a dizer que a interconexão de (4.1) com (4.4) éwell-posed. A planta
pode apresentar uma matriz de transferência estritamente própria, o que requer a garantia
expressas pelas premissas (4.6).

O problema abordado neste capítulo, então, é a síntese de um compensadoranti-
windupdinâmico que reduza tanto quanto possível os indesejáveis efeitos dowindupcau-
sados pela saturação à entrada da planta. Desta forma, visa-se preservar o desempenho
nominal original quando a operação dá-se com o sinal de controle dentro dos níveis de
resposta linear do atuador, e garantir a estabilidade fora desta região de operação. A idéia
consiste em realizar-se uma correção nos estados do controlador de forma que a diferença
entre a entrada e saída do atuador seja minimizada. No caso estático, a correção aplicada
à dinâmica do controlador nominal é diretamente proporcional ao erro entre a entrada e
saída do atuador. Como conseqüência, a malhaanti-windupsomente atua sobre o sistema
quando o atuador encontra-se saturado. Na caso dinâmico, a correção inserida no con-
trolador nominal corresponde a saída de um bloco dinâmico deordem plena ou reduzida,
cujos estados prolongam a ação compensatória sobre o controlador nominal mesmo após
cessada a saturação do atuador. A motivação da compensação dinâmica está na possibili-
dade de obter-se melhores índices de desempenho pelo maior grau de liberdade da síntese
em relação ao compensador estático.
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Figura 4.1: Sistema em Malha Fechada

Adicionalmente, o compensador será sintetizado de forma a garantir-se que a saída
regulada apresente um limitante ao ganhoL2 da perturbação externaw emz. O modelo
do compensadoranti-windupserá o seguinte:

{

ẋaw = Aawxaw +Bawψu0(vc)
yaw = Cawxaw +Dawψu0(vc)

(4.7)

Tem-sexaw ∈ ℜnaw como o vetor estado do compensadoranti-windup, ψu0(vc) = vc −
satu0(vc), representando a diferença entre a entrada e saída do atuador eyaw ∈ ℜnc como
o vetor saída do compensador dinâmico. As matrizesAaw, Baw, Caw, Daw são de dimen-
sões apropriadas. O sinalyaw gerado pelo compensador será injetado no controlador (4.4).
O modelo do controlador torna-se:

{

ẋc = Ac xc +Bc uc +Bc,w w + yaw
vc = Cc xc +Dc uc +Dc,w w

(4.8)

4.3 O Sistema em Malha Fechada

O sistema em malha fechada corresponde à planta (4.1), o controlador (4.8) e o com-
pensadoranti-windup(4.7) interligados conforme (4.5) euc = y. A figura 4.1 ilustra
esta interconexão. As expressões paray, vc, ẋ, ẋc e z serão desenvolvidas algebricamente
buscando-se uma representação para o sistema em malha fechada que evidencie a dinâ-
mica do sistema aumentado

[

x xc xaw
]

.
Tem-se que:

y = Cyx+Dysatu0 (vc) −Dyvc +Dyvc +Dy,ww

= Cyx−Dyψu0 (vc) +Dyvc +Dy,ww
(4.9a)

Definindo-se∆ = (Im −DcDy)
−1 eDc,w = ∆ (Dc,w +DcDy,w) segue que:

vc = Ccxc +Dc (Cyx−Dyψu0 (vc) +Dyvc +Dy,ww) +Dc,ww

(Im −DcDy) vc = Ccxc +DcDyx−DcDyψu0 (vc) +DcDy,ww +Dc,ww

= ∆DcCyx+ ∆Ccxc − ∆DcDyψu0(vc) + ∆ (Dc,w +DcDy,w)w
= ∆DcCyx+ ∆Ccxc − ∆DcDyψu0(vc) + Dc,ww

(4.9b)
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Definindo-se∆̃ = Im + ∆DcDy pode-se escrever que:

ẋ = Ax+Bsatu0 (vc) − Bvc +Bvc +Bww

= Ax− Bψu0(vc) +Bvc +Bww

= Ax+B (∆DcCyx+ ∆Ccxc − ∆DcDyψu0(vc) + ∆ (Dc,w +DcDy,w)w)
−Bψu0(vc) +Bww

= (A +B∆DcCy) x+B∆Ccxc − B (Im + ∆DcDy)ψu0(vc)
+ (Bw +B∆ (Dc,w +DcDy,w))w

= (A +B∆DcCy) x+B∆Ccxc − B∆̃ψu0(vc) + (Bw +BDc,w)w
(4.9c)

Seja agorā∆ = Ip +Dy∆Dc, segue que aplicando-se (4.9a) em (4.9b):

y = Cyx−Dyψu0(vc)
+Dy (∆DcCyx+ ∆Ccxc − ∆DcDyψu0(vc) + ∆ (Dc,w +DcDw)w) +Dy,ww

= (Ip +Dy∆Dc)Cyx+Dy∆Ccxc −Dy (Im + ∆DcDy)ψu0(vc)
+ (Dy,w +DyDc,w)w

= ∆̄Cyx+Dy∆Ccxc −Dy∆̃ψu0(vc) + (Dy,w +DyDc,w)w
(4.9d)

ẋc = Acxc +Bc,ww + Cawxaw +Dawψu0(vc)

+Bc

(

∆̄Cyx+Dy∆Ccxc −Dy∆̃ψu0(vc) + (Dy,w +DyDc,w)w
)

= Bc∆̄Cyx+ (Ac +BcDy∆Cc) xc + Cawxaw −
(

BcDy∆̃ −Daw

)

ψu0(vc)

+ (Bc,w +Bc (Dy,w +DyDc,w))w
(4.9e)

z = Czx+Dzsat(vc) −Dzvc +Dzvc +Dz,ww

= Cz −Dzψu0(vc) +Dz,ww

+Dz (∆DcCyx+ ∆Ccxc − ∆DcDyψu0(vc) + ∆ (Dc,w +DcDy,w)w)

= (Cz +Dz∆DcCy) x+Dz∆Ccxc −Dz∆̃ψu0(vc)
+ (Dz,w +Dz∆ (Dc,w +DcDy,w))w

= (Cz +Dz∆DcCy) x+Dz∆Ccxc −Dz∆̃ψu0(vc) + (Dz,w +DzDc,w)w
(4.9f)

A partir do desenvolvimento acima, considerando-se o vetorde estados (4.10),

ξT =
[

xT xTc xTaw
]

(4.10)
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e as matrizes

A =

[

A +B∆DcCy B∆Cc
Bc∆̄Cy Ac +BcDy∆Cc

]

, A =

[

A 0
0 0

]

B =

[

B∆̃

BcDy∆̃

]

, B =

[

B

0

]

, B1 =

[

0
I

]

, B1 =

[

0 B1

Inaw
0

]

Bw =

[

Bw +BDc,w

Bc,w

]

, Bw =

[

Bw

0

]

, C =
[

0 0 Inaw

]

Cz =
[

Cz +Dz∆DcCy Dz∆Cc
]

, Cz =
[

Cz 0
]

, K1 =

[

Aaw
Caw

]

Dz,w = Dz,w +DzDc,w, Dy,w = Dy,w +DcDc,w, K2 =

[

Baw

Daw

]

Bc,w = Bc,w +BcDy,w, K = ∆
[

DcCy Cc
]

, K =
[

K 0
]

Dz = Dz∆̃, Kψ = ∆DcDy, Dz = Dz, Dz,w = Dz,w, Dc,w = Dc,w

(4.11)

é possível, então, encontrar-se a seguinte expressão para osistema em malha fechada:
{

ξ̇ = (A + B1K1C) ξ − (B − B1K2)ψu0(vc) + Bww
z = Czξ −Dzψu0(vc) + Dz,ww

(4.12)

4.4 Resultados Principais

Esta seção apresenta em forma de teoremas e corolários, seguidos de suas respectivas
provas, as condições para a obtenção das matrizesAaw, Baw, Caw, Daw do compensador
anti-windupproposto, de forma a garantir a estabilidade da origem em malha fechada, um
limitante para o ganhoL2 da perturbação à saída controlada do sistema, e um conjunto
de inicialização do sistema tolerante à perturbação de normaL2 máxima, conhecida. Na
ausência de perturbação a origem deverá ser garantida assintoticamente estável.

4.4.1 Síntese de Compensadores de ordemnaw = n + nc

Para o caso em que o compensador seja da ordemn+nc, o seguinte teorema pode ser
enunciado.

Teorema 4.1.Se existem matrizes simétricas positivas definidas,X, Y ∈ ℜ(n+nc)×(n+nc),
uma matriz diagonal positivaS ∈ ℜm×m e matrizesH ∈ ℜ(n+nc)×(n+nc),L ∈ ℜnc×(n+nc),
F,G1, Q ∈ ℜm×(n+nc), Z ∈ ℜnc×m, e escalares postivosµ, γ, verificando as LMIs
(4.13a), (4.13b), (4.13c)













sym{AX + B1L} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

H YA + A
TY ⋆ ⋆ ⋆

F − SB
T − ZT

B
T
1 Q ΣA0 ⋆ ⋆

B
T
w B

T
wY D

T
c,w −Iq ⋆

CzX Cz −DzS Dz,w −γIr













< 0

ΣA0 = −2S − KψS − SK
T
ψ

(4.13a)
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



X ⋆ ⋆

In+nc
Y ⋆

K(i)X − F(i) K(i) −G1(i)
µu2

0(i)



 > 0, i = 1, · · · , m (4.13b)

δ − µ > 0 (4.13c)

comN ,M verificando
NMT = In+nc

− Y X (4.13d)

então para qualquerw satisfazendo (4.2) , o compensador (4.7) definido conforme (4.13e)

Daw = ZS−1

Caw = LM−T

Baw = S−1
(

Q−G1 + SB
TY + ZT

B
T
1 Y

)

N−T

Aaw = N−1
(

H −A
T − YAX − YB1L

)

M−T

(4.13e)

garante que o sistema em malha fechada éwell-posede:

1. As trajetórias são limitadas, permanecendo no elipsóideε (P, µ−1) para todoξ(0) ∈
ε (P, β), comβ = µ−1 − δ−1, ∀ ‖w‖2

2 ≤ 1
δ
;

2. ‖z‖2
2 ≤ γ‖w‖2

2 + γV (0), V (x) = xTPx;

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é localmente assintotica-
mente estável para todoξ(0) ∈ ε (P, µ−1).

ondeP é definido conforme segue.

P =

[

Y ⋆

NT •

]

, P−1 =

[

X ⋆

MT •

]

Prova. Propõe-se uma função que se for negativa definida ao longo dastrajetórias do
sistema, o sistema em malha fechada tenha suas trajetórias convergentes à origem na
ausência de perturbação. Esta mesma função deve propiciar aavaliação do sistema em
malha fechada com relação ao critério de desempenho escolhido; ganhoL2 dew em z.
Seja esta função definida conforme (4.14a).

L̃ △
= V̇ − wTw + γ−1zT z, γ > 0 ∈ ℜ (4.14a)

O primeiro termo do lado direito da equação acima constitui-se da derivada temporal de
primeira ordem de

V (ξ) = ξTPξ, P = P T > 0, P ∈ ℜ2(n+nc)×2(n+nc) (4.14b)

A função representada em (4.14b) é efetivamente a candidatade Liapunov. Esta deve
ser positiva definida. Os demais termos em (4.14a), permitemabordar conjuntamente a
tolerância e a rejeição à perturbação.

Conforme (2.4b) a derivada temporal de primeira ordem deV (ξ) é dada por:

V̇ = ξ̇TPξ + ξTPξ (4.14c)

A matrizP , simétrica positiva definida possui a seguinte estrutura:

P =

[

Y ⋆

NT •

]

, P−1 =

[

X ⋆

MT •

]

(4.14d)
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Suponha-se quẽL < 0, ∀ξ ∈ Ξ. Integrando-se o lado esquerdo desta desigualdade no
intervalot ∈

[

0, ∞
)

, temos que∀ T ∈ ℜ > 0,
∫ T

0

L̃ dt = V (ξ(T )) − V (ξ(0)) −
∫ T

0

wTw dt+ γ−1

∫ T

0

zT z dt (4.14e)

L̃ < 0, ∀ξ ∈ Ξ ⇒ V (ξ(T )) − V (ξ(0)) −
∫ T

0

wTw dt+ γ−1

∫ T

0

zT z dt < 0 (4.14f)

Neste caso

V (ξ(T )) < V (ξ(0)) +

∫ T

0

wTw dt− γ−1

∫ T

0

zT z dt (4.14g)

Segue então que,γ−1‖z‖2
2 ≥ 0. Então,

V (ξ(T )) < V (ξ(0)) + ‖w‖2
2, ∀T > 0 ∈ ℜ (4.14h)

A inequação (4.14h) evidencia que, enquantoL̃ < 0, V (ξ) é limitado - e por conseguinte,
suas trajetórias.

Na ausência de perturbação, ou seja‖w‖2
2 = 0, L̃ < 0 implica que as trajetórias

decresçam ao avanço do tempo. ComoV̇ (0) = 0, as trajetórias do sistema em malha fe-
chada convergem para a origem. A partir da definição de conjuntos ondeξ(0) ∈ ε(P, β),
eβ = µ−1 +δ−1, a ausência de perturbação implica emβ = µ−1, uma vez que neste caso,
1
δ

= 0. Como as trajetórias do sistema em malha fechada iniciam-sedentro deε(P, µ−1),
pela equação (4.14h) conclui-se que o conjunto elipsoidalε(P, µ−1) ⊂ Ξ define um con-
junto contrativo - vide (GOMES DA SILVA Jr., 1997).

No caso em quew 6= 0 - limitada em normaL2, conforme (4.2) - a partir de (4.14c)
tem-se:

γ−1‖z‖2
2 < V (ξ(0)) − V (ξ(∞)) + ‖w‖2

2 (4.14i)

Por definiçãoV (ξ(∞)) ≥ 0, então obrigatoriamente:

‖z‖2
2 < γ‖w‖2

2 + γV (ξ(0)) (4.14j)

A inequação (4.14h) garante que as trajetórias do sistema emmalha fechada confinam-se
no conjuntoε(P, µ−1), desde queξ(0) ∈ ε(P, β), uma vez queµ−1 = β + 1

δ
. SeL̃ < 0, a

integral
∫

∞

0
L̃(τ)d t = V (ξ(∞)) − V (ξ(0)) − ‖w‖2

2 + γ−1‖z‖2
2 < 0 também o é. Pode-

se, então, afirmar-se o disposto na inequação (4.14j):‖z‖2
2 < γ‖w‖2

2 + γV (ξ(0)). De
outra forma, seξ(0) = 0 então o limitante superior ao ganhoL2 dew em z é dado por√
γ; ou seja:‖z‖2

2 < γ‖w‖2
2. Com base nestes desenvolvimentos, a funçãoL̃ mostrou-se

apropriada para verificar se as trajetórias do sistema em malha fechada são limitadas e ao
mesmo tempo determimar um limitante superior para o ganhoL2 dew paraz.

Dando seguimento à prova, expressar-se-áL̃ matricialmente, buscando-lhe uma re-
presentação em forma de uma LMI definida negativa. Principiando-se por (4.14c), que
matricialmente representada apresenta-se como:





ξ

ψu0(vc)
w





T 



sym{P (A + B1K1C)} ⋆ ⋆

− (B − B1K2)
T
P 0 ⋆

BTwP 0 0









ξ

ψu0(vc)
w



 (4.15a)

Os demais termos dẽL expressos na mesma notação tornam-se:

−wTw =





ξ

ψu0(vc)
w





T 



0 ⋆ ⋆

0 0 ⋆

0 0 −Iq









ξ

ψu0(vc)
w



 (4.15b)
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γ−1zT z = γ−1





ξ

ψu0(vc)
w





T 



CTz
−DT

z

DT
z,w





[

Cz −Dz Dz,w

]





ξ

ψu0(vc)
w





(4.15c)
Chega-se a uma expressão completa de (4.14a),

L̃ =





ξ

ψu0(vc)
w





T

Λ̃





ξ

ψu0(vc)
w





Λ̃
△
=





sym{P (A + B1K1C)} ⋆ ⋆

− (B − B1K2)
T
P 0 ⋆

BTwP 0 −Iq



 + γ−1





CTz
−DT

z

DT
z,w









CTz
−DT

z

DT
z,w





T (4.15d)

É necessário determinar o conjuntoε(P, β) ⊂ Ξ dentro do qual o sistema possa ser
inicializado tendo garantida a estabilidade de sua origem ealgum nível de desempenho
L2.

Considere-se quevc = Kξ−Kψψu0(vc)+Dc,ww, e defina-se o conjuntoS (u0) como
segue.

S (u0)
△
=

{

ξ | ξ ∈ ℜn+nc+naw ,
∣

∣K(i)ξ − G(i)ξ
∣

∣ ≤ u0(i)
, i = 1, · · · , m

}

(4.16a)

Pelo lema 2.1, se existe uma matrizG =
[

G1 G2

]

conforme (4.16a) eξ é um
elemento deS (u0), então é possível afirmar que:

ψu0(vc)
TT



ψu0(vc) −
[

G −Kψ Dc,w

]





ξ

ψu0(vc)
w







 ≤ 0 (4.16b)

para qualquer matrizT diagonal positiva definida.
É interessante notar-se que o lema 2.1 menciona o conjuntoS(u0) como em (4.16a),

porém apresenta uma desigualdade - equação (2.3e) - expressa em termos deψu0(Kξ). Em
(4.16b), uma desigualdade semelhante expressa-se em termos deψu0(vc). A aplicação do
lema 2.1 à condição de setor (4.16a) requer que ambas desigualdades sejam equivalentes,
o que é verdadeiro.

Definindo-ser
△
= Gξ + Kψψu0(vc) + Dc,ww, segue de (4.9b) e (4.11) quevc − r =

(K − G)ξ. Então, para todoξ ∈ S(u0) tem-se que
∣

∣vc(i) − r(i)
∣

∣ ≤ u0(i)
. Deste ponto em

diante a prova do lema 2.1 justifica (4.16b).
Multiplicando-se (4.16b) por−2 resulta em

−ψu0(vc)
TT



ψu0(vc) −
[

G −Kψ Dc,w

]





ξ

ψu0(vc)
w









−



ψu0(vc) −
[

G −Kψ Dc,w

]





ξ

ψu0(vc)
w









T

Tψu0(vc) ≥ 0

(4.16c)
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o que é expresso por:





ξ

ψu0(vc)
w





T

Λ̃2





ξ

ψu0(vc)
w





Λ̃2 =





0 ⋆ ⋆

TG −2T − TKψ −K
T
ψT ⋆

0 D
T
c,wT 0



 ≥ 0

(4.16d)

A expressãõΛ não precisa ser negativa definida em todo os espaçoℜ(n+nc+naw), uma
vez que a modelagem da saturação do atuador é válida somente enquantoξ ∈ S(u0).
A matriz Λ̃2 representa a pertinência deξ ao setorS(u0). Assim, seξ ∈ S(u0), então
Λ̃2 ≥ 0. ComoΛ̃ ≤ Λ̃+Λ̃2, seΛ̃+Λ̃2 < 0, entãoΛ̃ < 0, ∀ξ ∈ S(u0). Pelo complemento
de Schur é possível representar-seΛ̃ + Λ̃2 < 0 conforme:

Λ̃3 =









sym{P (A + B1K1C)} ⋆ ⋆ ⋆

− (B − B1K2)
T
P + TG ΣA1 ⋆ ⋆

BTwP DT
c,wT −Iq ⋆

Cz −Dz Dz,w −γIr









< 0

ΣA1 = −2T − TKψ − K
T
ψT

(4.16e)

Por conveniência, o termoDc,w foi substituído pelo seu equivalenteDc,w.
Da expressão (4.16e), é possível afirmar-se que seΛ̃3 < 0, entãoL̃ < 0, ∀ξ ∈ S(u0).

Conseqüência direta é̇V < 0 uma vez que o termo(1, 1) de (4.16e) verificar-se-ia definido
negativo. Além disto, (4.14h) é verdadeira. SendoV̇ < 0, ξ ∈ S(u0), e considerando-

se a presença de perturbações com normaL2≤
√

1
δ
; a exemplo da expressão (4.14h), é

possível escrever-se:
V (ξ(t)) < V (ξ(0)) + ‖w‖2

2 (4.16f)

Mas conforme (4.2),‖w‖2
2 ≤ δ−1. Então,

V (ξ(t)) < V (ξ(0)) + δ−1 (4.16g)

Sejamβ eµ escalares reais positivos tais que:

µ−1 △
= β + δ−1 (4.16h)

eβ = V (ξ(0)). Então, pelas definições de conjuntos elipsoidais (2.4c), comparando-se as
expressões (4.16g) e (4.16h) conclui-se que todas as trajetórias inicializadas emε (P, β)
jamais deixarão o elipsóideε (P, µ−1). Uma conseqüência disto é queε (P, µ−1) ⊂
S(u0). É, portanto, necessário encontrar-se algumµ que satisfaça (4.16h). O lema 2.5
trata exatamente da garantia da pertinência do elipsóideε (P, µ−1) ao conjuntoS (u0),
resolvendo esta questão.

Assim, conforme o lema 2.5, seε (P, µ−1) ⊂ S (u0), então:
[

P ⋆

K(i) − G(i) µu2
0(i)

]

> 0, ∀i = 1, · · · , m (4.17a)

Finalmente, a partir de (4.16h), para garantir-se um conjunto de inicialização não vazio,
comβ > 0, deve-se ter:

µ− δ < 0 (4.17b)
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Uma vez determinados os termos para a garantia de estabilidade da origem do sistema
em malha fechada casõΛ3 < 0, parte-se agora para a representação deΛ̃3 < 0, em
(4.16e), por uma LMI.

Para tanto defina-seΠ eS como:

Π =

[

X In+nc

MT 0

]

, S = T−1 (4.18)

Multiplicando-se (4.16e) pela esquerda e direita, respectivamente por:

BLKDG
([

ΠT S Iq+r
])

(4.19a)

e seu transposto, chega-se a:

Λ̃4 =









sym
{

ΠTP (A + B1K1C) Π
}

⋆ ⋆ ⋆

−S (B − B1K2)
T
PΠ + GΠ ΣA0 ⋆ ⋆

BTwPΠ DT
c,w −Iq ⋆

CzΠ −DzS Dz,w −γIr









< 0 (4.19b)

Onde:

sym
{

ΠTP (A + B1K1C)Π
}

=

[

sym{AX + B1CawM
T} ⋆

ΣA2 YA + A
TY

]

ΣA2 = YAX + YB1CawM
T +NAawM

T + A
T

SBTPΠ = S
[

B
T 0

]

[

In+nc
Y

0 NT

]

=
[

SB
T SB

TY
]

SKT
2 BT1 PΠ = S

[

DT
awB

T
1 BT

aw

]

[

In+nc
Y

0 NT

]

=
[

SDT
awB

T
1 SDT

awB
T
1 Y + SBT

awN
T

]

BTwPΠ =
[

B
T
w 0

]

[

In+nc
Y

0 NT

]

=
[

B
T
w B

T
wY

]

CzΠ =
[

Cz 0
]

[

X In+nc

MT 0

]

=
[

CzX Cz

]

GΠ =
[

G1 G2

]

[

X In+nc

MT 0

]

=
[

G1X +G2M
T G1

]

KΠ =
[

K 0
]

[

X In+nc

MT 0

]

=
[

KX K
]

(4.19c)
Usando-se uma mudança de variáveis semelhante à proposta em(SCHERER; GAHINET;
CHILALI, 1997), transforma-sẽΛ4 < 0 de (4.19b) em uma LMI. Assim, seja feita a
seguinte mudança de variáveis:

L = CawM
T

Z = DawS

H = YAX + YB1L+NAawM
T + A

T

Q = G1 − SBY − ZT
B
T
1 Y − SBT

awN
T

F = G1X +G2M
T

(4.19d)

Substituindo-se as expressões de (4.19c) em (4.19b) e aplicando-se a substituição de va-
riáveis indicada em (4.19d) chega-se a (4.13a). Observe-seque não existe nenhuma res-
trição às matrizesN eM exceto a estrutura interna deP definidaa priori, o que justifica
(4.13d).
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Isolando-se as incógnitasAaw, Baw, Caw eDaw, em (4.19d), obtém-se (4.13e).
Multiplicando-se (4.17a) em ambos os lados por:

BLKDG
([

ΠT 1
])

(4.20)

obtém-se:
[

ΠT ⋆

0 1

] [

P ⋆

K(i) − G(i) µu2
0(i)

] [

Π ⋆

0 1

]

(4.21)

Em especial, o termo(1, 1) de (4.21) equivale a:

ΠTPΠ =

[

X M

In+nc
0

] [

Y ⋆

NT •

] [

X In+nc

MT 0

]

=

[

X In+nc

In+nc
Y

]

(4.22)

Esta transformação de similaridade faz de (4.17a), (4.13b).
Se (4.13a) se verifica,ΣA0 < 0 (ΣA0 encontra-se em (4.13a)). Obrigatoriamente

ΣA1 < 0. A partir disto, assegura-se awellposednessdo sistema em malha-fechada, da
seguinte forma:

a) Seja especificamente para esta verificação,∆ correspondente ao mapeamentovc →
ψu0(vc). Fazendo-seV = T e D = −Kψ, verifica-se a partir deΣA1 a condição
−2V + V D +DTV < 0 do lema 2.4.

b) EntãoI −D∆ é não singular. A função pode ser reescrita comovc = Kξ − K∆vc +
Dc,ww.

c) O jacobiano deψu0(vc), éJψu0(vc) = I − Jsatu0(vc).

d) Substituindo-sevc por sua expressão equivalente, tem-seJψu0(vc) = I + Kψ∆, ou
Jψu0(vc) = I −D∆, não singular.

e) Então, pelo lema 2.3, existe uma única função globalmenteLipschitzψu0(vc) : ℜm →
ℜm, tal queF (ψu0(vc)) = vc, para todovc ∈ ℜm, o que mostra que o sistema em malha
fechada éwell-posed2.

Adicionalmente, se (4.13a) se verifica, define-seX e Y . Observando-se (4.13d)
garante-se queN e M são matrizes não singulares, de modo queΠ também seja não
singular. Desta forma, todas as transformações de similaridade são inversíveis, e con-
seqüentemente (4.16e) é verificada para as matrizesAaw, Baw, Caw eDaw definidas em
(4.13e). Posto isto, pelo complemento de Schur, é possível verificar-se quẽL < 0 desde
queε (P, µ−1) ⊂ S(u0). Isto é verificado da seguinte forma:

a) Sendo (4.13b) válido, eξ(0) ∈ ε(P, β), segue que as trajetórias do sistema em malha
fechada nunca abandonamε(P, µ−1).

b) Assim, pelo lema 2.5, nestas circunstâncias obrigatoriamenteξ ∈ S(u0), e portanto
L̃ < 0. O que prova os itens 1 e 2 do teorema 4.1.

Suponha-se agora quew = 0 e ξ ∈ ε(P, µ−1), então segue queξ ∈ S(u0). Neste
caso, com (4.13a) satisfeita assegura-se queV̇ < 0. Como esta condição é válida para
todoξ ∈ ε(P, µ−1), segue que esta é a região em que a estabilidade assintótica da origem
do sistema em malha fechada é garantida. Isto completa a prova do ítem 3 do teorema
4.2.

2Para maiores detalhes, vide (GRIMM et al., 2003)
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Depois da prova do teorema 4.1, é necessário especificar os parâmetros do compensa-
doranti-windupali proposto. A obtenção das matrizesAaw, Baw, Caw eDaw definidas em
(4.13e) requer a definição das matrizesM eN de acordo com (4.13d). As matrizesM e
N podem ser obtidos mediante a decomposição LU deIn+nc

−Y X emN eMT , bastante
apropriada para pela robustez numérica conferida à esta técnica. Alternativamente pode-
se assumir uma das matrizes como identidade, e obter-se a outra por substituição direta
em (4.13e).

Todo o desenvolvimento anterior precedido pelo teorema 4.1refere-se à estabilidade
num âmbito local. Em casos em que a origem da planta seja assintoticamente estável em
malha aberta, sempre existirá uma solução para a síntese do compensador que garanta a
estabilidade assintótica global da origem - na ausência de perturbações. Somente para
estes casos, segue o seguinte corolário.

Corolário 4.1. Se existem matrizes simétricas positivas definidas,X, Y ∈ ℜ(n+nc)×(n+nc),
uma matriz diagonal positivaS ∈ ℜm×m e matrizesH ∈ ℜ(n+nc)×(n+nc),L ∈ ℜnc×(n+nc),
Q ∈ ℜm×(n+nc), Z ∈ ℜnc×m, e um escalar postivoγ, verificando a LMI, (4.13c)













sym{AX + B1L} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

H YA + A
TY ⋆ ⋆ ⋆

KX − SB
T − ZT

B
T
1 Q ΣA0 ⋆ ⋆

B
T
w B

T
wY D

T
c,w −Iq ⋆

CzX Cz −DzS Dz,w −γIr













< 0
(4.23a)

comN ,M verificando
NMT = In+nc

− Y X (4.23b)

então para qualquerw ∈ L2, o compensador (4.7) definido conforme (4.13e) garante que
o sistema em malha fechada éwell-posede:

1. As trajetórias são limitadas, para todoξ(0) ∈ ℜ2(n+nc), com qualquerw ∈ L2.

2. ‖z‖2
2 ≤ γ‖w‖2

2 + γV (0)

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é globalmente assintotica-
mente estável

Prova. Tomando-seG = K, (4.13b) verifica-se para todoξ ∈ ℜ2(n+nc), o que torna
desnecessárias as LMIs (4.13b) e (4.13c) do caso local. Não existe mais restrições para
os estados iniciais senão o próprio espaço vetorial em que são definidos. O mesmo diz-se
das trajetórias em malha fechada. Assim, não há porque restringir w além do espaçoL2.
Isto torna desnecessária a variávelµ. Desta vezQ = K − SBY − ZT

B
T
1 Y − SBT

awN
T ,

e o restante da prova imita a do teorema 4.1.

4.4.2 Síntese de Compensadores de ordemnaw < n+ nc

Em geral, um compensadoranti-windupde ordem plena terá na implementação des-
vantagens de custo e complexidade com relação a compensadores de menor ordem. O
teorema 4.2 aborda a síntese de compensadores de ordem reduzida - ou sejanaw < n+nc
- cujas condições suficientes para existência de uma soluçãosão expressas por inequa-
ções matriciais, entre elas, uma BMI. Adaptações serão feitas a partir do teorema 4.1 para
permitir a flexibilidade na escolha da ordem do compensadoranti-windup.
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Teorema 4.2.Se existirem a matriz simétrica positiva definidaW ∈
ℜ(n+nc+naw)×(n+nc+naw), uma matriz diagonal positivaS ∈ ℜm×m, matrizesK1 ∈
ℜ(naw+nc)×(naw), Y ∈ ℜm×(n+nc+naw), Z2 ∈ ℜ(naw+nc)×m, e escalares reais positivosµ, γ
verificando as inequações matriciais abaixo relacionadas,











sym
{

W (A + B1K1C)T
}

⋆ ⋆ ⋆

−SBT + ZT
2 BT1 + Y ΣA0 ⋆ ⋆

BTw DT
c,w −Iq ⋆

CzW −Dz Dz,w −γIr











< 0 (4.24a)

[

W ⋆

K(i)W − Y(i) µu2
0(i)

]

> 0 (4.24b)

δ − µ > 0 (4.24c)

então o compensador deanti-windup(4.7) com,

Aaw =
[

Inaw
0

]

K1

Baw =
[

0 Inc

]

K1

Caw =
[

Inaw
0

]

Z2S
−1

Daw =
[

0 Inc

]

Z2S
−1

(4.25)

garante que o sistema em malha fechada éwell-posede:

1. As trajetórias são limitadas, permanecendo no elipsóideε (W−1, µ−1) para todo
ξ(0) ∈ ε (W−1, β), comβ = µ−1 − δ−1

2. ‖z‖2
2 ≤ γ‖w‖2

2 + γV (0)

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é local e assintoticamente
estável para todoξ(0) ∈ ε (W−1, µ−1)

A prova deste teorema apresenta a mesma seqüência de passos contidos na prova do
teorema 4.1.

Prova. SejaW = P−1. Como mostrado no teorema 4.1 a verificação de (4.16e) implica
queL̃ < 0, desde queξ ∈ S(u0). Tal fato verifica os itens 1, 2 e 3 do presente teorema.
Para fins de manipulação algébrica, multiplica-se (4.16e) em ambos os lados pela matriz:

BLKDG
([

W S Iq+r
])

e obtém-se:










sym
{

W (A + B1K1C)T
}

⋆ ⋆ ⋆

−S (B − B1K2)
T + GW ΣA0 ⋆ ⋆

BTw DT
c,w −Iq ⋆

CzW −DzS Dz,w −γIr











< 0 (4.26)

Desenvolvendo-se os termos de (4.26) e assumindo-seZ2 = K2S eY = GW , obtém-se
a expressão abaixo:









sym
{

WAT + B1K1CW
}

⋆ ⋆ ⋆

−SBT − ZT
2 B1 + Y ΣA0 ⋆ ⋆

BTw DT
c,w −Iq ⋆

CzW −DzS Dz,w −γIr









< 0 (4.27)
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Pelo lema 2.5, se a condição expressa pela LMI (4.17a) for verdadeira as trajetórias do
sistema em malha fechadaξ permanecem dentro do conjuntoS(u0). Então, para expressar
esta condição em termos da nova variávelW , multiplica-se (4.17a) em ambos os lados
pela matriz:

BLKDG
([

W 1
])

e obtém-se (4.24b). A LMI (4.24c) faz-se necessária para definir-se um conjunto de esta-
dos iniciais não vazio.

Uma vez obtida uma solução satisfatória para as matrizesW,K1, S, Z2, Y, µ e γ a
partir das definições em (4.11), obtém-se as matrizesAaw, Baw, Caw, Daw conforme
apresentado em (4.25).

A exemplo do corolário 4.1, o seguinte corolário estende o disposto no teorema 4.2
ao âmbito global, nos casos em que, em malha aberta, a origem da planta seja assintoti-
camente estável.

Corolário 4.2. Se existirem a matriz simétrica positiva definidaW ∈
ℜ(n+nc+naw)×(n+nc+naw), uma matriz diagonal positivaS ∈ ℜm×m, matrizesK1 ∈
ℜ(naw+nc)×(naw), Z2 ∈ ℜ(naw+nc)×m, e escalares reais positivosµ, γ verificando a inequa-
ção abaixo











sym
{

W (A + B1K1C)T
}

⋆ ⋆ ⋆

−SBT + ZT
2 BT1 + KW ΣA0 ⋆ ⋆

BTw DT
c,w −Iq ⋆

CzW −Dz Dz,w −γIr











< 0 (4.28)

então para qualquerw ∈ L2, o compensador (4.7) definido conforme (4.13e) garante que
o sistema em malha fechada éwell-posede:

1. As trajetórias são limitadas, para todoξ(0) ∈ ℜ(n+nc+naw), com qualquerw ∈ L2.

2. ‖z‖2
2 ≤ γ‖w‖2

2 + γV (0)

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é globalmente assintotica-
mente estável.

Como no corolário 4.1, basta considerarG = K. Note-se que neste caso,Y em (4.24a)
é aqui substituído porKW .

É importante destacar que o produtoB1K1CW em (4.27) e em (4.28) concentra a difi-
culdade do projeto por constituir-se de um termo bilinear emK1 eW . Assim esta restrição
torna-se uma BMI, e não pode ser otimizada globalmente, por não ser uma representa-
ção convexa. Utilizando-se diretamente estas condições, obtém-se resultados numéricos
através de esquemas de relaxação ao conjunto de inequações matriciais (4.24a)-(4.24b)-
(4.24c). Para maiores detalhes sobre esta técnica, vide (PAIM, 2003).

Como forma de contornar a impossibilidade da otimização global, o lema 2.2 - ou
como é conhecido, oLema de Finsler- mostra-se um importante instrumento algébrico
por representar uma inequação matricial de forma equivalente, mediante a inserção de
multiplicadores escalares ou matriciais. Aplicar o lema 2.2 ao problema em estudo per-
mitirá representar as BMIs (4.27) e (4.28) de formas equivalentes, e inserindo-se multipli-
cadores matriciais. Estes multiplicadores terão sua estrutura, quea priori é livre, fixada
para que o resultado final seja uma LMI. Assim, pode-se considerar-seK1 eW simul-
taneamente na busca de uma solução numérica e evitar-se esquemas de relaxação. Esta
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proposta será agora desenvolvida. A intenção é obter-se umarepresentação convexa do
problema de síntese de compensadores deanti-windupdinâmicos com ordem reduzida

O corolário seguinte é um resultado intermediário na busca da representação linear do
problema. Justifica-se por constituir-se em alternativa aoteorema 4.2 na otimização local.
O corolário 4.3 consiste em separar-se os termosK1 e W no bloco(1, 1) da inquação
(4.24a) mediante a adição de multiplicadores matriciais -J1 eJ2 - de ordem apropriada.

Corolário 4.3. Se existiremW = W T > 0 ∈ ℜ(n+nc+naw)×(n+nc+naw), uma matriz di-
agonal positivaS ∈ ℜm×m, matrizesK1 ∈ ℜ(naw+nc)×(naw), Y ∈ ℜm×(n+nc+naw), Z2 ∈
ℜ(naw+nc)×m, J1 ∈ ℜj1 eJ2 ∈ ℜj2; ondej1 = (n + nc + naw + m + q + r)× (naw + m + q + r)

e j2 = (naw + m + q + r) × (naw + m + q + r), e existirem escalares reais positivosµ, γ veri-
ficando (4.24b), (4.24c) e a inequação matricial abaixo,

[

M1 + sym{J1R̃} ⋆

MT
2 + J2R̃− JT1 −sym{J2}

]

< 0 (4.29a)

onde

M1 =









sym{AW} ⋆ ⋆ ⋆

−SBT + ZT
2 B1 + Y ΣA0 ⋆ ⋆

BTw −DT
c,w −Iq ⋆

CzW −Dz Dz,w −γIr









M2 =









B1K1 ⋆ ⋆ ⋆

0 0 ⋆ ⋆

0 0 0 ⋆

0 0 0 0









, R̃ =









CW ⋆ ⋆ ⋆

0 Im ⋆ ⋆

0 0 Iq ⋆

0 0 0 Ir









(4.29b)

então o controlador (4.7) definido em (4.25) garante o disposto nos itens 1, 2 e 3 do
Teorema 4.2.

Prova. Partindo-se de (4.24a), é possível reescrê-la no formato

M̃ = M1 + sym{M2R̃} < 0 (4.30a)

onde as matrizesM1,M2 e R̃ estão definidas em (4.29b). Seguindo um raciocínio se-
melhante ao feito em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr.; BENDER, 2006) para
sistemas de tempo discreto, representa-se (4.30a) na forma:

M̃ =
[

IA R̃T
]

[

M1 ⋆

MT
2 0

] [

IA
R̃

]

< 0 (4.30b)

Em (4.30b), a matrizIA apresenta dimensões apropriadas, neste caso de ordemn+ nc +
naw + m + q + r. Então, pelos itens 2 e 4 do lema de 2.2, existem matrizesJ1 e J2 de
dimensões apropriadas tais que 4.30a seja equivalente a:

[

M1 ⋆

MT
2 0

]

+ sym

{[

J1

J2

]

[

R̃ −IB
]

}

< 0 (4.30c)

onde a matrizIB também apresenta dimensões apropriadas, neste caso de ordem naw +
m+q+r. Verifica-se, então, que (4.30c) e (4.29a) são equivalentes. As demais disposições
deste corolário seguem a prova do Teorema 4.2.
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Como todos os desenvolvimentos com garantias locais de estabilidade foram estendi-
dos para o caso global, o corolário 4.4, a seguir enunciado, estende o anterior para o caso
em que a origem do sistema em malha aberta é globalmente estável.

Corolário 4.4. Se existirem a matriz simétrica positiva definidaW ∈
ℜ(n+nc+naw)×(n+nc+naw), uma matriz diagonal positivaS ∈ ℜm×m, matrizesK1 ∈
ℜ(naw+nc)×(naw), Z2 ∈ ℜ(naw+nc)×m, J1 ∈ ℜj1 eJ2 ∈ ℜj2 ; onde
j1 = (n + nc + naw + m + q + r) × (naw + m + q + r) e
j2 = (naw + m + q + r) × (naw + m + q + r), e existirem escalares reais positivosµ, γ verifi-
cando a inequação abaixo,

[

M3 + sym{J1R̃} ⋆

MT
2 + J2R̃− JT1 −sym{J2}

]

< 0 (4.31a)

onde

M3 =









sym{AW} ⋆ ⋆ ⋆

−SBT + ZT
2 B1 + KW ΣA0 ⋆ ⋆

BTw −DT
c,w −Iq ⋆

CzW −Dz Dz,w −γIr









M2 =









B1K1 ⋆ ⋆ ⋆

0 0 ⋆ ⋆

0 0 0 ⋆

0 0 0 0









, R̃ =









CW ⋆ ⋆ ⋆

0 Im ⋆ ⋆

0 0 Iq ⋆

0 0 0 Ir









(4.31b)

então para qualquerw ∈ L2, o compensador (4.7) definido conforme (4.13e) garante que
o sistema em malha fechada éwell-posede:

1. As trajetórias são limitadas, para qualquerw ∈ L2.

2. ‖z‖2
2 ≤ γ‖w‖2

2 + γV (0)

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é globalmente assintotica-
mente estável.

A extensão das condições para o caso global considera sempreG = K.
Como observado anteriormente, as condições para existência de um controlador de

ordem reduzida apresentavam termos bilineares. O mesmo diz-se dos corolários 4.3 e
4.4, bilineares emJ1R̃ eJ2R̃. A fim de obter-se uma representação completa em termos
de LMI, tão somente, será mostrado agora uma estrutura especial paraJ1 eJ2 que permite
a representação do problema apenas por LMIs.

Teorema 4.3. Se existiremW = W T > 0 ∈ ℜ(n+nc+naw)×(n+nc+naw), a matriz dia-
gonal positivaS ∈ ℜm×m, matrizesK1 ∈ ℜ(naw+nc)×(naw), Y ∈ ℜm×(n+nc+naw), Z2 ∈
ℜ(naw+nc)×m, J111 ∈ ℜ(n+nc+naw)×naw , J112 ∈ ℜ(n+nc+naw)×m, J113 ∈ ℜ(n+nc+naw)×q, J114

∈ ℜ(n+nc+naw)×r, J122 ∈ ℜm×m, J123 ∈ ℜm×q, J124 ∈ ℜm×r, J132 ∈ ℜq×m, J133 ∈ ℜq×q,

J134 ∈ ℜq×r, J142 ∈ ℜr×m, J143 ∈ ℜr×q, J144 ∈ ℜr×r, J212 ∈ ℜnaw×m, J213 ∈ ℜnaw×q,

J214 ∈ ℜnaw×r, J222 ∈ ℜm×m, J223 ∈ ℜm×q, J224 ∈ ℜm×r, J232 ∈ ℜq×m, J233 ∈ ℜq×q,

J234 ∈ ℜq×r, J242 ∈ ℜr×m, J243 ∈ ℜr×q, J244 ∈ ℜr×r e escalares reais positivosµ, γ
verificando as LMIs (4.24b), (4.24c) e,

JT111CT + CJ111 < 0 (4.32a)
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com o resultadoJ111 empregado em,

[

Υ1 ⋆

Υ2 Υ3

]

< 0 sendo,

Υ1 =









Υ11 ⋆ ⋆ ⋆

Υ12 ΣA0 + sym{J122} ⋆ ⋆

Υ13 DT
c,w + J132 + JT123 −Iq + sym{J112} ⋆

Υ14 −Dz + J142 + JT124 Dz,w + J143 + JT134 Υ15









Υ11 = sym{(A + J111C)W}
Υ12 = −SBT + Z2BT1 + Y + JT112
Υ13 = BTw + JT113
Υ14 = CzW + JT114
Υ15 = −γIr + sym{J144}

Υ2 =









KT
1 BT1 + CW − JT111 +J212 +J213 +J214

−JT112 J222 − JT122 J233 − JT132 J224 − JT142
−JT113 J223 − JT123 J233 − JT133 J234 − JT143
−JT114 J224 − JT124 J233 − JT134 J244 − JT144









Υ3 =









−2Inaw ⋆ ⋆ ⋆

−JT212 −sym{J222} ⋆ ⋆

−JT213 −J212 − JT212 sym{J233} ⋆

−JT214 −J212 − JT212 −J212 − JT212 sym{J244}









(4.32b)

então o controlador (4.7) definido em (4.25) garante o disposto nos itens 1, 2 e 3 do
Teorema 4.2.

Prova. Desenvolvendo-se a expressão (4.29a) obtém-se,

M̃F =

























sym{AW} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

−SBT + Z2BT1 + Y ΣA0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

BTw DT
c,w −Iq ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

CzW −Dz Dz,w −γIr ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

KT
1 BT1 0 0 0 0 ⋆ ⋆ ⋆

0 0 0 0 0 0 ⋆ ⋆

0 0 0 0 0 0 0 ⋆

0 0 0 0 0 0 0 0

























+sym







































































J111CW J112 J113 J114 −J111 −J112 −J113 −J114

J121CW J122 J123 J124 −J121 −J122 −J123 −J124

J131CW J132 J133 J134 −J131 −J132 −J133 −J134

J141CW J142 J143 J144 −J141 −J142 −J143 −J144

J211CW J212 J213 J214 −J211 −J212 −J213 −J214

J221CW J222 J223 J224 −J221 −J222 −J223 −J224

J231CW J232 J233 J234 −J231 −J232 −J233 −J234

J241CW J242 J243 J244 −J241 −J242 −J243 −J244







































































(4.33a)
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ou seja,

M̃F =

[

Θ1 ⋆

Θ2 Θ3

]

< 0

Θ1 =









Θ11 ⋆ ⋆ ⋆

Θ12 ΣA0 + sym{J122} ⋆ ⋆

Θ13 DT
c,w + J132 + JT123 −Iq + sym{J133} ⋆

Θ14 −Dz + J142 + JT124 Dz,w + J143 + JT134 Θ15









Θ11 = sym{(A + J111C)W}
Θ12 = −SBT + Z2BT1 − Y + J121CW + JT112
Θ13 = BTw + J131CW + JT113
Θ14 = CzWJ141CW + JT114
Θ15 = −γIr + sym{J144}

Θ2 =









KT
1 BT1 + J211CW − JT111 J212 − JT121 J213 − JT131 J214 − JT141
J221CW − JT112 J222 − JT122 J223 − JT132 J224 − JT142
J231CW − JT113 J232 − JT123 J233 − JT133 J234 − JT143
J241CW − JT114 J242 − JT124 J243 − JT134 J244 − JT144









Θ3 =









−sym{J211} −J212 − JT221 −J213 − JT231 −J214 − JT241
−J221 − JT212 −sym{J222} −J223 − JT232 −J224 − JT242
−J231 − JT213 −J232 − JT223 −sym{J233} −J234 − JT243
−J241 − JT214 −J242 − JT224 −J243 − JT234 −sym{J244}









(4.33b)
SeJij1 = 0, i = 1, 2; j = 2, 3, 4 e J211 = Inaw

, compondo a seguinte estrutura nos
multiplicadores:

J1 =









J111 J112 J113 J114

0 J122 J123 J124

0 J132 J133 J134

0 J142 J143 J144









, J2 =









Inaw
J212 J213 J214

0 J222 J223 J224

0 J232 J233 J234

0 J242 J243 J244









então (4.33b) torna-se (4.32b). As demais disposições seguem a prova do Teorema 4.2.
A LMI (4.32a) tem como objetivo evitar a determinaçãoa priori deJ111. Note-se que

J111 aparece não-linearmente no termo sym{(A + J111C)W} em (4.33b). Considere-se
J111 composto porJ1111 ∈ ℜn×naw , J1112 ∈ ℜnc×naw , J1113 ∈ ℜnaw×naw , da seguinte

forma:J111 =





J1111

J1112

J1113



. Desenvolvendo-seA + J111C, tem-se:





A+B∆DcCy B∆Cc 0
Bc∆̄Cy Ac +BcDy∆Cc 0

0 0 0



 +





J1111

J1112

J1113





[

0 0 Inaw

]

=

[

A 0
0 J1113

]

Como os autovalores de(A + J111C) correspondem a união dos espectros deA e deJ1113 ,
e por definiçãoA é estável,A será negativa definida se e somente se o espectro deJ1113

estiver contido emC−, o que é garantido por (4.32a).

Estendendo as condições do Teorema 4.3 para garantir a estabilidade global da origem
de (4.12) em malha fechada, tem-se o seguinte corolário.

Corolário 4.5. Se existiremW = W T > 0 ∈ ℜ(n+nc+naw)×(n+nc+naw), a matriz dia-
gonal positivaS ∈ ℜm×m, matrizesK1 ∈ ℜ(naw+nc)×(naw), Z2 ∈ ℜ(naw+nc)×m, J111 ∈
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ℜ(n+nc+naw)×naw , J112 ∈ ℜ(n+nc+naw)×m, J113 ∈ ℜ(n+nc+naw)×q, J114

∈ ℜ(n+nc+naw)×r, J122 ∈ ℜm×m, J123 ∈ ℜm×q, J124 ∈ ℜm×r, J132 ∈ ℜq×m, J133 ∈ ℜq×q,

J134 ∈ ℜq×r, J142 ∈ ℜr×m, J143 ∈ ℜr×q, J144 ∈ ℜr×r, J212 ∈ ℜnaw×m, J213 ∈ ℜnaw×q,

J214 ∈ ℜnaw×r, J222 ∈ ℜm×m, J223 ∈ ℜm×q, J224 ∈ ℜm×r, J232 ∈ ℜq×m, J233 ∈ ℜq×q,

J234 ∈ ℜq×r, J242 ∈ ℜr×m, J243 ∈ ℜr×q, J244 ∈ ℜr×r e escalares reais positivosµ, γ,
verificando a LMI (4.32a), com o resultado aplicado em

[

Ω1 ⋆

Ω2 Ω3

]

< 0

Ω1 =









ι1 ⋆ ⋆ ⋆

ι2 ΣA0 + sym{J122} ⋆ ⋆

ι3 DT
c,w + J132 + JT123 −Iq + sym{J112} ⋆

ι4 −Dz + J142 + JT124 Dz,w + J143 + JT134 ι5









ι1 = sym{(A + J111C)W}
ι2 = −SBT + ZT

2 BT1 + KW + JT112
ι3 = BTw + JT113
ι4 = CzW + JT114
ι5 = −γIrsym{J144}

Ω2 =









KT
1 BT1 + CW − JT111 +J212 +J213 +J214

−JT112 J222 − JT122 J233 − JT132 J224 − JT142
−JT113 J223 − JT123 J233 − JT133 J234 − JT143
−JT114 J224 − JT124 J233 − JT134 J244 − JT144









Ω3 =









−2Inaw
⋆ ⋆ ⋆

−JT212 −sym{J222} ⋆ ⋆

−JT213 −J212 − JT212 sym{J233} ⋆

−JT214 −J212 − JT212 −J212 − JT212 sym{J244}









(4.34)

então o controlador (4.7) definido em (4.25) garante o disposto nos itens 1 e 2 do corolá-
rio 4.4.

A prova deste, imita a prova do corolário 4.4.

Expressar as condições suficientes relativas à estabilidade e desempenho do sistema
em forma de LMI exigiu a representação das condições primeiramente obtidas em uma
forma equivalente através do lema de Finsler, e a posterior fixação de uma estrutura para
seus multiplicadores, suprimindo graus de liberdade. A solução do problema expresso por
LMIs é uma forma apropriada para inicializar-se algoritmosde solução do mesmo pro-
blema expresso por BMIs - como o teorema 4.2 e o corolário 4.2.Além da sensibilidade
à inicialização dos algoritmos para solução de BMIs, a relaxação da condições bilineares
em (4.24a) e (4.29a), por exemplo, requer a escolha inicial da matrizW ou deK1 que
respeitem a todas as suas restrições. TantoW comoK1 são matrizes chave na solução do
problema, poisW vincula-se à função de Liapunov usada para garantir a estabilidade da
origem, eK1 define a dinâmica do compensadoranti-windup, objeto da síntese. Logo,
a escolha inicial quer deW , quer deK1 não é trivial. Assim posto, a solução prévia
de uma LMI possibilita valores seguramente satisfatórios de ambas matrizes para iniciar
algum algoritmo de otimização sob restrições expressas porBMIs, o que potencialmente
melhora os resultados obtidos com as LMIs.
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4.5 Problemas de Otimização

As condições nos teorema 4.1, corolário 4.1, teorema 4.3, e corolário 4.5 são LMIs.
Então, se um critério linear é usado, um ótimo global pode serobtido. As condições no
teorema 4.2, e corolários 4.2, 4.3 e 4.4 são BMIs. Mediante esquemas de relaxação é
também possível otimizar-se critérios lineares. A relaxação é obtida fixando-se uma das
variáveis de uma expressão bilinear e resolvendo-se a LMI resultante. A variável livre
é fixada no valor encontrado, e a anteriormente pré-fixada é deixada livre em uma nova
iteração. Repete-se este processo até a satisfação de algumcritério de parada. Esquemas
assim descritos são empregados em (GOMES DA SILVA Jr. et al.,1997), (GOMES DA
SILVA Jr.; TARBOURIECH, 2001) e (PAIM, 2003), vide algoritmo 5.2, página 79.

O objetivo desta seção é a síntese de compensadores baseadosem dois critérios: a
maximização da perturbação admissível - Tolerância à Perturbação - e a minimização
do ganhoL2 entre a perturbação e a saída reguladaz - Rejeição à Perturbação. Por
simplicidade, em ambos os casos considerar-se-áξ(0) = 0, o que implica que o sistema
está em equilíbrio no instante inicial.

4.5.1 Tolerância à Perturbação

A suposiçãoξ(0) = 0 tornaµ−1 = δ−1. A idéia então é minimizarµ, o que maximiza
o limite da perturbação. Sew = 0, adicionalmente, obtém-se a solução para o problema
de maximização da região de atração da origem em malha fechada. Note que, este pro-
blema só faz sentido quando a estabilidade em âmbito global não está sendo considerada.
Para os teoremas e corolários enunciados aqui, a máxima tolerância à perturbação é obte-
nível como segue
Para o teorema 4.1:

minµ
sujeito a (4.13a), (4.13b) e (4.13c)

(4.35)

Para o teorema 4.3:

minµ
sujeito a (4.32a) seguido de (4.32b), (4.24b) e (4.24c)

(4.36)

Para o teorema 4.2:

1. EncontrarK1 tal que(A + B1K1C) ⊂ C−.

2. Substitui-se o valor deK1 obtido em 1 nas inequações propostas.

3. Efetue-se
minµ

sujeito a (4.24a), (4.24b), (4.24c)
(4.37)

4. A matrizW é substituída nas inequações pelo valor obtido em 3. As demais variá-
veis são mantidas.

5. Efetue-se
minµ

sujeito a (4.24a), (4.24b), (4.24c)
(4.38)

6. A matrizK1 é substituída nas inequações pelo valor obtido em 5. As demais variá-
veis são mantidas.
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7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada torne-se verdadeiro.

O algoritmo proposto tem como grande dificuldade sua inicialização, uma vez que
envolve uma estimativa de parte do compensador que o algoritmo visa determinar. Um
modo possível de inicializar-seK1 é através do resultado obtido com o teorema 4.3. A
vantagem desta escolha está na garantia de queK1 atenda a todas as restrições impostas
pelo teorema 4.2, uma vez que todas as soluções que satisfazem as condições do teorema
4.3, satisfazem também as do teorema 4.2.

4.5.2 Rejeição à Perturbação

A consideraçãoξ(0) = 0 torna
√
γ o limite para o máximo do ganhoL2 dew paraz.

Ao contrário da tolerância, a rejeição à perturbação é passível de otimização independente
do âmbito da estabilidade da origem do sistema em malha fechada - local ou global.
Assumindo-se queδ−1 é fornecido, o seguinte problema pode ser abordado em cada um
dos teoremas e corolários.
Para o teorema 4.1:

minγ
sujeito a (4.13a), (4.13b) e (4.13c)

(4.39)

Para o corolário 4.1:
minγ

sujeito a (4.23a)
(4.40)

Para o teorema 4.3:

minγ
sujeito a (4.32a) seguido de (4.32b), (4.24b) e (4.24c)

(4.41)

Para o corolário 4.5:
minγ

sujeito a (4.32a) seguido de (4.34)
(4.42)

Para o teorema 4.2:

1. SejaK1 definido a partir da condição sym{A + B1K1C} < 0.

2. Substitui-se o valor deK1 obtido em 1 nas inequações propostas.

3. Efetue-se
minγ

sujeito a (4.24a), (4.24b), (4.24c)
(4.43)

4. A matrizW é substituída nas inequações pelo valor obtido em 3. As demais variá-
veis são mantidas.

5. Efetue-se
minγ

sujeito a (4.24a), (4.24b), (4.24c)
(4.44)

6. A matrizK1 é substituída nas inequações pelo valor obtido em 5. As demais variá-
veis são mantidas.

7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada torne-se verdadeiro.
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Aqui novamente, a inicialização concentra a grande dificuldade em aplicar-se este algo-
ritmo. Mais uma vez, sugere-se obterK1 a partir do problema formulado para o teorema
4.3.
Para o corolário 4.2:

1. SejaK1 definido a partir da condição sym{A + B1K1C} < 0.

2. Substitui-se o valor deK1 obtido em 1 nas inequações propostas.

3. Efetue-se
minγ

sujeito a (4.28)
(4.45)

4. A matrizW é substituída nas inequações pelo valor obtido em 3. As demais variá-
veis são mantidas.

5. Efetue-se
minγ

sujeito a (4.28)
(4.46)

6. A matrizK1 é substituída nas inequações pelo valor obtido em 5. As demais variá-
veis são mantidas.

7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada torne-se verdadeiro.

4.6 Exemplos Numéricos

Esta seção exemplifica alguns métodos desenvolvidos neste capítulo e os problemas
de otimização da seção anterior. De forma ilustrativa o segundo exemplo numérico de
(GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2005) é utilizado. Nele,um controlador
linear é sintetizadoa priori para garantir a estabilidade da origem do sistema em malha
aberta, desconsiderando-se a saturação do atuador em amplitude. A partir deste exemplo,
um compensadoranti-windupserá sintetizado para garantir a estabilidade da origem do
sistema em malha fechada, e resolver o problema da máxima tolerância à perturbação
para este exemplo.

Considere-se a seguinte planta:































ẋ =

[

.1 −.1

.1 −3

]

x+

[

5 0
0 1

]

u+

[

.09501

.02311

]

w

y =

[

1 0
0 1

]

x

z =

[

1 0
0 1

]

x

(4.47a)

Neste modelo a matrizBw não consta no exemplo original referido, pois este não
considera perturbações. As saídas mediday e controladaz são idênticas por simplicidade,
uma vez que o problema original em (GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2005)
apresenta apenas uma única saída.

Observe-se que os autovalores desta planta sãoλ1 = .096771 eλ2 = −2.996771. Para
que a origem deste sistema seja estável e a saída apresente umdesempenho satisfatório,
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foi projetado o seguinte controlador:















ẋc =

[

−171.2 27.2
−68 −626.8

]

xc +

[

−598.2 5.539
−4.567 149.8

]

uc

vc =

[

.146 .088
−6.821 −5.67

]

x

(4.47b)

A interligação entre (4.47a) e (4.47b) dá-se medianteu = satu0(vc) e uc = y, e éwell-
posedpois o sistema é estritamente próprio.

O controlador acima descrito não considera qualquer não-linearidade no atuador. A
planta aceita entradas restritas em aplitude pelo vetoru0 =

[

5 2
]T

.
Neste sistema aplicou-se os métodos de síntese deanti-windupde ordem plena e re-

duzida. Simulações feitas no ambienteSimulinkdo Matlab 3 exibem o comportamento
do sistema sob cada método.

4.6.1 Simulação com o CompensadorAnti-windup de Ordem Plena

Para o sistema (4.47a)-(4.47b), determinou-se um compensadoranti-windupde ordem
plena. A planta foi sujeita à uma perturbação de normaL2 igual a556.85, cuja manifes-
tação durou5 segundos. A perturbação escolhida teve esta forma por representar eventos
externos a que os sistemas físicos sujeitam-se, especialmente manutenções preventivas de
sistemas de missão crítica, onde os estados do sistema são levados a um novo equilíbrio
durante a presença da perturbação.

O seguinte conjunto de matrizes foi obtido:

Aaw = 1.0 × 104









−0.0003 0.0660 0.1347 −1.0284
0.0000 0.0183 0.0475 −0.3974
−0.0001 0.0100 0.0315 −0.5512
−0.0000 0.0040 0.0094 −0.1124









Baw = 1.0 × 104









−6.0711 0.0343
−1.9185 0.0051
−0.6575 0.0105
−0.3661 0.0023









Caw =

[

−0.0660 −16.9658 −21.7000 180.1890
−0.0451 −11.8255 −20.6636 132.4550

]

Daw =

[

929.1781 −2.1786
282.6055 −2.0875

]

(4.47c)

As figuras 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 ilustram respectivamente os gráficos obtidos para a
saída controladaz, a entrada de controleu, a perturbaçãow, a compensaçãoanti-windup
yaw e a saída do controladoryc. Observe-se a saturação deu2(t) na figura 4.3.

4.6.2 Síntese de CompensadorAnti-windup de Ordem Reduzida

O mesmo foi feito para a compensação de ordem reduzida. Nestecaso a ordem do
compensador foi a metade da do de ordem plena. A planta foi sujeita à uma perturbação
de normaL2 igual a550.13, igualmente atuando à entrada da planta por 5 segundos.

3SimulinkeMatlabsão marcas registradas da Mathworks
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Figura 4.4: Sinalw - Ordem Plena
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Figura 4.5: Sinalyaw - Ordem Plena

O seguinte conjunto de matrizes foi obtido:

Aaw = 1.0 × 103

[

−4.0126 0
0 −4.0126

]

Baw = 1.0 × 103

[

−4.0126 0
0 −4.0126

]

Caw =

[

0 0
0 0

]

Daw =

[

918.8485 −3.0146
341.8372 −1.8447

]

(4.47d)

As figuras 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 ilustram respectivamente os gráficos obtidos para a
saída controladaz, a entrada de controleu, a perturbaçãow, a compensaçãoanti-windup
yaw e a saída do controladoryc. Observe-se a saturação deu2(t) na figura 4.8.

Finalmente, uma tabela mostra o compromisso entre os problemas de minimizarµ eγ
nos teoremas 4.1 e 4.3. A variávelµ nestes teoremas corresponde ao inverso do quadrado
da máxima normaL2 de uma perturbação tolerável pelo sistema quando inicializado na
origem. A variávelγ, por sua vez, corresponde ao quadrado do limitante superiorao
ganhoL2 garantido à pertubação à saída controlada.
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Figura 4.7: Sinalz - Ordem Reduzida

Na tabela 4.6 é possível observar otrade-off entre tolerância e atenuação da pertur-
bação. À medida queµ aumenta, ou seja, a tolerância à perturbação diminui, a atenução
que o sistema aplica à perturbação cresce.
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Figura 4.8: Sinalu - Ordem Reduzida

Tabela 4.1:Trade-offTolerância× Atenuação para a perturbação externa.
Ordem Plena Ordem Reduzida
µ γ µ γ

3.22 × 10−6 3.83 × 101 3.30 × 10−6 2.01 × 104

3.25 × 10−6 2.04 × 101 3.30 × 10−6 3.86 × 102

3.29 × 10−6 9.96 × 100 3.47 × 10−6 3.72 × 100

3.32 × 10−6 6.46 × 100 3.51 × 10−6 3.04 × 100

3.39 × 10−6 3.64 × 100 3.90 × 10−6 8.75 × 101

4.30 × 10−6 3.79 × 10−1 5.20 × 10−6 1.77 × 101

6.45 × 10−6 7.18 × 10−2 1.04 × 10−5 5.00 × 102

1.29 × 10−5 4.95 × 10−2 4.16 × 10−5 4.95 × 102
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Figura 4.9: Sinalw - Ordem Reduzida
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Figura 4.10: Sinalyaw - Ordem Reduzida
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5 SÍNTESE DE CONTROLADORES DINÂMICOS

5.1 Introdução

A filosofia doanti-windupem sistemas lineares pressupõe que planta e controlador
nominal - que despreza eventuais não-linearidades - sejam dadosa priori, cabendo ao
compensadoranti-windupo tratamento dos efeitos indesejáveis manifestos pelas não-
linearidades intrínsecas à planta. O capítulo anterior seguiu esta idéia propondo métodos
para a síntese de compensadores dinâmicos de ordemn+nc e inferiores a esta, onde o si-
nal de controle era limitado em amplitude com limites simétricos. Neste capítulo resolve-
remos o problema de controle sujeito a restrições segundo a abordagem da síntese direta.
Nesta abordagem, o controlador é sintetizado simultaneamente a laçosanti-windup. Adi-
cionalmente, considerar-se-á o sistema sujeito a um atuador apresentando limitações em
amplitude e taxa de variação. Os limites de taxa de variação também serão considerados
simétricos.

De modo a lidar com esta restrição adicional, será proposto um controlador dinâmico
não-linear, composto por um compensador linear clássico emcascata com um integrador
com entrada saturante. Dois laços estáticos deanti-winduppermitirão graus de liberdade
adicionais à sintese.

5.2 Definição do Problema

A planta em estudo pode ser modelada a partir do equilíbrio como mostrado em (4.1),
por conveniência abaixo repetido.







ẋ = A x+B u+Bw w

y = Cy x+Dy u+Dy,w w

z = Cx x+Dz u+Dz,w w

Também é sujeita a perturbações externas limitadas em normaL2, conforme (4.2). Supõe-
se que a planta terá sua entrada de controleu limitada em amplitude e taxa de variação da
seguinte forma:

−u0(i)
≤ u(i) ≤ u0(i)

−uR(i)
≤ u̇(i) ≤ uR(i)

}

i = 1, · · · , m (5.1)

ondeu0 representa a magnitude máxima do sinal de controle, euR, de sua taxa de vari-
ação. Supõe-se que apenas a saíday está disponível para medição. O objetivo, então, é
dimensionar um controlador dinâmico estabilizante.

De modo a lidar-se com as restrições do sistema, considera-se o seguinte controlador
não-linear de ordemm+2m, composto por um controlador dinâmico clássico em cascata



60

−+

Ec

DINÂMICO

COMPENSADOR

Fc

−+

PLANTAINTEGRADOR
yuv

y_c
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Figura 5.1: Topologia de malha fechada proposta

comm integradores de entrada saturante, e dois laçosanti-windup, conforme ilustrado em
5.1. Tal estrutura foi proposta em (GOMES DA SILVA Jr. et al.,2005), no contexto de
sistema de tempo discreto. A representação em espaço de estados do controlador proposto
é a seguinte.







































ẋc = Acxc +Bc

[

y

vψ

]

+ Ecψu0(vψ) + FcψuR
(yc) +Bc,ww

yc = Ccxc +Dc

[

y

vψ

]

+Dc,ww

v̇ = satR(yc) +Bv,ww

vc = v +Dv,ww

vψ = v +Dψ,ww

(5.2)

Tem-sexc ∈ ℜn+m, yc ∈ ℜm como seus respectivos vetores estado e saída. As matrizes
Bc,w, Dc,w são reais, constantes, de dimensões apropriadas e conhecidasa priori. A en-
trada do controlador é representada por um vetor composto pela saída mediday e um sinal
realimentadovψ, discutido a seguir. A saídayc corresponde à taxa de variação calculada
para o sinal de controle, livre de saturação.

O controlador não age sobre a planta, senão através de um atuador. Os limites deste
são determinados por suas propriedades físicas e natureza do processo. Enquanto os si-
nais de controle são tipicamente eletro-eletrônicos, o atuador apresenta em sua saída -
eventualmente - sinais de natureza distinta, de difícil medição. O efeito da saturação da
taxa de variação e amplitude é realimentado no compensador dinâmico através dos sinais
ψuR

(yc) eψu0(vψ), respectivamente. Isto é feito através de matrizes de ganhoestáticoFc e
Ec, conforme mostra a figura 5.1. Como definido em (2.3c), a compensaçãoanti-windup
exige o conhecimento da taxa de variação e amplitude do sinalde controle aplicado à
planta (ou seja, à saída do controlador). Se as saturações emtaxa de variação e amplitude
do atuador estiverem modeladas no próprio controlador, o sinal de controlede factopode
ser estimado quando inviável for medi-lo. A estrutura do controlador proposto, inclui em
seu modelo a a representação dos limites do atuador considerados, amplitude e taxa de
variação. Esta representação, através das duas saturaçõessimétricas que o modelo do con-
trolador dinâmico contempla, permite determinar se os limites físicos do atuador foram
excedidos, ou não.

A saída do controladorvc pode eventualmente apresentar a ação de alguma perturba-
ção externa, uma vez quew pode, sem prejuízo das equações, ser uma matrizq× l, sendo
cada coluna uma perturbação independente. A reprodução devc implica no conhecimento
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de parâmetros desta perturbação. A reprodução dev dispensa tal necessidade. As esti-
mativas dev poderão da mesma forma estarem sujeitas ao efeito de alguma perturbação,
incerteza ou erros de medida assim modelados. Prevendo-se esta situação, existevψ, que
considera uma matrizDψ,w para acoplar a perturbação e representar seus efeitos.

No caso em quevc pode ser medido e as incertezas e perturbações manifestas no
interior do controlador são desprezíveis, faz-sevc = vψ medianteDv,w = Dψ,w. Sevc
não for mensurável e da mesma forma o controlador não estiversujeito a perturbações
ou incertezas relevantes tem-seDψ,w = 0, o que tornavψ = v. Se a perturbação for
desprezível, as matrizes de acoplamento dew podem ser desconsideradas, e tem-sevc =
vψ = v, o que consitui-se o caso ideal. O modelo proposto possibilita que os resultados
obtidos sejam válidos para todas estas possibilidades.

A partir deyc evψ, determina-se as respectivas funçõesψuR
(yc) eψu0(vψ). Estas me-

diante os respectivos ganhosFc eEc, realimentam o compensador dinâmico, completando
a malha de controle da saída da planta.

Finalmente, a estrutura do controlador garante que a restrição de taxa de variação do
atuador não é violada. Pelo lema 2.6 a saturação com os limites da taxa de variação do
atuador aplicada ayc garante quevc tenha uma taxa de variação que não exceda estes
limites.

As matrizesAc, Bc, Cc, Dc, Ec, Fc são reais, constantes e de dimensões apropriadas.
Métodos para sua síntese serão propostos e desenvolvidos neste capítulo.

5.3 O Sistema em Malha Fechada

Desenvolvendo-se os termos das equações da seção anterior,temos que:

ẋ = Ax+Bsatu0(vc) − Bvc +Bvc +Bww

= Ax− Bψu0(vc) +Bvc +Bww

= Ax− Bψu0(vc) +B (v +Dv,ww)Bww

= Ax+Bv − Bψu0(vc) + (Bw +BDv,w)w

y = Cyx+Dysatu0(vc) +Dy,ww

= Cyx+Dysatu0(vc) −Dyvc +Dyvc +Dy,ww

= Cyx−Dyψu0(vc) +Dy (v +Dv,ww) +Dy,ww

= Cyx+Dyv −Dyψu0(vc) + (Dy,w +DyDv,w)w

ẋc = Acxc +Bc

[

Cyx+Dyv −Dyψu0(vc) + (Dy,w +DyDv,w)w
v +Dψ,ww

]

+Ecψu0(vψ) + FcψuR
(yc) +Bc,ww

= Bc

([

Cy Dy

0 Im

] [

x

v

]

−
[

Dy

0

]

ψu0(vc) +

[

Dy,w +DyDv,w

Dψ,w

]

w

)

+Acxc + Ecψu0(vψ) + FcψuR
(yc) +Bc,ww

yc = Dc

[

Cyx+Dyv −Dyψu0(vc) + (Dy,w +DyDv,w)w
v +Dψ,ww

]

+Ccxc +Dc,ww

= Dc

([

Cy Dy

0 Im

] [

x

v

]

−
[

Dy

0

]

ψu0(vc) +

[

Dy,w +DyDv,w

Dψ,w

]

w

)

+Ccxc +Dc,ww
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v̇ = satuR
(yc) +Bv,ww

= satuR
(yc) − yc + yc +Bv,ww

= Dc

([

Cy Dy

0 Im

] [

x

v

]

−
[

Dy

0

]

ψu0(vc) +

[

Dy,w +DyDv,w

Dψ,w

]

w

)

+Ccxc +Dc,ww − ψuR
(yc) +Bv,ww

Considerando-se as matrizes abaixo relacionadas,

A =

[

A B

0 0

]

B =

[

0
Im

]

Cy =

[

Cy Dy

0 Im

]

Dy =

[

Dy

0

]

Cz =
[

Cz Dz

]

B1 =

[

B

0

]

Cz =
[

Cz 0
]

B2 =

[

0
Ec

] (5.3a)

A =

[

A + BDcC BCc
BcC Ac

]

B1 =

[

B1 + BDcDy

BcDy

]

BR =

[

−B

Fc

]

Dy,w =

[

Dy,w +DyDv,w

Dψ,w

]

Bw =

[

Bw +BDv,w

Bv,w +Dc,w

]

Bw =

[

Bw

Bc,w

]

Bc,w = (Bc,w +BcDy,w) K =
[

DcCy Cc
]

K =
[

K 0
]

Dz,w = (Dz,w +DzDv,w) L =
[

0 Im
]

L =
[

L 0
]

Dc,w = (Dc,w +DcDy,w) Dv,w = Dv,w = Dv,w Dy = Dy

Dψ,w = Dψ,w = Dψ,w Dz = Dz = Dz Dz,w = Dz,w

Dc,w = Dc,w, Dz,w = Dz,w

e o seguinte vetor de estados:

ξ =
[

xT vT xTc
]T

(5.3b)

Verifica-se, então, a possibilidade de representar-se o sistema em malha fechada pelas
seguintes equações:

ξ̇ = Aξ − B1ψu0(vc) + B2ψu0(vψ) + BRψuR
(yc) + Bww

z = Czξ −Dzψu0(vc) + Dz,ww
(5.3c)

5.4 Resultados Principais

Esta seção apresenta em forma de teoremas e corolários, seguidos de suas respectivas
provas, os métodos para a obtenção das matrizesAc, Bc, Cc, Dc, Ec eFc, necessárias na
definição do controlador dinâmico proposto.

Teorema 5.1.Se existem matrizes simétricas positivas definidasX ∈ ℜ(n+m)×(n+m), Y

∈ ℜ(n+m)×(n+m), matrizes diagonais positivasS1 ∈ ℜm×m, S2 ∈ ℜm×m, SR ∈ ℜm×m,
matrizesÂ ∈ ℜ(n+m)×(n+m), B̂ ∈ ℜ(n+m)×(p+m), Ĉ ∈ ℜm×(n+m), D̂ ∈ ℜm×(p+m), F1 ∈
ℜm×(n+m), F2 ∈ ℜm×(n+m), FR ∈ ℜm×(n+m), G11 ∈ ℜm×(n+m), G21 ∈ ℜm×(n+m), GR1 ∈
ℜm×(n+m), N ∈ ℜ(n+m)×(n+m), Q1 ∈ ℜm×(n+m), Q2 ∈ ℜm×(n+m), e escalares reais posi-
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tivosµ, γ, verificando as inequações matriciais abaixo relacionadas,





















ΣB1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Â ΣB4 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

ΣB2 ΣB5 −2S1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

F2 Q1 0 −2S2 ⋆ ⋆ ⋆

FR − SRB
T Q2 −D̂DyS1 0 −2SR ⋆ ⋆

ΣB3 ΣB6 D
T
v,w D

T
ψ,w ΣB7 −Iq ⋆

CzX Cz −DzS1 0 0 Dz,w −γIr





















< 0

ΣB1 = sym{AX + BĈ} ΣB5 = G11 − S1B
T
1 Y − S1D

T
y B̂

T

ΣB2 = F1 − S1B
T
1 − S1D

T
y D̂

T
B
T ΣB6 = B

TY +BT
c,wN

T + D
T
y,wB̂

T

ΣB3 = B
T
w + D

T
y,wD̂

T
B
T ΣB7 = DT

c,w + D
T
y,wD̂

T

ΣB4 = sym{YA + B̂Cy}
(5.4a)





X ⋆ ⋆

In+m Y ⋆

L(i)X − F1(i)
L(i) −G11(i)

µu2
0(i)



 > 0





X ⋆ ⋆

In+m Y ⋆

L(i)X − F2(i)
L(i) −G21(i)

µu2
0(i)



 > 0





X ⋆ ⋆

In+m Y ⋆

Ĉ(i) − FR(i)
D̂(i)Cy −GR1(i)

µu2
R(i)



 > 0



























































, i = 1, · · · , m (5.4b)

δ − µ > 0 (5.4c)

sym{N} > 0 (5.4d)

então o controlador (4.4), com

F T
c = S−1

R

(

Q2 −GR1 + SRB
TY

)

N−T

ET
c = S−1

2 (Q1 −G21)N
−T

Dc = D̂

Cc =
(

Ĉ − D̂CyX
)

M−T ,MT = N−1 (In+m − Y X)

Bc = N−1
(

B̂ − YBD̂
)

Ac = N−1
(

Â− YAX − YBĈ −NBcCyX − A
T −C

T
y D̂

T
B
T
)

M−T

(5.4e)

garante que o sistema em malha fechada éwell-posede:

1. As trajetórias são limitadas, permanecendo no elipsóideε (P, µ−1) para todoξ(0) ∈
ε (P, β), comβ = µ−1 − δ−1, ∀ ‖w‖2

2 ≤ 1
δ
;

2. ‖z‖2
2 ≤ γ‖w‖2

2 + γV (0), V (x) = xTPx;

3. quandow = 0, a origem do sistema em malha fechada é localmente assintotica-
mente estável para todoξ(0) ∈ ε (P, µ−1).

ondeP é determinado por (5.5) eM é definida segundo:

M = (In+m − Y X)T N−T (5.4f)
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A prova deste teorema segue uma seqüência de passos similar aempregada na prova
do teorema 4.1.

Prova. As matrizes abaixo são redefinidas para adequarem-se à configuração distinta
deste sistema. Sejam, pois:

P =

[

Y ⋆

NT •

]

, P−1 =

[

X ⋆

MT •

]

,Π =

[

X In+m

MT 0

]

(5.5)

Este sistema apresenta três não-linearidades:ψu0(vc), ψu0(vψ) eψuR
(yc). Aplicando-se o

lema 2.1, seguindo a justificativa em torno da equação (4.16b), as seguintes condições de
setor podem ser estabelecidas para estas não-linearidades, respectivamente.

ψu0(vc)
TT1

(

ψu0(vc) −
[

G1 Dv,w

]

[

ξ

w

])

≤ 0 (5.6a)

ψu0(vψ)TT2

(

ψu0(vψ) −
[

G2 Dψ,w

]

[

ξ

w

])

≤ 0 (5.6b)

ψuR
(yc)

TTR



ψuR
(yc) −

[

GR −DcDy Dc,w

]





ξ

ψu0(vc)
w







 ≤ 0 (5.6c)

Como visto no capítulo anterior, a validade das mesmas requer ξ simultaneamente per-
tencente aos seguintes conjuntos:

S1 (u0)
△
=

{

ξ ∈ ℜ2(n+m) |
∣

∣L(i)ξ −G1(i)
ξ
∣

∣ ≤ u0(i)
, i = 1, · · · , m

}

S2 (u0)
△
=

{

ξ ∈ ℜ2(n+m) |
∣

∣L(i)ξ −G2(i)
ξ
∣

∣ ≤ u0(i)
, i = 1, · · · , m

}

S (uR)
△
=

{

ξ ∈ ℜ2(n+m) |
∣

∣K(i)ξ −GR(i)
ξ
∣

∣ ≤ uR(i)
, i = 1, · · · , m

}

(5.7)

Isto é garantido se algum conjunto elipsoidalε(P, µ−1) que envolva as trajetórias deξ
para todot > 0 estiver contido em cada um dos conjuntos de (5.7). Aplicando-se o lema
2.5 à esta restrição, obtém-se as LMIs,

[

P ⋆

L(i) − G1(i)
−µu2

0(i)

]

> 0
[

P ⋆

L(i) − G2(i)
−µu2

0(i)

]

> 0
[

P ⋆

K(i) − GR(i)
−µu2

R(i)

]

> 0



































, ∀ i = 1, · · · , m

Multiplicando cada uma delas por BLKDG
[

ΠT 1
]

e seu transposto, respectivamente
pela esquerda e direita, chega-se as LMIs (5.4b).

Considerando-se o desenvolvimento da prova do teorema 4.1 (em especial a definição
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deL̃) e as condições de setor descritas em (5.6); a condiçãoL̃ < 0 é aqui garantida se:

L̃ ≤ L̃ − 2





ψu0(vc)
ψu0(vψ)
ψuR

(yc)





T 



T1 0 0
0 T2 0
0 0 TR









ψu0(vc) + ΣC1

ψu0(vψ) + ΣC2

ψuR
(yc) + ΣC3



 < 0, onde:

ΣC1 =
[

G1 Dv,w

]

[

ξ

w

]

ΣC2 =
[

G2 Dψ,w

]

[

ξ

w

]

ΣC3 =
[

GR −DcDy Dc,w

]





ξ

ψu0(vc)
w





(5.8a)
Como agora é possível representar-se:

V̇ =













sym{ATP} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

−BT1 P 0 ⋆ ⋆ ⋆

BT2 P 0 0 ⋆ ⋆

BTRP 0 0 0 ⋆

BTwP 0 0 0 −Iq













A condição abaixo expressa,

Λ̃5 =













sym{ATP} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

−BT1 P 0 ⋆ ⋆ ⋆

BT2 P 0 0 ⋆ ⋆

BTRP 0 0 0 ⋆

BTwP 0 0 0 −Iq













+ γ−1













CTz
−DT

z

0
0

DT
z,w













[

Cz −Dz 0 0 Dz,w

]

+













0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

T1G1 −2T1 ⋆ ⋆ ⋆

T2G2 0 −2T2 ⋆ ⋆

TRGR −TRDcDy 0 −2TR ⋆

0 DT
v,wT1 DT

ψ,wT2 DT
c,wTR −Iq













< 0

(5.8b)
garanteL̃ < 0. Aplicando-se o complemento de Schur a (5.8b), tem-se:

















sym{ATP} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

−BT1 P + T1G1 −2T1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

BT2 P + T2G2 0 −2T2 ⋆ ⋆ ⋆

BTRP + TRGR −TRDcDy 0 −2TR ⋆ ⋆

BTwP DT
v,wT1 DT

ψ,wT2 DT
c,wTR −Iq ⋆

Cz −Dz 0 0 Dz,w −γIr

















< 0 (5.8c)

SejaS1, S2, SR, tais que:




S1 ⋆ ⋆

0 S2 ⋆

0 0 SR









T1 ⋆ ⋆

0 T2 ⋆

0 0 TR



 = I3m

Multiplicando-se (5.8c) pela esquerda e direita por:

BLKDG
([

ΠT S1 S2 SR Iq+m
])

, (5.8d)
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e seu transposto, respectivamente, chega-se à seguinte expressão:

















sym{ΠTATPΠ} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

−S1BT1 PΠ +G1Π −2S1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

S2BT2 PΠ +G2Π 0 −2S2 ⋆ ⋆ ⋆

SRBTRPΠ +GRΠ −DcDyS1 0 −2SR ⋆ ⋆

BTwPΠ DT
v,w DT

ψ,w DT
c,w −Iq ⋆

CzΠ −DzS1 0 0 Dz,w −γIr

















< 0 (5.8e)

Considerando-se a estrutura das matrizes definidas em (5.5)e a mudança de variáveis
proposta em (SCHERER; GAHINET; CHILALI, 1997) tem-se,

sym{ΠTATPΠ} =

[

sym{AX + BĈ} ⋆

Â sym{YA + B̂Cy}

]

Â = YAX + YBDcCX + YBCcM
T +NBcCX +NAcM

T

B̂ = YBDc +NBc

Ĉ = DcCyX + CcM
T

S1BT1 PΠ =
[

S1B
T
1 + S1D

T
yD

T
c B

T S1B1Y + S1D
T
y B̂

T
]

S2BT2 PΠ =
[

0 S2E
T
c N

T
]

SRBTRPΠ =
[

−SRB
T −SRBTY + SRF

T
c N

T
]

BTwPΠ =
[

B
T
w + D

T
y,wD̂

T
B
T

B
TY +BT

c,wN
T + D

T
y,wB̂

T
]

CzΠ =
[

CzX Cz

]

GiΠ =
[

Gi1X +Gi2M
T Gi1

]

, i = 1, 2, R

Sendo:
Fi = Gi1X +Gi2M

T , i = 1, 2, R
Q1 = G21 + S2E

T
c N

T

Q2 = GR1 − SRB
TY + SRF

T
c N

T

(5.8f)

chega-se à inequação matricial (5.4a). A definição de matrizes (5.4e), completa o modelo
do controlador (5.2) uma vez que as matrizes de acoplamento da perturbação são conhe-
cidasa priori. A estrutura das matrizesΠ, P eP−1 exigeNMT = In+m −XY , relação
esta que pode ser verificada a partir do produtoPP−1. O que não ocorrerá caso a matriz
N resulte singular. A LMI (5.4d) garanteN não singular.1

Se Π é não singular, uma vez que (5.4a) é verificada, também o é (5.8b) para as
matrizes definidas em (5.4e).

A LMI (5.4c) garante queβ
△
= µ−1 − δ−1 será positivo. Assim, se (5.4a) é satisfeita,

L̃ < 0, para todoξ(0) ∈ ε(P, β).

A não singularidade deN no teorema 4.1 é evitada pela própria contrução das ma-
trizes. Aqui, como é uma variável de decisão deve ter garantias explícitas de sua não
singularidade.

O sistema em estudo apresenta três não-linearidades tipo zona-morta. A matrizDy

causa a transmissão direta de satu0(vc) para a saída medida da planta. O compensador di-
nâmico transmite através deDc, y diretamente parayc. Este processo causa a dependência

1No entanto, não sem a desnecessária conservatividade que seconstitui na exigência dos autovalores
deN contidos no SPD. A eventual não verificação das LMIs por algumsolverpode não ser contornada
substituindo-se (5.4d) por LMI que expresse o oposto. A solução menos restritiva que garantaN não singu-
lar, dentro desta estrutura de representação do problema seria uma LMI que garantisse que os autovalores
estão todos fora de uma região, tão pequena quanto se queira,contendo a origem.
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deψuR
(yc) deψu0(vc). Esta dependência resulta nos blocos(4, 2) de (5.8c) e (5.8e),(5, 3)

de (5.4a), e o termo bilinear deΣB2, também em (5.4a). Nota-se que seDy = 0 ou o pro-
dutoDcDy = 0 e vc = vψ, a BMI (5.4a) pode ser reduzida a uma LMI. Este caso será
estudado na seção 5.5.

O corolário 5.1 é o primeiro passo à obtenção de condições expressas por LMIs para
o problema em estudo neste capítulo.

Corolário 5.1. Se existem matrizes simétricas positivas definidasX ∈ ℜ(n+m)×(n+m), Y

∈ ℜ(n+m)×(n+m), matrizes diagonais positivasS1 ∈ ℜm×m, S2 ∈ ℜm×m, SR ∈ ℜm×m,
matrizesÂ ∈ ℜ(n+m)×(n+m), B̂ ∈ ℜ(n+m)×(p+m), Ĉ ∈ ℜm×(n+m), D̂ ∈ ℜm×(p+m), F1 ∈
ℜm×(n+m), F2 ∈ ℜm×(n+m), FR ∈ ℜm×(n+m), G11 ∈ ℜm×(n+m), G21 ∈ ℜm×(n+m), GR1 ∈
ℜm×(n+m), N ∈ ℜ(n+m)×(n+m), Q1 ∈ ℜm×(n+m), Q2 ∈ ℜm×(n+m), J1 ∈ ℜj1, J2 ∈ ℜj2,
ondej1 = (2 (n +m) + 3m+ q + r) × 3m e j2 = 3m× 3m, e escalares reais positivos
µ, γ, verificando a inequação matricial abaixo disposta,

[

M1 + sym{J1R̃} ⋆

MT
2 + J2R̃− JT1 −sym{J2}

]

< 0 (5.9)

bem como (5.4b), (5.4c), (5.4d) e (5.4f); sendo:

M1 =





















ΣB1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Â ΣB4 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

F1 G11 0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

F2 Q1 0 −2S2 ⋆ ⋆ ⋆

FR − SRB
T Q2 0 0 −2SR ⋆ ⋆

ΣB3 ΣB6 D
T
v,w D

T
ψ,w ΣB7 −Iq ⋆

CzX Cz 0 0 0 Dz,w −γIr





















MT
2 = 1

2





0 0 S1 0 0 0 0

0 0 0 0 −D
T
y D̂

T 0 −D
T
z

0 0 0 0 0 Dv,w 0





R̃ =





−B
T
1 − D

T
y D̂

T
B
T −B1Y − D

T
Y B̂

T Im 0 0 0 0
0 0 S1 0 0 0 0
0 0 Im 0 0 0 0





(5.10)

então o controlador (5.2), definido em (5.4e) garante o disposto nos itens 1, 2 e 3 do
teorema 5.1.

Prova. A inequação matricial (5.4a) pode ser reescrita como:




















ΣB1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Â ΣB4 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

F1 G11 0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

F2 Q1 0 −2S2 ⋆ ⋆ ⋆

FR − SRB
T Q2 0 0 −2SR ⋆ ⋆

ΣB3 ΣB6 D
T
v,w D

T
ψ,w ΣB7 −Iq ⋆

CzX Cz 0 0 0 Dz,w −γIr





















+





















0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0 0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

ΣB2 − F1 −S1B
T
1 Y − S1D

T
y B̂

T −2S1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0 0 0 0 ⋆ ⋆ ⋆

0 0 −D̂DyS1 0 0 ⋆ ⋆

0 0 D
T
v,w 0 0 0 ⋆

0 0 −DzS1 0 0 0 0





















< 0

(5.11a)
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A segunda parcela da inequação acima pode ser reescrita comosym{M2R̃}; M2 e R̃ con-
forme definição em (5.10). Seguindo o desenvolvimento de (TARBOURIECH; GOMES
DA SILVA Jr.; BENDER, 2006),

M1 + sym{M2R̃} < 0 ⇒
[

IA R̃T
]

[

M1 ⋆

MT
2 0

] [

IA
R̃

]

< 0 (5.11b)

ondeIA é de ordem2(n+m)+3m+q+r. Então, pelo Lema de Finsler, existem matrizes
J1 eJ2 dedimensões apropriadas tais que:

[

M1 ⋆

MT
2 0

]

+ sym

{[

J1

J2

]

[

R̃ −IB
]

}

< 0 (5.11c)

ondeIB é de ordem3m; algo equivalente a (5.9). As demais disposições verificam-se
pela prova do Teorema 5.1.

Com os multiplicadoresJ1 e J2 propostos neste último corolário, apresenta-se agora
uma estrutura especial para os mesmos de forma a representar(5.9) em uma LMI.

Teorema 5.2.Se existem matrizes simétricas positivas definidasX ∈ ℜ(n+m)×(n+m), Y

∈ ℜ(n+m)×(n+m), matrizes diagonais positivasS1 ∈ ℜm×m, S2 ∈ ℜm×m, SR ∈ ℜm×m,
matrizesÂ ∈ ℜ(n+m)×(n+m), B̂ ∈ ℜ(n+m)×(p+m), Ĉ ∈ ℜm×(n+m), D̂ ∈ ℜm×(p+m), F1 ∈
ℜm×(n+m), F2 ∈ ℜm×(n+m), FR ∈ ℜm×(n+m), G11 ∈ ℜm×(n+m), G21 ∈ ℜm×(n+m), GR1 ∈
ℜm×(n+m), N ∈ ℜ(n+m)×(n+m), Q1 ∈ ℜm×(n+m), Q2 ∈ ℜm×(n+m), Q3 ∈ ℜm×(n+m), J112

∈ ℜ(n+m)×m, J132 ∈ ℜm×m, J113 ∈ ℜ(n+m)×m, J123 ∈ ℜ(n+m)×m, J133 ∈ ℜm×m, J143 ∈
ℜm×m, J153 ∈ ℜm×m, J163 ∈ ℜq×m, J173 ∈ ℜr×m, J221 ∈ ℜm×m, J231 ∈ ℜm×m, J223 ∈
ℜm×m, J233 ∈ ℜm×m, e escalares reais positivosµ, γ, verificando a LMI,

[

ΣD1 ⋆

ΣD2 ΣD3

]

< 0

ΣD1 =













sym{AX + BĈ} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Â sym{YA + B̂Cy} ⋆ ⋆ ⋆

F1 + JT113 G11 + JT123 sym{J133} ⋆ ⋆

F2 Q1 J143 −2S2 ⋆

FR − SRB
T Q2 J153 0 −2SR













ΣD2 =













ΣB3 ΣB6 D
T
v,w + J163 D

T
ψ,w ΣB7

CzX Cz J173 0 0

B
T
1 − D

T
y D̂B

T −B
T
1 Y − DyB̂

T 1
2
S1 − Im 0 0

−JT112 Q3 S1 − JT132 + J223 0 −1
2
D
T
y D̂

T

−JT113 −JT123 Σd1 −JT143 −JT153













Σd1 = J233 − JT133 − J231

ΣD3 =













−Iq ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Dz,w −γIr ⋆ ⋆ ⋆

0 0 −2Im ⋆ ⋆

0 −1
2
D
T
z −J221 −2Im ⋆

1
2
Dv,w − J163 −JT173 −J231 −JT223 −sym{J233}













(5.12)
e as LMIs (5.4b), (5.4c), (5.4d) e (5.4f); o controlador (5.2) determinado em (5.4e) ga-
rante o disposto nos itens 1, 2 e 3 do Teorema 5.1.
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Prova. Da inequação (5.9), o desenvolvimento da expressão resultaem:

Λ̃6 =

[

ΣF1 ⋆

ΣF2 ΣF3

]

< 0

ΣF1 =













Σf1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Σf2 Σf6 ⋆ ⋆ ⋆

Σf3 Σf7 Σf8 ⋆ ⋆

Σf4 Q1 − J141B
T
1 Y − J141D

T
y B̂

T Σf9 −2S2 ⋆

Σf5 Q2 − J151B
T
1 Y − J151D

T
y B̂

T Σf10 0 −2SR













Σf1 = ΣB1 − sym
{

J111B
T
1 + J111D

T
y D̂

T
B
T
}

Σf2 = Â− J121B
T
1 − J121D

T
y D̂

T
B
T − YB1J

T
111 − B̂DyJ

T
111

Σf3 = F1 − J131B
T
1 − J131D

T
y D̂

T
B
T − JT111 + S1J

T
112 + JT113

Σf4 = F2 − J141B
T
1 − J141D

T
y D̂

T
B
T

Σf5 = FR − SRB
T − J151B

T
1 − J151D

T
y D̂

T
B
T

Σf6 = ΣB3 − sym
{

J121B
T
1 Y + J121D

T
y B̂

T
}

Σf7 = G11 − J131B
T
1 Y − J131D

T
y B̂

T − JT121 + S1J
T
122 + JT123

Σf8 = sym{−J131 + J132S1 + J133}
Σf9 = −J141 + J142S1 + J143

Σf10 = −J151 + J152S1J153

ΣF2 =













Σf11 Σf16 D
T
v,w − J161 + J162S1 + J163 D

T
ψ,w ΣB7

Σf12 Σf17 −J171 + J172S1 + J173 0 0
Σf13 Σf18

1
2
S1 − J211 + J212S1 + J213 − JT131 −JT141 −JT151

Σf14 Σf19 −J221 + J222S1 + J223 − JT132 −JT142 Σf21

Σf15 Σf20 Σd1 + J232S1 −JT143 −JT153













Σf11 = B
T
w − J161B

T
1 − J161D

T
y D̂

T
B
T

Σf12 = CzX − J171B
T
1 − J171D

T
y D̂

T
B
T

Σf13 = −J211B
T
1 − J211D

T
y D̂

T
B
T − JT111

Σf14 = −J221B
T
1 − J221D

T
y D̂

T
B
T − JT112

Σf15 = −J231B
T
1 − J231D

T
y D̂

T
B
T − JT113

Σf16 = ΣB6 − J161B
T
1 Y − J161D

T
y B̂

T

Σf17 = Cz − J171B
T
1 Y − J171D

T
y B̂

T

Σf18 = −J211B
T
1 Y − J211D

T
y B̂

T − JT121
Σf19 = −J221B

T
1 Y − J221D

T
y B̂

T − JT122
Σf20 = −J231B

T
1 Y − J231D

T
y B̂

T − JT123
Σf21 = −1

2
D
T
y D̂

T − JT152

ΣF3 =













−Iq ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Dz,w −γIr ⋆ ⋆ ⋆

−JT161 −JT171 −sym{J211} ⋆ ⋆

−JT162 −1
2
D
T
z − JT172 −J221 − JT212 −sym{J222} ⋆

Σf22 −JT173 −J231 − JT213 J232 − JT223 Σf23













Σf22 = 1
2
Dv,w − J163

Σf23 = −sym{J233}
(5.13a)
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Considerando-se a seguinte estrutura das matrizesJ1 eJ2:

J1 =





















0 J112 J113

0 J122 J123

0 J132 J133

0 0 J143

0 0 J153

0 0 J163

0 0 J173





















, J2 =





Im 0 0
J221 Im J223

J231 0 J233



 (5.13b)

é possível verificar-se que (5.13a) torna-se idêntica a (5.12). Os demais termos do coro-
lário seguem a prova apresentada para o Teorema 5.1.

Observe-se que em nenhum momento garantiu-se awell-posednessdo sistema em
malha fechada. Esta é uma garantia algebricamente mais árdua de ser obtida, uma vez que
envolve a um produto comDc eSR, portanto constitui-se em uma condição bilinear. Não
obstante, awell-posednessda interconexão deste sistema pode ser verificadaa posteriori,
através da seguinte condição:

−2S −DcDySR − SRD
T
yD

T
c < 0 (5.14)

Outras formas de garantir-se awell-posednessdo sistema em malha fechada devem ser
investigadas e constituem-se em perspectivas deste trabalho.

5.5 Casos Especiais

Embora tenha sido trabalhado uma situação com generalidadeintencional, é possível
prever-se aplicações específicas cuja representação seja algebricamente mais simples.

5.5.1 Matriz de transferência da planta estritamente própria, atuador mensurável:
Dy = 0 evc = vψ

Caso a planta tenha uma matriz de transferência estritamente própria, e não exista
diferença significativa (a ponto de ser expressa no modelo) entre vc e vψ, a formulação
das condições suficientes para o disposto nos ítens 1, 2 e 3 do teorema 5.1 pode ser
simplificada. As condições tornam-se LMIs, e o sistema é naturalmentewell-posed. A
ordem do sistema diminui, pois não existe nesta representação a não-linearidadeψu0(vψ).
As matrizes utilizadas para representar o sistema em malha fechada modificam-se. Os
resultados serão enunciados em colorário e o respectivo desenvolvimento será incluído na
prova.

Corolário 5.2. Se existem matrizes simétricas positivas definidasX ∈ ℜ(n+m)×(n+m), Y

∈ ℜ(n+m)×(n+m), matrizes diagonais positivasS1 ∈ ℜm×m, SR ∈ ℜm×m, matrizesÂ ∈
ℜ(n+m)×(n+m), B̂ ∈ ℜ(n+m)×(p+m), Ĉ ∈ ℜm×(n+m), D̂ ∈ ℜm×(p+m), F1 ∈ ℜm×(n+m), FR
∈ ℜm×(n+m), G11 ∈ ℜm×(n+m), GR1 ∈ ℜm×(n+m), N ∈ ℜ(n+m)×(n+m), Q1 ∈ ℜm×(n+m),
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Q2 ∈ ℜm×(n+m), e escalares reais positivosµ, γ, verificando as LMIs abaixo,

















ΣB1 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Â ΣB4 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

Σ⋆
B2 Σ⋆

B5 −2S1 ⋆ ⋆ ⋆

FR − SRB
T Q1 0 −2SR ⋆ ⋆

ΣB3 ΣB6 D
T
v,w ΣB7 −Iq ⋆

CzX Cz −DzS1 0 Dz,w −γIr

















< 0

Σ⋆
B5 = G11 − S1B

T
1 Y − S1D

T
y B̂

T + S1E
T
c N

T

Σ⋆
B2 = F1 − S1B

T
1

(5.15a)





X ⋆ ⋆

In+m Y ⋆

L(i)X − F1(i)
L(i) −G11(i)

µu2
0(i)



 > 0





X ⋆ ⋆

In+m Y ⋆

Ĉ(i) − FR(i)
D̂(i)Cy −GR1(i)

µu2
R(i)



 > 0



































, i = 1, · · · , m (5.15b)

δ − µ > 0 (5.15c)

sym{N} > 0 (5.15d)

então o controlador (4.4), definido conforme (5.4e) garanteo disposto nos itens 1, 2 e 3
do teorema 5.1.

Prova. Partindo-se das equações originais, aplica-se as idealizações aqui propostas. As
equações são desenvolvidas de modo a obter-se a representação em malha fechada, con-
forme seqüência das demonstrações anteriores.

ẋ = Ax+Bsatu0(vc) − Bvc +Bvc +Bww

= Ax− Bψu0(vc) +Bvc +Bww

= Ax− Bψu0(vc) +B (v +Dv,ww)Bww

= Ax+Bv − Bψu0(vc) + (Bw +BDv,w)w

y = Cyx+Dy,ww

ẋc = Acxc +Bc

[

Cyx+Dy,ww

v +Dv,ww

]

+ Ecψu0(vc) + FcψuR
(yc) +Bc,ww

= Acxc +Bc

([

Cy 0
0 Im

] [

x

v

]

+

[

Dy,w

Dv,w

]

w

)

+Ecψu0(vc) + FcψuR
(yc) +Bc,ww

yc = Ccxc +Dc

[

Cyx+Dy,ww

v +Dv,ww

]

+Dc,ww

= Ccxc +Dc

([

Cy 0
0 Im

] [

x

v

]

+

[

Dy,w

Dv,w

]

w

)

+Dc,ww

v̇ = satuR
(yc) +Bv,ww

= satuR
(yc) − yc + yc +Bv,ww

= Ccxc +Dc

([

Cy 0
0 Im

] [

x

v

]

+

[

Dy,w

Dv,w

)

w

)

+Dc,ww − ψuR
(yc) +Bv,ww
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As matrizes neste caso diferem um pouco das utilizadas no capítulo anterior.

A =

[

A B

0 0

]

B =

[

0
Im

]

Cy =

[

Cy 0
0 Im

]

B1 =

[

−B1

Ec

]

Cz =
[

Cz Dz

]

B1 =

[

B

0

]

Cz =
[

Cz 0
]

BR =

[

−B

Fc

]

K =
[

K 0
]

Dc,w = Dc,w L =
[

L 0
]

Dz,w = Dz,w

A =

[

A + BDcC BCc
BcC Ac

]

Bw =

[

Bw +BDv,w

Bv,w +Dc,w

]

Bw =

[

Bw

Bc,w

]

Bc,w = (Bc,w +BcDy,w)
Dz,w = (Dz,w +DzDv,w)
Dc,w = (Dc,w +DcDy,w)

K =
[

DcCy Cc
]

L =
[

0 Im
]

Dz = Dz = Dz

Dy,w =

[

Dy,w

Dv,w

]

O sistema em malha fechada é agora representado por:

ξ̇ = Aξ + B1ψu0(vc) + BRψuR
(yc) + Bww

z = Czξ −Dzψu0(vc) + Dz,ww

A condiçãoL̃ < 0 é garantida por:









sym{ATP} ⋆ ⋆ ⋆

−BT1 P 0 ⋆ ⋆

BTRP 0 0 ⋆

BTwP 0 0 −Iq









+ γ−1









CTz
−DT

z

0
DT
z,w









[

Cz −Dz 0 Dz,w

]

+









0 ⋆ ⋆ ⋆

T1G1 −2T1 ⋆ ⋆

TRGR 0 −2TR ⋆

0 DT
v,wT1 DT

c,wTR −Iq









< 0

e, mediante a aplicação do complemento de Schur, esta garantia é dada pela verificação
de:













sym{ATP} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

−BT1 P + T1G1 −2T1 ⋆ ⋆ ⋆

BTRP + TRGR 0 −2TR ⋆ ⋆

BTwP DT
v,wT1 DT

c,wTR −Iq ⋆

Cz −Dz 0 Dz,w −γIr













< 0

SejaS1 = T−1
1 eSR = T−1

R , multiplicando-se a inequação anterior pela esquerda e direita
por:

BLKDG
([

ΠT S1 SR Iq+m
])

,

e seu transposto, respectivamente, chega-se à seguinte expressão:













sym{ΠTATPΠ} ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

−S1BT1 PΠ +G1Π −2S1 ⋆ ⋆ ⋆

SRBTRPΠ + GRΠ 0 −2SR ⋆ ⋆

BTwPΠ DT
v,w DT

c,w −Iq ⋆

CzΠ −DzS1 0 Dz,w −γIr













< 0
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Aplicando-se a substituição de matrizes propostas em (GOMES DA SILVA Jr. et al.,
2005), semelhantes à utilizada no teorema 5.1, tem-se:

sym{ΠTATPΠ} =

[

sym{AX + BĈ} ⋆

Â sym{YA + B̂Cy}

]

Â = YAX + YBDcCX + YBCcM
T +NBcCX +NAcM

T

B̂ = YBDc +NBc

Ĉ = DcCyX + CcM
T

S1BT1 PΠ =
[

S1B
T
1 S1B1Y + S1E

T
c N

T
]

SRBTRPΠ =
[

−SRB
T −SRBTY + SRF

T
c N

T
]

BTwPΠ =
[

B
T
w + D

T
y,wD̂

T
B
T

B
TY +BT

c,wN
T + D

T
y,wB̂

T
]

CzΠ =
[

CzX Cz

]

GiΠ =
[

Gi1X +Gi2M
T Gi1

]

, i = 1, R

Sendo:
Fi = Gi1X +Gi2M

T , i = 1, R
Q1 = GR1 − SRB

TY + SRF
T
c N

T

chega-se a LMI (5.15a). As restrições de inclusão necessárias para a validade das condi-
ções de setor utilizadas comψu0(vc) eψuR

(yc) são expressas pelas LMIs em (5.15b). A
garantia de algum conjunto de inicialização impõe a LMIδ − µ > 0. O seginte termo:

ΣB6 = B
TY +BT

c,wN
T + D

T
y,wB̂

T

apresenta a dependência explícita deN , o que requer a LMI adicional sym{N} > 0,
pelos motivos apresentados e discutidos à prova do teorema 5.1. A verificação de todas
estas LMIs garante o disposto nos itens 1, 2 e 3 do teorema 5.1.

5.5.2 Matriz de transferência estritamente própria, atuador mensurável e entrada
do controlador livre de perturbação: Dy = 0, vc = vψ eBc,w = 0

Este caso especial corresponde a uma idealização adicionala do anterior. Aqui assume-
se que a perturbação externa não possui conexão com os terminais de entrada do controla-
dor. Observe-se que mesmo que ela exista de fato, persiste a matrizDy,w para representar
seu efeito no modelo. Ainda, é fácil verificar que a partir de (5.15a), seBc,w = 0 então, o
termoΣB6 cede lugar a:

Σ⋆
B6 = B

TY + D
T
y,wB̂

T

Assim desaparece qualquer menção explícita aN dentro das LMIs. A condição
sym{N} > 0 é, então, substituída porNMT = In+m − Y X, menos conservativa e
determinadaa posteriori.

5.6 Problemas de Otimização

Observe-se que as condições no teorema 5.2 são LMIs. Então, se um critério linear
é usado, um ótimo global pode ser obtido. As condições no teorema 5.1 e no corolário
5.1 são BMIs. Mediante esquemas de relaxação é também possível otimizar-se critérios
lineares. A relaxação de BMIs é obtida fixando-se uma das variáveis de uma expressão
bilinear - possivelmente com o valor obtido pela solução de uma LMI para o mesmo
problema - e resolvendo-se a LMI resultante desta substituição. A variável livre é fixada
no valor encontrado, e a anteriormente pré-fixada é deixada livre em uma nova iteração.
Repete-se este processo até a satisfação de algum critério de parada.
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O objetivo desta seção é a síntese de compensadores baseadosem dois critérios: a
maximização da perturbação admissível - Tolerância à Perturbação - e a minimização
do ganhoL2 entre a perturbação e a saída reguladaz - Rejeição à Perturbação. Por
simplicidade, em ambos os casos considerar-se-áξ(0) = 0, o que implica que o sistema
está em equilíbrio no instante inicial.

5.6.1 Tolerância à Perturbação

A suposiçãoξ(0) = 0 tornaµ−1 = δ−1. A idéia então é minimizarµ, o que maximiza
o limite da perturbação. Sew = 0, adicionalmente, obtém-se a solução para o problema
de maximização da região de atração da origem em malha fechada. De qualquer forma,
este problema só faz sentido quando a estabilidade em âmbitoglobal não está sendo consi-
derada. Para os teoremas e corolários enunicados aqui, a máxima tolerância à perturbação
é obtenível da seguinte forma:
Para o teorema 5.2:

minµ
sujeito a (5.12), (5.4b), (5.4c) e (5.4d)

(5.16)

Para o corolário 5.2:

minµ
sujeito a (5.15a), (5.15b), (5.15c) e (5.15d)

(5.17)

Para o teorema 5.1:

1. Estipular-se um valor inicial paraS1.

2. Substitui-se o valor deS1 obtido em 1 nas inequações propostas.

3. Efetue-se:
minµ

sujeito a (5.4a), (5.4b), (5.4c) e (5.4d)
(5.18)

4. As matrizesD̂, B̂ eY obtidas são substituídas nas inequações pelo valor obtido em
3. As demais variáveis são mantidas.

5. Efetue-se:
minµ

sujeito a (5.4a), (5.4b), (5.4c) e (5.4d)
(5.19)

6. A matrizS1 é substituída nas inequações pelo valor obtido em 5. As demais variá-
veis são mantidas.

7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada torne-se verdadeiro.

A exemplo do discutido nos problemas de otimização do capítulo anterior, sugere-se ini-
cializarS1 através do resultado obtido com o teorema 5.2.
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5.6.2 Rejeição à Perturbação

A consideraçãoξ(0) = 0 torna
√
γ o limite para o máximo do ganhoL2 dew paraz.

Ao contrário da tolerância, a rejeição à perturbação é passível de otimização independente
do âmbito da estabilidade da origem do sistema em malha fechada - local ou global.
Assumindo-se queδ−1 é fornecido, o seguinte problema pode ser abordado em cada um
dos teoremas e corolários.
Para o teorema 5.2:

minγ
sujeito a (5.12), (5.4b), (5.4c) e (5.4d)

(5.20)

Para o corolário 5.2:

minγ
sujeito a (5.15a), (5.15b), (5.15c) e (5.15d)

(5.21)

Para o teorema 5.1:

1. Estipular-se um valor inicial paraS1.

2. Substitui-se o valor deS1 obtido em 1 nas inequações propostas.

3. Efetue-se:
minγ

sujeito a (5.4a), (5.4b), (5.4c) e (5.4d)
(5.22)

4. As matrizesD̂, B̂ eY obtidas são substituídas nas inequações pelo valor obtido em
3. As demais variáveis são mantidas.

5. Efetue-se:
minγ

sujeito a (5.4a), (5.4b), (5.4c) e (5.4d)
(5.23)

6. A matrizS1 é substituída nas inequações pelo valor obtido em 5. As demais variá-
veis são mantidas.

7. Retorna-se a 3 até que algum critério de parada torne-se verdadeiro.

5.7 Exemplos Numéricos

Esta seção exemplifica alguns métodos desenvolvidos neste capítulo e os problemas
de otimização da seção 5.6. Assim como no capítulo 4, o segundo exemplo numérico de
(GOMES DA SILVA Jr.; TARBOURIECH., 2005) é utilizado de forma ilustativa.

O controlador neste caso é substituído pelo controlador sintetizado pelo método em
estudo neste capítulo. Adicionalmente a taxa de variação máxima do atuador foi restrita
pelo vetoruR =

[

1 1
]T

.
Neste sistema aplicou-se os métodos de síntese simultânea de controlador com laços

deanti-windupsujeitos a restrição do atuador em amplitude e taxa de variação.
Simulações feitas no ambienteSimulinkdo Matlab 2 exibem o comportamento do

sistema em malha fechada.
2SimulinkeMatlabsão marcas registradas da Mathworks
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Figura 5.2: Sinalz

Para o sistema (4.47a) com a restrição adicional da taxa de variação do atuador,
determinou-se um controlador dinâmico com laçosanti-windupde acordo com o pro-
blema de maximização da tolerância para o teorema 5.2. A planta foi sujeita à uma per-
turbação de normaL2 igual a14.586, cuja manifestação durou1 segundo. O seguinte
conjunto de matrizes foi obtido:

Ac = 1.0 × 107









−0.0009 0.0000 −0.0000 0.0000
−0.0002 −0.0000 0.0000 0.0000
−6.5335 0.0953 −0.0325 −0.0011
3.1445 −0.0462 −0.0012 −0.0432









Bc =









2.8148 −0.0378 0.0002 −0.0000
−0.0378 1.8283 0.0001 0.0019
−0.0194 0.0008 0.3861 0.0010
0.0161 0.0014 0.3554 0.5250









Cc = 1.0 × 107

[

−3.0523 0.0445 −0.0152 −0.0005
1.4689 −0.0216 −0.0006 −0.0202

]

Dc = 1.0 × 108

[

−0.0092 0.0003 −0.2815 0.0005
0.0075 −0.0002 0.1660 −0.2121

]

Ec =









0.4649 −0.0035
−0.0136 0.0001
0.0034 0.0007
0.0001 0.0163









Fc =









−0.0000 −0.0000
−0.0000 −0.0002
2.1409 0.0002
0.0002 2.1413









(5.24)
As figuras 5.2, 5.3, 5.4 ilustram respectivamente os gráficosobtidos para a saída contro-
ladaz, a entrada de controleu, a perturbaçãow, controle excedente em amplitude,ψu0(vc)
e controle excedente em taxa de variaçãoψuR

(yc).
A tabela ao final deste capítulo mostra o compromisso entre osproblemas de minimi-

zarµ e γ nos teoremas 4.1 e 4.3. A variávelµ nestes teoremas corresponde ao inverso
do quadrado da máxima normaL2 de uma perturbação tolerável pelo sistema quando ini-
cializado na origem. A variávelγ, por sua vez, corresponde ao quadrado do limitante
superior ao ganhoL2 garantido à pertubação à saída controlada.

Na tabela 5.7 é possível observar-se otrade-offentre tolerância e atenuação da pertur-
bação. À medida queµ aumenta, ou seja, a tolerância à perturbação diminui, a atenução
que o sistema aplica à perturbação cresce.
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Figura 5.3: Sinalu

Tabela 5.1:Trade-offTolerância× Atenuação para a perturbação externa.

Relaçãoµ γ
µ γ

5 × 10−3 8.35 × 104

1 × 10−2 9.24 × 102

1 × 10−1 9.64 × 101

2 × 10−1 5.46 × 101

5 × 10−1 2.68 × 101

1 × 100 1.59 × 101

2 × 100 9.63 × 100

5 × 100 3.08 × 100

1 × 101 6.32 × 10−1

1 × 102 1.33 × 10−1

1 × 103 5.28 × 10−2
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6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Este trabalho apresentou contribuições ao problema de compensação dinâmica de sis-
temas lineares contínuos sujeitos a saturação de controle.São poucas as publicações que
propõem métodos de compensação dinâmica de saída que garantam a estabilidade da ori-
gem em plantas instáveis em malha aberta e sujeitas a controle restrito. Ainda, poucos
trabalhos há que abordem a síntese simultânea de um controlador dinâmico de saída e
laçosanti-windup. O desenvolvimento de métodos de síntese para estes problemas foi
feito através da extensão dos resultados de (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA Jr.;
BENDER, 2006) no caso de compensação dinâmica deanti-windup, e de (GOMES DA
SILVA Jr. et al., 2005) no caso da síntese de controladores dinâmicos.

Para a compensaçãoanti-windupdinâmica, apresentou-se métodos de síntese de com-
pensadores de ordem plena e reduzida. Para o caso de ordem plena, o método proposto
garante a estabilidade da origem em malha fechada para sistemas sujeitos a restrições na
amplitude do atuador. Considerou-se a presença de perturbações limitadas em normaL2,
obtendo-se um limitante superior para o ganhoL2 da perturbação externa na saída contro-
lada da planta e uma estimativa dos conjuntos atingíveis pelas trajetórias e de inicialização
do sistema.

Na ausência de perturbação a origem é garantida assintoticamente estável. O método é
ainda explorado em problemas de otimização para maximizar anormaL2 da perturbação
tolerável pelo sistema, e minimizar o ganhoL2 da perturbação na saída controlada do
sistema. Exemplos numéricos evidenciaram os efeitos do método. Para os casos em que
é desejável a implementação de compensador de menor ordem, apresentou-se métodos
de síntese de compensadoresanti-windupde ordem reduzida. A estabilidade da origem
em malha fechada foi garantida e a perturbação externa teve sua tolerânica e atenuação
maximizados em problemas distintos. Todavia, condições matriciais lineares não foram
obtidas senão pela aplicação do lema de Finsler. Embora os métodos baseados em BMIs
apresentem dificuldades computacionais e percam a garantiade otimização global quando
esquemas de relaxação lhes são aplicados, podem estender o método de síntese linear
quando o resultado de otimizações lineares for utilizado como solução inicial. Neste
capítulo apenas a restrição em amplitude do atuador foi considerada.

Para a síntese de controladores dinâmicos, propôs-se um método que sintetiza simul-
taneamente o controlador e laços deanti-windupem uma planta onde além da amplitude,
a taxa de variação do atuador é restrita. A estabilidade em malha fechada da origem é ga-
rantida. Considerou-se a presença de perturbações limitadas em normaL2, obtendo-se um
limitante superior para o ganhoL2 da perturbação externa na saída controlada da planta
e uma estimativa dos conjuntos atingíveis pelas trajetórias e de inicialização do sistema.
Na ausência de perturbação garante-se a origem assintoticamente estável. O método é
explorado em problemas de otimização para maximizar a normaL2 da perturbação tole-
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rável pelo sistema, e minimizar o ganhoL2 da perturbação manifesto na saída controlada.
Exemplos numéricos evidenciaram os efeitos do método.

Todos os métodos propostos tiveram suas condições suficientes expressas por LMIs.
O modelo da planta utilizado não apresentava uma matriz de transferência estritamente
própria, o que fez necessária a garantia dawellposednessda matriz de transferência do
sistema em malha fechada. Adicionalmente, pelos diversos acoplamentos de perturba-
ções considerados alguns resultados iniciais apresentaram-se como condições bilineares
de solução. Por conseguinte, foram linearizadas através dolema de Finsler, que insere
multiplicadores em uma representação distinta a partir dasrestrições originais. Por ser
uma representação equivalente, fixar elementos dos multiplicadores restringe os graus de
liberdade originais, mas permite linearizar as restrições. Desta forma, tomou-se muito
cuidado para que a estrutura fosse minimamente fixada.

Os problemas de síntese de compensadoresanti-windupdinâmicos e síntese direta
de controlador, abordados nos capítulos 4 e 5, respectivamente, apreentaram em sues
problemas de otimização, um clarotrade-off entre tolerância e atenuação de perturbações
externas. É possível explicar tal relação pelo fato de que com controle limitado, a presença
de perturbações maiores no sistema, implicará em ganhos também maiores na saída da
planta, na medida em ocorra a saturação de controle.

O presente trabalho possui um grande número de possibilidades de continuação. As
que o autor pretende seguir são:

a) Síntese de compesadoresanti-winduppara sistemas lineares sujeitos à saturação do
atuador em amplitude e taxa de variação com um controlador nominal dadoa priori.

b) Utilização de funções de Liapunov quadráticas de termo polinomial completo.

c) Síntese de compensadoresanti-winduppara sistemas lineares sujeitos a restrições do
atuador em amplitude e aceleração.

d) Estender os métodos desenvolvidos ao problema de seguimento de referência;

e) Investigar formas apropriadas de garantir-se o sistema estudado no capítulo 5well-
posed.

”Tanto melhor, lutaremos à sombra.”
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