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RESUMO

Nesta tese investigou-se os efeitos da renormalizacao de carga em suspensoes
coloidais carregadas. No caso de solu¢oes deionizadas, ou com sal monovalente adi-
cionado, o calculo da carga efetiva foi realizado com o uso do modelo do Jellium
renormalizado, que é uma teoria de campo médio que despreza as correlagoes entre
os microions. Este modelo considera que a distribuicao de pares macroion-macroion é
igual a um para todas as distancias, sendo portanto mais adequado para o estudo de
solucoes coloidais diluidas. A carga efetiva e a equacao de estado, obtidas dentro desta
aproximacao, foram comparadas com os resultados do modelo de Poisson-Boltzmann
na cela (PBC), que é mais apropriado para solugoes coloidais densas e tem sido o
modelo padrao para o estudo de suspensoes na auséncia de fons multivalentes. Consi-
derando uma solucao sem sal adicionado, tanto para coloides com particulas esféricas
como cilindricas, a pressao osmotica calculada no modelo do Jellium renormalizado
esta em bom acordo, até densidades relativamente altas, com aquela obtida dentro do
modelo PBC, enquanto que as cargas efetivas destas duas aproximacoes diferem signi-
ficativamente. Além disso, no caso de particulas coloidais cilindricas, observou-se que
o cenario para a condensacao de contraions é similar aquele do modelo da cela, ja que
a condensacao de Manning, que é uma caracteristica basica da eletrostatica em 2D,
também esta presente no modelo do Jellium renormalizado.

Quando sal monovalente ¢ adicionado, as cargas efetivas dos modelos em questao
continuam diferindo, coincidindo apenas no limite de dilui¢ao infinita. A concordancia,
para baixas fragoes de volume das particulas coloidais, assinala uma regiao onde o sis-

tema ¢ dominado pelo sal. Estes modelos também apresentam resultados compativeis
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para a pressao osmotica no regime de densidades intermediarias, enquanto que para
baixas densidades observou-se desvios ja esperados. O modelo do Jellium renormali-
zado também estd em bom acordo com simulacoes e experimentos. Além disso, a carga
efetiva calculada neste modelo é mais relevante para o estudo da interacao efetiva entre
as particulas coloidais do que aquela obtida com o modelo PBC. A razao disto é que,
para densidades finitas de macroions, o potencial usual de Derjaguin, Landau, Verwey
e Overbeek (DLVO) emerge naturalmente do formalismo do Jellium renormalizado,
enquanto que ele precisa ser introduzido extrinsecamente dentro do modelo PBC, ja
que a interacao entre as celas é nula.

No caso de suspensoes coloidais com sal multivalente, as teorias de campo mé-
dio citadas acima falham, uma vez que as correlacoes entre os ions multivalentes sao
importantes e nao podem ser desprezadas. Devido a forte interacao eletrostatica en-
tre a particula coloidal e os contraions multivalentes, uma parte destes se associa ao
macroion. As correlagoes entre os contraions faz com que, em determinadas condigoes,
o numero de contraions condensados seja grande o suficiente para inverter a carga da
particula coloidal. A descricao deste feno6meno, que é observado experimentalmente e
também em simulacoes de dinamica molecular, requer uma nova abordagem. Noés pro-
pusemos, entao, um modelo que considera a condensacao de contraions multivalentes
dentro de uma camada em torno da particula coloidal, gerando um complexo, e tam-
bém a formacao de aglomerados de ions multivalentes e monovalentes provenientes da
dissociacao dos sais adicionados. Utilizando este modelo para solucoes coloidais com
uma mistura de eletrélitos trivalentes e monovalentes, conseguimos reproduzir o com-
portamento experimental observado e também obtivemos condi¢oes necessarias simples

para a ocorréncia da inversao da carga da particula coloidal.



ABSTRACT

In this thesis, we have investigated the effects of charge renormalization in ionic
colloidal suspensions. For deionized suspensions, or with added monovalent salt, the
calculation of the effective charge was performed using the renormalized Jellium model,
which is a mean-field theory that neglects ionic correlations. This model considers the
macroion-macroion pair correlation function to be equal to one for all distances. The
effective charge and the equation of state, obtained within this approximation, were
compared with the results of the Poisson-Boltzmann cell model (PBC), which is more
appropriate for dense colloidal suspensions. For a salt-free suspension, composed of
spherical particles or cylindrical particles, the osmotic pressure calculated with the
renormalized Jellium model is in a good agreement, up to relatively high densities,
with the one obtained using the PBC model, whereas the effective charges of both
approaches differ significantly. Furthermore, for the case of cylindrical particles, we
have shown that the scenario for counterion condensation is similar to that of the cell
model, since the Manning condensation, which is a key feature of the 2D electrostatics,
is also present in the renormalized Jellium model.

When monovalent salt is added, the effective charges for both models continue
to differ and they match only in the infinite dilution limit. The agreement at low
volume fractions corresponds to the region where the system is salt dominated. Both
models also show compatible results for the osmotic pressure in the intermediate regime
of densities, while for low densities we observed deviations already expected. The
renormalized Jellium model is also in a good agreement with Monte Carlo simulations

and experiments. Furthermore, the effective charge calculated using this theory is
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more relevant for the study of the interactions between the colloidal particles than
PBC effective charge. This is the case because at finite macroion densities, the usual
Derjaguin, Landau, Verwey e Overbeek (DLVO) potential, arises naturally within the
Jellium formalism, whereas it has to be introduced extraneously within the PBC model.

In the case of colloidal suspensions with multivalent salt, the mean-field the-
ories cited above fail because the multivalent ion correlations are important and can
not be neglected. Strong electrostatic interactions between the colloidal particles and
the counterions result in the association of part of the counterions with the macroions.
Under some conditions, the counterion correlations make the number of condensed
counterions to be large enough to reverse the charge of the colloidal particle. The
description of this phenomenon, which is observed experimentally and in the simulati-
ons, requires a new approach. We propose a model which accounts for the multivalent
counterion condensation within a layer surrounding the colloidal particle. Formation
of agglomerates composed of multivalent counterions and monovalent coions is also
taken into account. Using this model, we have reproduced the observed experimental
behavior and also obtained simple and necessary conditions for the overcharging of

colloidal particles.



NOTACOES

Abaixo apresento as principais constantes e variaveis definidas neste trabalho.

N numero de particulas coloidais na suspensao

Cs concentragao de sal monovalente no reservatorio
€ constante dielétrica

q carga elementar

(g = Bq?/e comprimento de Bjerrum (sistema CGS)

Bt =kT energia térmica

a raio das particulas coloidais

—ZvareqQ (Zpare > 0) carga das particulas coloidais esféricas

R raio da cela de Wigner-Seitz (WS) para o

modelo de Poisson-Boltzmann na cela (PBC)

n fracao de empacotamento das particulas coloidais
o(r) potencial eletrostatico local

o(r) = Bap(r) potencial eletrostatico local adimensional

n(r) densidade local dos contraions (+) e coions (—)
Kres = V/3mlpcs inverso do comprimento de Debye

no reservatorio de sal monovalente

Kpp = \/ Amlgng (R) +n_(R)] inverso do comprimento de Debye na suspensao
coloidal com sal monovalente para o modelo PBC
P pressao osmotica sem a contribuicao dos macroions

II pressao osmotica com a contribuicao dos macroions
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1. INTRODUCAO

As suspensoes coloidais sao encontradas no nosso dia-a-dia, tanto em aplicacoes
industriais [1] como em sistemas biologicos [2]. Elas estao presentes em tintas, pro-
dutos farmacéuticos, colas e sao usadas na fabricacao de materiais nanoestruturados
(por exemplo, ceramicas) |3-5], na biotecnologia e na industria alimenticia [6]. Estes
sistemas servem também como modelo bésico para o estudo do meio intracelular [7,8].
Suas propriedades sao de grande interesse em aplicacoes que vao da nanotecnologia a
medicina. Por exemplo, pode-se mencionar a utilizagao de particulas poliméricas de
ouro para a detec¢ao e tratamento nao invasivo de cancer [9]. Ao contrario dos liquidos
simples, as suspensoes coloidais sao sistemas intrinsecamente complexos, contendo as
particulas coloidais e moléculas de solvente e soluto. Tais sistemas apresentam diversas
propriedades interessantes. Em particular, quando luz passa através de uma suspensao
coloidal, ela é espalhada em todas as direcoes pelas particulas coloidais, produzindo
uma aparéncia nebulosa. Esta propriedade ¢ conhecida como efeito Tyndall® [10].

A presenca de componentes de soluto torna possivel a modificagao em grande
escala das propriedades macroscopicas dinamicas e estaticas e também da reologia da
solugao coloidal [11]. Estas propriedades, que ainda nao sao totalmente entendidas,
dependem das interacoes entre as particulas coloidais. A estabilidade da solucao com
relacao a coagulacao irreversivel ou a agregacao reversivel, ou ainda a transicao de
fase, é controlada pela adicao de moléculas de soluto e pelo uso de particulas coloidais
carregadas [11].

As particulas coloidais sao mesoscopicas, com didmetro tipico no intervalo 10 nm—

1 wm e podendo conter 10® —10* grupos ionizaveis, que sao sintetizados em sua superfi-

1O efeito Tyndall ocorre quando a absor¢do da luz nao for o efeito predominante.
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cie. Quando estas particulas sao imersas em solucoes aquosas, seus grupos ionizaveis se
dissociam fazendo com que elas adquiram carga, ao mesmo tempo em que contraions?
sao liberados na solucao. As moléculas de sal adicionado, dissolvidas no solvente,
também tornam-se ionizadas, gerando mais contraions e cofons®. Sendo assim, uma
suspensao coloidal idnica ¢ constituida por macroions e microions? dispersos num sol-
vente. A presenca destas particulas coloidais ionicas imersas em um meio composto
de eletrolitos e contraions aumenta a complexidade do problema. A grande assimetria
de carga entre as particulas coloidais e os microions torna invalida a maior parte dos
métodos tradicionais da teoria do estado liquido, que tém tido muito sucesso no estudo
de fluidos moleculares simples.

Em suspensoes coloidais carregadas, como todos os macroions tém cargas de
mesmo sinal, espera-se que a repulsao coulombiana evite a formacao de agregados de
particulas coloidais. Tais estruturas, se mais densas que o solvente, por agao gravi-
tacional, ficam depositadas no fundo dos recipientes, o que é inconveniente para as
aplicacoes industriais.

Devido a grande assimetria no tamanho, massa e escala temporal entre as par-
ticulas coloidais e as moléculas de soluto e solvente, as suspensoes coloidais sao um
desafio para as modernas teorias de mecanica estatistica. A estabilidade das fases
destes sistemas ainda nao é bem entendida. Apesar dos esforcos, uma completa com-
preensao das suspensoes coloidais i6nicas ainda nao foi alcancada. A questao central
é determinar o potencial efetivo de interacao entre as particulas coloidais, que leva
em conta o efeito dos microions e do solvente implicitamente. Quando uma parti-
cula coloidal esférica é imersa no solvente, a estrutura deste iltimo é modificada até
uma certa distancia. Quando duas particulas coloidais se aproximam uma da outra,
as camadas modificadas do solvente comecam a se superpor e a estrutura local do

fluido torna-se altamente direcional, resultando na forca efetiva agindo nas particulas

2 Os contrafons sdo ions com sinal oposto ao das particulas coloidais ionicas.
3 Os cofons sdo fons com o mesmo sinal das particulas coloidais iénicas.
4 Como as particulas coloidais i6nicas (macrofons) sdo algumas ordens de grandeza maior que os

demais ions na solucao, estes ultimos sao denominados de microions.
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coloidais. Tal forca depende das interagoes das particulas coloidais com o solvente e
o soluto e também das interagdes entre as moléculas de soluto [11]. A estabilidade de
uma suspensao coloidal é discutida em termos da célebre teoria de Derjaguin, Landau,
Verwey e Overbeek (DLVO) [11,12]. Segundo esta teoria, a competicao entre a re-
pulsao coulombiana blindada e a atracao de van der Waals conduz a estabilizacao da
suspensao. As particulas coloidais podem formar fluidos ou estruturas cristalinas em
uma escala de comprimento muito maior que a distancia entre elas. Isto ocorre se a
interacao repulsiva for suficientemente forte e de longo alcance.

Ha intimeros efeitos curiosos e contra-intuitivos que ocorrem em suspensoes co-
loidais com a adigao de eletrolito monovalente e ions multivalentes, devido as correla-
coes eletrostaticas. Por exemplo, observou-se que a presenca de contraions multivalen-
tes leva & atracao entre duas particulas coloidais com cargas de mesmo sinal e também
a inversao de carga dos macroions [12|. As particulas coloidais estdo imersas em uma
nuvem ibdnica de contraions que, proxima a superficie dos macroions, pode apresen-
tar uma rica estrutura devido as interagoes contraion-contraion, macroion-contraion e
também devido a efeitos de volume excluido.

A descricao quantitativa de solucgdes coloidais é um problema complexo e o uso
de aproximacoes é indispensavel. Como este é um problema de muitos corpos inte-
ragentes, uma boa estratégia é a aplicacao de uma aproximacgao de campo médio. O
ponto de partida usual para o estudo destas solucoes é a equacao de Poisson-Boltzmann
(PB). A equacdo de Poisson relaciona a densidade de carga com o potencial eletros-
tatico e, nesta aproximacao, considera-se que a densidade de microions é localmente
proporcional ao fator de Boltzmann do potencial eletrostatico médio. Com isso, as
correlacoes entre os microions sao descartadas.

Em suspensoes coloidais carregadas, as correlacoes eletrostaticas tém um papel
fundamental e sao responséaveis pela blindagem das interagoes coulombianas e também
pela renormalizacao da carga das particulas coloidais. O acoplamento eletrostético
entre o macroion e os contraions induz um acimulo destes préximo a sua superficie. Dai

surge a idéia basica do conceito de carga efetiva. Considera-se que a particula coloidal
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mais os contraions condensados formam uma entidade carregando uma carga efetiva (ou
renormalizada), que pode ser muito menor que a carga quimica da particula coloidal. A
carga efetiva leva em conta as correlagoes de curto alcance. Ela depende da geometria e
da concentracao das particulas coloidais, da termodinamica dos eletrolitos adicionados,
e pode depender também da temperatura, acidez (pH), for¢a ionica (concentragao
salina) etc.

O conceito de renormalizagao de carga simplifica a descrigao de suspensoes coloi-
dais ionicas estabilizadas. As interacoes na suspensao, exceto na regiao muito proxima
ao macroion, onde o processo de linearizacao da equacao de PB falha, sao bem descri-
tas pelas teorias linearizadas do tipo Debye-Hiickel 13|, desde que a carga quimica do
macroion seja substituida pela sua carga efetiva. Esquematicamente, os efeitos lineares
da blindagem do potencial coulombiano, feita pelos microions, faz com que o potencial
efetivo de interacao seja do tipo Yukawa, enquanto que os efeitos nao lineares desta
blindagem implicam na renormalizacao da carga das particulas coloidais.

A carga efetiva das particulas coloidais tem uma importancia fundamental, tanto
do ponto de vista teérico como experimental. Ela é um parametro relevante para se
conhecer a eletrostatica do sistema quando as particulas coloidais estao separadas por
uma grande distancia (fraca superposi¢ao das suas nuvens eletronicas). Ela também
determina a mobilidade eletroforética das particulas coloidais em um campo elétrico
aplicado [14]. O conhecimento da carga efetiva permite a determinacao da interagao
efetiva entre as particulas coloidais e, conseqiientemente, da estabilidade da suspensao
coloidal, que é indispensavel para as aplicacoes industriais. De fato, o potencial efetivo
de interacao de DLVO, que originalmente nao levava em conta a renormalizacao de
carga, s6 funciona se a carga quimica das particulas coloidais for substituida pela sua
carga efetiva.

E dificil predizer a carga efetiva para uma dada suspensido coloidal. Na au-
séncia de um método analitico geral para o seu céalculo, a carga efetiva é geralmente
considerada como um parametro de ajuste para os dados experimentais [15]. A carga

efetiva depende da valéncia dos contraions, da carga quimica das particulas coloidais e



1. Introducao 5

da presenca de qualquer tipo de eletrélito dentro da solucao.

Outra simplificacao pode ser introduzida no estudo de suspensoes coloidais com
contraions monovalentes, mapeando-se as particulas coloidais interagentes e os mi-
croions em um problema efetivo com apenas uma particula coloidal, através da in-
trodugao do conceito de cela [16]. Para densidades de particulas coloidais nao muito
baixas, a repulsao mutua entre os macroions faz com que estes se organizem de modo a
permanecerem o mais afastado possivel uns dos outros. A solucao total pode entao ser
dividida em celas, sendo que cada uma delas contém um macroion, uma quantidade
exata de contraions para tornar a cela neutra, e possivelmente também moléculas de
sal dissociadas. Como as celas sao neutras por construcao, elas nao interagem entre si
e, portanto, a atencao pode ser restrita a apenas uma delas.

A existéncia de celas, todas essencialmente do mesmo tamanho, faz com que
existam correlagoes entre as particulas coloidais. Estas correlacoes nao sao levadas em
conta corretamente, mas isto nao é importante em solucoes aquosas com contraions
monovalentes, sendo que neste caso, o modelo de Poisson-Boltzmann na cela (PBC)
estd em bom acordo com simulagdes [17]. O uso da cela é justificado para solugdes
coloidais densas. No entanto, pode-se questionar a confiabilidade da teoria PBC no
estudo de suspensoes muito desordenadas. De fato, o uso da cela nunca se mostrou
muito 1til na descrigao do diagrama de fase das fases fluidas [18]. Além disso, o modelo
PBC nao fornece resultados precisos no calculo da carga efetiva [19]. Claramente havia
a necessidade de uma teoria que nao fosse baseada no uso da cela.

Trizac e Levin propuseram, entdao, o modelo do Jellium® renormalizado [20], o
qual considera implicitamente que a funcao distribuicao de pares macroion-macroion
é igual a um para todas as distancias. Neste modelo, que é adequado para descre-
ver solugoes coloidais diluidas, um dos N macroions da solugao é fixado na origem
e considera-se que a carga dos demais macroions encontra-se uniformemente distri-

buida em torno dele, formando um fundo homogéneo com uma densidade de carga

> 0 modelo de elétrons interagentes onde os carogos idnicos sio “esmagados” formando um fundo

uniforme de cargas positivas do tipo “jelly” (gelatina) recebeu o nome de Jellium.
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renormalizada. No caso de solugoes deionizadas, a carga efetiva do modelo do Jellium
renormalizado concorda melhor com valores experimentais do que o modelo PBC |20).

Ainda considerando solu¢oes deionizadas, nos estudamos uma suspensao com
polieletrolitos rigidos e encontramos que a condensa¢ao de Manning-Oosawa [21, 22|,
que é uma caracteristica bésica da eletrostatica em 2D, também esti presente no mo-
delo do Jellium renormalizado [23]. Estudamos também solugoes com sal monovalente
adicionado e encontramos que o modelo do Jellium renormalizado esta em bom acordo
com simulagoes de Monte Carlo [23]. Outro importante resultado obtido com este mo-
delo é que o potencial usual de DLVO [11,12|, que é o potencial efetivo de interagao
entre duas particulas coloidais esféricas, emerge naturalmente do formalismo do Jel-
lium renormalizado, enquanto que ele precisa ser introduzido extrinsecamente dentro
do modelo PBC. Isto nos leva a crer que o célculo da carga efetiva dentro do modelo
do Jellium renormalizado deveria ser mais relevante para o estudo da interacao efetiva
entre as particulas coloidais. De fato, para baixas densidades de particulas coloidais,
o potencial efetivo de interacao deste modelo estd em melhor acordo com simulacoes
de Monte Carlo do que o modelo PBC [24]. Muito recentemente, Castaneda et al.
sugeriram um modo de incluir as correlagdes entre os macroions no modelo do Jellium
renormalizado [25]. Dentro desta aproximagao, que é adequada para regimes de pouco
sal adicionado, os resultados obtidos estao em bom acordo com aqueles provenientes
de simulagoes e experimentos [25].

Os modelos PBC e Jellium renormalizado tém como base a equacao de PB,
que despreza as correlagoes entre os microions. Para solugoes com sal monovalente, o
fato destas correlacoes nao terem sido levadas em conta pode ser justificado, mas no
caso de ions multivalentes tais correlagoes sao muito importantes. Em determinadas
condicgoes, por exemplo para solucoes aquosas contendo sal multivalente, as correlagoes
entre os contraions multivalentes levam & inversao da carga da particula coloidal. Este
fendmeno, no qual um grande niimero de contraions se associa ao macroion de modo
que sua carga liquida troca de sinal, ndo pode ser previsto pela teoria de PB [15,

19,26, 27|, mas foi observado em simulagoes e também em outras teorias [12,28-33].
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Experimentalmente, observa-se uma inversao da mobilidade eletroforética da particula
coloidal como conseqiiéncia da inversao da sua carga [34-36|.

Diversas teorias tém sido desenvolvidas para tentar estabelecer o mecanismo
através do qual as correlagoes entre os contraions condensados levam a inversao da
carga das particulas coloidais [12,28,37-39]. No entanto, nenhuma destas teorias con-
segue descrever completamente os resultados experimentais. A principal discordancia
reside no efeito da adicao de sal monovalente na inversao de carga. Tais teorias predi-
zem que a adicao de sal monovalente deveria gerar uma grande inversao de carga, mas
o efeito oposto é encontrado experimentalmente e nas simula¢oes de dinamica molecu-
lar [34,40,41|. De fato, observa-se nos experimentos que baixas concentracoes de sal
monovalente tém um pequeno efeito na inversao de carga, enquanto que a adigao de
grandes quantidades deste sal faz este fenomeno desaparecer completamente [34]. Um
resultado similar é encontrado em simulagoes de dindmica molecular [40,41].

Com a finalidade de explicar este fendbmeno, desenvolvemos uma teoria para a
inversao da carga das particulas coloidais [42] baseada na teoria de Debye-Hiickel [13]
e na associagao de Bjerrum [43], para uma solugao coloidal com uma mistura de sais
monovalentes e multivalentes. Os ingredientes fundamentais do nosso modelo sao: a
associacao entre o macrofon e os contraions multivalentes, formando um complexo, e a
associacao entre os fons multivalentes e monovalentes (provenientes da dissociagao dos
sais adicionados) gerando aglomerados de microions. Se por um lado a presenca de ions
multivalentes na solucao favorece a formacao de complexos com um grande nimero
de contraions associados, por outro a adicao de sal multivalente leva a formacao de
aglomerados, o que reduz o nimero de ions multivalentes livres. Desta competicao
emerge o cenario observado experimentalmente. Através da nossa teoria [42]|, fomos
capazes de reproduzir o comportamento experimental e também obtivemos condigoes
necessarias simples para a ocorréncia da inversao de carga.

Em resumo, nesta tese exploramos dois aspectos complementares das suspensoes
coloidais. Usamos uma teoria de Jellium para obter a carga efetiva das particulas

coloidais de uma solucao deionizada, testando a sua eficiéncia para duas geometrias, e
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também para o caso de uma suspensao com sal monovalente adicionado, onde os efeitos
da adigao deste eletrolito foram investigados. Além disso, usando uma teoria inspirada
naquela de Debye-Hiickel-Bjerrum [12], fomos capazes de descrever a inversao da carga
das particulas coloidais na presenca de ions multivalentes.

O restante desta tese obedece a seguinte estrutura. No capitulo 2, a carga efetiva
e a equacao de estado serao calculadas dentro do modelo do Jellium renormalizado,
para suspensoes coloidais deionizadas e com sal monovalente adicionado. Em ambos
os casos serao consideradas particulas coloidais esféricas e cilindricas, separadamente.
Os resultados serao comparados com aqueles obtidos dentro do modelo PBC. No capi-
tulo 3, apresentaremos a nossa teoria para a inversao de carga das particulas coloidais
esféricas de uma suspensao que contém uma mistura de sais monovalentes e multiva-
lentes. Mostraremos que os resultados obtidos estao de acordo com o comportamento
observado em experimentos e simulacoes. Por fim, as conclusoes desta tese serao apre-
sentadas no capitulo 4. Os resultados originais deste trabalho foram publicados nas

referéncias [23] e [42].



2. A CARGA EFETIVA EM SOLUCOES
COLOIDAIS DEIONIZADAS E COM
SAL MONOVALENTE

2.1 Introducao

Neste capitulo, vamos obter a carga efetiva e verificar seus efeitos no calculo da
pressao osmotica para um sistema de N particulas coloidais carregadas em uma solugao
contendo seus contraions, um solvente neutro e, em alguns casos, sal monovalente
adicionado.

O ponto de partida usual para o estudo destas solugoes é a teoria de campo médio
de Poisson-Boltzmann (PB). Neste caso, a carga efetiva é obtida com a metodologia de
Alexander [19], na qual o potencial eletrostatico exato, que é a solu¢ao da equagao nao
linear completa de PB, é equiparado a solucao assintética da equagao de PB linearizada.

Em matéria condensada, a descricao quantitativa de sistemas coloidais de parti-
culas carregadas de baixa densidade é uma tarefa dificil devido a presenca de interagoes
coulombianas de longo alcance |[11|. A fim de tornar a situa¢do mais simples de ser
tratada, usualmente se introduz uma cela do tipo Wigner-Seitz (WS) apropriadamente
definida. Esta consideravel simplificacao permite o célculo de varias quantidades ter-
modinamicas (veja por exemplo |19,44] e |16, 45| para resultados mais recentes) e a
derivacao de propriedades de transporte [46,47]. No entanto, o conceito de cela, reti-
rado da fisica do estado solido, nunca se mostrou muito util na descricao do diagrama

de fases das fases fluidas (veja por exemplo [18]). O modelo da cela ndo leva em conta
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adequadamente as correlacoes entre as particulas coloidais, o que nao é de grande im-
portancia para solucoes aquosas com contraions monovalentes, mas pode ser relevante
para solugoes com contraions multivalentes. Enquanto o modelo da cela ¢ uma boa
aproximacao para suspensoes coloidais densas, deve-se ter cuidado ao extrapolar os
resultados para suspensoes muito diluidas. Além disso, quando uma informacao mais
microscopica é procurada, como por exemplo a carga efetiva, o uso da cela nao fornece
uma resposta precisa [19]. Uma das possiveis causas da falha deste modelo esta no
tratamento efetivo dado as interacoes da particula coloidal com os microions e com o
solvente.

Neste trabalho, adotamos um ponto de vista mais de “estado liquido” 48| para
descrever as propriedades locais e globais da blindagem dos ions microscépicos em
torno de particulas coloidais esféricas ou cilindricas muito carregadas. Por exemplo,
calcularemos a carga efetiva de um macroion mais sua nuvem eletronica. Esta forma
de tratar o sistema é pertinente tendo-se em vista a densidade finita das particulas
coloidais. A aproximacao utilizada por nos tem uma forte semelhanca com o modelo
do Jellium de Beresford-Smith, Chan e Mitchell [49], no entanto com uma importante
diferenca, ja que o Jellium aqui considerado é “renormalizado”. Como ficard claro a
seguir, esta aproximacao fornece um procedimento de incorporacao da renormalizacao
de carga de modo auto-consistente dentro da descricao classica do equilibrio de Donnan'
em suspensoes coloidais [50,51]. Célculos preliminares, com énfase na sedimentagao
de particulas coloidais carregadas, foram publicados em [20] e o modelo do Jellium
renormalizado foi recentemente testado com sucesso em dispersoes lipossomicas [52].

Este capitulo foi organizado da seguinte maneira. O modelo de Poisson-Boltzmann
na cela (PBC) juntamente com a metodologia de Alexander [19] sao introduzidos na

secao 2.2. O modelo do Jellium renormalizado é definido na secao 2.3 e aplicado na

1 O equilibrio de Donnan é a situacdo na qual uma solucdo de particulas coloidais e seus contraions
estd em equilibrio térmico e quimico com um reservatério de sal. A membrana que separa os dois
compartimentos é semipermeéavel, pois permite a passagem do solvente e dos contraions e microions

provenientes do sal, mas evita a passagem dos macroions.
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secao 2.4, onde suspensoes sem sal foram consideradas e o procedimento numérico foi
exemplificado com particulas coloidais esféricas. Nos ainda comparamos os resultados
obtidos com estes dois modelos. Além de analisarmos dispersoes de particulas coloidais
esféricas, estudamos também macromoléculas com geometria cilindrica, o que permitiu
a discussao do fenomeno classico da condensagao de Manning-Oosawa [21,22] dentro
do modelo do Jellium renormalizado. Os efeitos provenientes da adicao de eletrolito
monovalente sao investigados na secao 2.5 e as conclusoes sao apresentadas na se¢ao

2.6. As segoes 2.3, 2.4 e 2.5 seguem as linhas gerais de [23].

2.2 O modelo da cela, a teoria de
Poisson-Boltzmann e a metodologia de

Alexander

Nesta secao, iremos obter a carga efetiva de uma particula coloidal mais sua nu-
vem eletronica dentro de uma aproximacao de cela para a teoria de Poisson-Boltzmann
(PB), que é uma teoria de campo médio. A pressio osmotica sera igualmente obtida
dentro deste modelo.

Consideremos uma solucao com N particulas coloidais esféricas em equilibrio
térmico e quimico com um reservatorio de sal monovalente de concentracao c;. No
modelo de PB, as moléculas do solvente nao sao levadas em conta explicitamente, de
modo que o solvente é tratado como um meio sem estrutura de constante dielétrica
e (CGS) e temperatura 7. Esta aproximagao é razoavel a medida que o tamanho
das moléculas do solvente é pequeno quando comparado ao tamanho dos macroions
e ao comprimento das interacoes eletrostaticas da solugdo [53|. Este meio continuo
¢ caracterizado pelo comprimento de Bjerrum ¢p = (3¢*/e (CGS), onde 37! = kT &
a energia térmica e ¢ é a carga elementar. fp fornece uma escala conveniente para
quantificar as interacoes eletrostaticas dentro da suspensao coloidal. Note que (g é

a distancia na qual a energia coulombiana de duas cargas elementares no meio de
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constante dielétrica ¢ é igual a k7. Na teoria de PB, todos os microions sao considerados
como particulas puntiformes, enquanto que as particulas coloidais sao esferas? de raio
a e carga quimica —Zy,..q distribuida uniformemente em sua superficie’. Pode-se
considerar, sem perda de generalidade, que as particulas coloidais estao carregadas
negativamente, ou seja, Zp,e > 0. O objetivo desta teoria é calcular a densidade
média local dos microions e o potencial eletrostatico médio em torno das particulas
coloidais fixas em uma dada configuracao.

Para particulas coloidais com uma fracao de volume nao muito baixa na suspen-
sao, devido a repulsao miutua, suas posicoes sao tais que cada uma delas tem em torno
de si uma regiao de exclusao em relagao as demais. Neste caso, os macroions formam
uma estrutura ordenada (bcc ou fee) [51]. A descricao da fase cristalina é bem mais
simples do que uma estrutura desordenada, ja que pode-se tirar vantagem da simetria
translacional da rede. Com isso, pode-se definir uma cela de Wigner-Seitz (WS) cen-
tralizada em cada macroion (veja a figura 2.1). Considera-se que, além da particula
coloidal, cada cela contém uma quantidade exata de contraions de modo que a carga
total dentro dela seja exatamente zero, e que todas as celas tém o mesmo formato.
Além dos contraions, a cela pode conter também ions provenientes da dissociacao das
moléculas de sal. Cabe ressaltar que, como as celas sao neutras por constru¢ao, nao ha
interacoes eletrostaticas entre elas. A aproximacao seguinte é considerar que o formato
da cela de WS tenha a simetria da particula coloidal (no caso esférico em questao, tal
cela é uma esfera de raio R), mas com o mesmo volume da cela de WS propriamente
dita (veja a figura 2.1). O valor de R é obtido através da fragao de volume 7 do sistema
ocupada pelas particulas coloidais, em outras palavras, o efeito da concentracao dos
macrofons. No caso de particulas esféricas, n = (a/R)> [54].

Apesar do modelo da cela levar em conta o efeito da concentracao dos macroions

2 As suspensdes coloidais podem conter particulas coloidais de diferentes tamanhos (polidispersao).
3 A carga quimica Zper pode depender da temperatura. No entanto, nesta tese a temperatura é

mantida fixa e considera-se que todos os grupos 4cidos sintetizados na superficie da particula coloidal

se dissociam quando as particulas coloidais sao imersas em solucoes aquosas.
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Fig. 2.1: Representagio dos estagios da aproxima¢ao do modelo da cela. A solu¢ao coloidal
completa (a) é dividida em celas de WS (b) centralizadas em cada particula coloidal
e que sdo convenientemente simetrizadas (c). Em seguida, o calculo do potencial é
restrito a apenas uma cela de raio R composta por uma particula coloidal idnica,

seus contrajons e possivelmente sal adicionado (d).

de maneira aproximada, ele apresenta varias vantagens. Entre elas, o importante limite
de diluicao infinita é facilmente obtido & medida que o volume da cela aumenta. Este
modelo ¢ também muito tutil para a introdugao do conceito de condensagao ionica e
renormalizacao de carga das particulas coloidais, como sera visto a seguir. Além disso,
estudos da aproximacao de PB indicam que o principal efeito da concentragao dos
macroions esta relacionado a entropia na distribui¢ao dos contraions [55].

Na aproximacao de Poisson-Boltzmann, o potencial eletrostatico adimensional
medido a partir do centro da cela de WS, ¢(r) = [Sqp(r), onde ¢(r) é o potencial
em unidades CGS, é gerado pela densidade de carga dos macroions e dos microions
monovalentes. Numa teoria exata, os perfis de densidade local dos microions sao ex-
pressos em termos do fator de Boltzmann, cujo expoente é proporcional ao potencial
de forca média entre o macroion e os microions. Aproximando-se o potencial de forca
média pelo potencial eletrostatico, a densidade local dos microions dentro da cela de
WS ¢é dada pela distribuicdo de Boltzmann n(r) = c,eT), onde n_ (r) ¢ a densidade
de cétions (contraions) e n_(r) é a densidade de anions (coions). Com isso, a teoria
de PB é uma aproximacao de campo médio, ja que as correlacoes entre os microions

monovalentes moveis de carga +q foram desprezadas. Devido a neutralidade de carga
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dentro da cela de W S tem-se que

R
Lyareq = 47?/ 720y (r)dr (2.1)
a
onde p,(r) = g[ny(r) —n_(r)] é a densidade de carga dos microfons.
Neste caso, a densidade finita das particulas coloidais é levada em conta através
da aproximagao do modelo da cela. Como o potencial eletrostatico médio deve refletir
a periodicidade da rede, ele precisa ser calculado apenas em uma cela de WS (veja

as figuras 2.1 e 2.2). Deste modo, a equacao de Poisson-Boltzmann (CGS) para uma
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Fig. 2.2: Geometria da cela de WS esférica de raio R para uma soluc¢ao coloidal com sal
monovalente adicionado. A particula coloidal, com carga total —Zpsreq (Zpare > 0)
distribuida uniformemente em sua superficie, é representada pela esfera sombreada
de raio a. A fronteira da cela de WS ¢ idealizada como uma membrana semiper-
meavel localizada em r = R, representada pela linha pontilhada que separa a cela
do reservatorio de sal. Os microions, contraions (@), cations (+) e anions (—),

sao moveis e podem atravessar a membrana.
solugdo com sal monovalente adicionado tem a seguinte forma (veja o apéndice A)
V2¢(r) = k2., sinh[p(r)], a<r<R, (2.2)

onde K,.s = V/8mlpc, € 0 inverso do comprimento de Debye dentro do reservatorio de
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sal. As condicoes de contorno sao dadas por

L (2.3)
dr|p
d¢ ZbarefB
A . 2.4
dr|, a? (2:4)

A condigao de contorno (2.3) garante a neutralidade de carga dentro da cela de WS e
a condigao (2.4) segue da aplicacao da lei de Gauss na superficie do macroion.

Vamos agora introduzir a definicao de carga efetiva com o auxilio da aproxima-
¢ao de campo médio baseada na equacao de PB. Para isso, vamos considerar o limite de
diluicao infinita das particulas coloidais, ou seja, um macroion isolado e imerso em um
eletrolito infinito. Este limite corresponde a k... — 00. Neste caso, o potencial ele-
trostatico ¢ dado pela equacao (2.2) com a condigao de contorno (2.3) substituida por
¢(r — o00) = 0. Esta equagao nao linear de PB nao pode ser resolvida analiticamente,
mas a sua solucao assintotica mostra que o potencial eletrostatico a grandes distancias

—KresT

comporta-se como e /7, j& que, mesmo para particulas coloidais muito carregadas,
¢(r) < 1 para r grande. Conseqiientemente, a linearizac¢ao da equagao (2.2) em torno
do zero é possivel neste regime, conduzindo a equagao de PB linearizada, ou equagao
de Debye-Hiickel! (DH)

V20pu(r) = Kledpu(r), (2.5)

cuja solucao em coordenadas esféricas é o potencial coulombiano blindado

—KRresT
e res

¢pr(r) = A : (2.6)

r

onde foi usado que ¢(r — oo) = 0. O uso da segunda condi¢ao de contorno, equagao

(2.4), forneceria
_ZbareeB

(1 + Kpesa)

Contudo, esta condicao nao pode ser usada, pois a linearizacao nao é valida para peque-

A= griresa (2.7)

nas distancias. Mas se a solucao linear for estendida para perto da particula coloidal,

4 Debye e Hiickel desenvolveram uma teoria para eletrélitos simétricos baseada na linearizacdo da

equacao de PB (veja a secdo 3.2.1).
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ela correspondera a que carga do macroion? A resposta a esta pergunta é precisa-
mente a carga efetiva, que é percebida por um observador longe da particula coloidal.
Com isso pode-se fazer o comportamento, a grandes distancias, de ¢(r) coincidir com
a solugao do problema linearizado se a carga quimica da particula coloidal Zy,,.. for
substituida por uma carga de valor diferente Z.¢¢, o que conduz a definicao da carga
efetiva renormalizada [56]

ZeffﬁB 6_’%65(7“_“)
(1 4+ Rpesa) r

QS(Ta Zbare) ~ ¢DH(T7 Zeff) = - 5 T>a. (28)

Embora a anélise prévia tenha sido feita no limite de diluicao infinita, o conceito
de renormalizacao de carga é muito geral e pode ser aplicado em suspensoes coloidais
sob vérias condigoes [57-59|. Como vimos, no caso de particulas coloidais com uma
densidade finita, pode-se fazer o uso da aproximacao da cela. Sendo assim, a termo-
dinamica de sistemas coloidais muito carregados pode ser baseada na equagao de PB
linearizada, mas com a carga quimica da particula coloidal Zj,,. substituida por Z.ss.

O conceito original de renormalizacao de carga foi introduzido por Alexander et
al. [19] no contexto da teoria de Poisson-Boltzmann na cela (PBC). A idéia bésica desta
definicao ¢é considerar que a particula coloidal muito carregada mais parte da nuvem de
contraions em torno dela formam uma entidade carregando uma carga renormalizada
—Zetfq (Zegg > 0), que pode ser varias ordens de grandeza menor (em moédulo) que
— Zpareq. Esta “condensacao” de parte dos contraions ocorre devido a sua forte interacao
eletrostatica com a particula coloidal. De fato, os contraions proximos a superficie
coloidal sentem uma forte atracao eletrostatica comparada com a sua energia térmica
kET. E natural entdo dizermos que estes contraions estdo eletrostaticamente “ligados”
ao macroion. Esta idéia de condensacao ionica ¢ introduzida como uma ilustracao
do grande actimulo de contraions perto da particula coloidal. Entretanto, nao ha
uma ligacao quimica entre o macroion e os contraions condensados, de modo que os
contraions envolvidos nesta definicao de condensacao puramente eletrostatica podem
estar localizados relativamente longe da particula coloidal. O cédlculo da carga efetiva

para sistemas sem sal ou com sal monovalente adicionado segue o modelo proposto
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por Alexander [19]. As etapas desta metodologia, aplicada ao problema em questao,

podem ser resumidas da seguinte maneira [54]:

(i) Resolve-se o problema nao linear completo dado pela equagao (2.2) para um dado
conjunto de parametros independentes: a fragao de volume 7, a concentragao de
sal monovalente r,.sa e a carga da particula coloidal Zy,..¢5/a (veja o apéndice
A). Estes trés parametros adimensionais caracterizam cada estado do sistema.

Com isso, obtém-se o potencial em R, ¢(R), e a densidade total de microions

ni(R) = ¢, T, (2.9)

(ii) Define-se o inverso do comprimento de Debye (relacionado a blindagem) a partir
das densidades dos microions na fronteira da cela de WS, dadas pela equacao

(2.9), o que resulta em

kpp = \/Amlp[ns(R) +n_(R)] = ke, cosh/?[6(R)). (2.10)

(iii) Lineariza-se o problema de valor de contorno da equagao (2.2) em torno de ¢(R)
e determina-se o potencial solucao da equacao de PB linearizada, de modo que
as solugoes dos problemas nao linear e linear coincidam até a derivada segunda

em r = R (veja o apéndice A).

(iv) Calcula-se a carga efetiva Z.;; a partir da equagdo (2.1), substituindo-se Zpge
por Z.ss e py(r) pela densidade de carga pppy(r) associada a solugao da equagao

de PB linearizada (PBL), ou seja,

R
Zeprq = 47T/ r2pppr(r)dr. (2.11)

Alternativamente, podemos calcular a carga efetiva usando-se a lei de Gauss

dopar, Zefflp

o == (2.12)

a

O potencial eletrostatico longe da particula coloidal (e entdo Z.rs) satura em
funcao da sua carga quimica Zp,... Este comportamento é verificado experimentalmente

e também em simulacoes.
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Por sua vez, a equacao de estado do modelo da cela ¢ facilmente obtida. Em
sistemas reais, a pressao depende também das correlagoes entre ions de diferentes
celas, o que nao ¢é levado em conta dentro deste modelo. Neste caso, a equacgao de
estado do sistema refere-se a pressao exercida na parede rigida da cela, em r = R.
Vamos entao calcular a contribuicao dos /N,,, microions livres para a pressao osmotica.
Consideraremos inicialmente um sistema com apenas uma espécie de microions. Sendo
Apg a drea da borda externa da cela e R sua posi¢ao, uma variacao infinitesimal d R muda
o volume da cela por Agr dR. A energia livre configuracional é dada por F = —kT'In Z,

sendo a funcao de particao configuracional canonica Z expressa como

1
7 = W// e PH dry wodry, (2.13)
B HVm:

onde Ag = (h?/2rmkT)"? é o comprimento de onda térmico de de Broglie e H é o
hamiltoniano dos microfons méveis. A pressao do sistema no ensemble canonico é dada

por
OF kT 82

0V ARZOR’

A energia do sistema é independente da localizacao da sua borda externa, uma

p= (2.14)

vez que ela é rigida e nao tem cargas. Entao R entra na funcao de particao apenas
através dos limites superiores das integrais de configuracao. A derivada de Z em relagao

aRé

0z _ 0 ( L [ et )
—— = [ ——— [ ... [ e PHO N gy dry, (2.15)
OR  OR\AMN,I

Cada microfon contém uma integracao radial de a até R enquanto que a integracao

sobre as duas coordenadas restantes fornece um fator A, e com isso

07 1 Nm/ (8 /R BH(e1,m: )
= e | == e T1s o T s TN A,« dr; drl...dri_ldrHl...der,
ok~ a2 \ar

(2.16)

ou equivalentemente,

07 Ap I —BH(r1,....,ri—R,...,rN,,)
ﬁ = W Z// e e o tNm ) dpy o dr_q dri+1-~-der- (217)
B m* =1
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Todos os microions sao idénticos, logo estes N,, termos sao iguais e sendo assim

97  ApN,

ﬁ = W // 6_6H(r1_>R’r2’m’er) drg...der. (218)

Como a distribuicao de probabilidade da primeira particula é dada por

[ [ e PHEI=Roraseng) dpy  dry

pi(R) NNZ : (2.19)
a equacao (2.18) pode ser reescrita como
07
— = Ar N,, Zpi(R) . 2.20
R R pi(R) ( )

Por fim, nos usamos o fato de que a densidade i6nica na borda da cela é dada por

n(R) = Nppi1(R), de modo que

55 = ArZn(R). (2.21)

A insercao deste resultado na equacao (2.14) resulta em
P = n(R). (2.22)

Se mais de uma espécie de microions estiver presente, como no caso de sal adicionado,

a pressao serd dada pela soma das densidades das espécies microionicas na borda

BP =3 ni(R). (2.23)

Sendo assim, a pressao deste sistema esta associada a densidade de microions, resultante
da solu¢ao da equagao nao linear de PB, na fronteira da cela de WS [55], o que via a
equacao (2.10) gera
(2
gp = FEB (2.24)
471'@3
Cabe ressaltarmos que apesar da equacdo (2.23) sugerir que os microions na
borda externa do sistema se comportam como um gas ideal, este nao é o caso para
todos os microions da solugao. Mesmo se o sistema for denso e os microions estiverem

fortemente correlacionados, a equagao (2.24) é valida, ja que ela é completamente

independente das interacoes de pares que entram no hamiltoniano.
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E ainda importante salientarmos que o modelo PBC s6 fornece bons resultados
para suspensoes coloidais com eletrdlitos do tipo 1:1 (sal monovalente), pois as correla-
¢oes entre os microions sao desprezadas. A equacao de PB falha quando as correlagoes
entre os ions do eletrolito tornam-se importantes. Este é particularmente o caso para
suspensoes contendo contraions multivalentes ou uma grande concentracao de coions.
Sob estas condi¢oes, a metodologia de Alexander perde sua validade, uma vez que as
correlacoes entre os contraions e os coions permanecem importantes inclusive longe da
superficie da particula coloidal, e a equacao de PB deixa de ser vilida mesmo assin-
toticamente. Entao, a descricao de PB é aplicavel em solventes aquosos sob condicoes
usuais de temperatura e microions monovalentes, jA que neste caso os acoplamentos
eletrostaticos nao sao fortes e, portanto, nao se observam desvios do campo médio.
Sendo assim, no caso de suspensoes com a adicao de sal multivalente, o tratamento
deve ser diferente, conforme sera visto no préximo capitulo.

Por fim, queremos mencionar que o modelo PBC e a metodologia de Alexander
sao facilmente estendidos para particulas coloidais com outras geometrias (como a
cilindrica) e também para o caso de solugdes coloidais sem sal adicionado (veja o

apéndice A).

2.3 O modelo do Jellium renormalizado

Nesta secao, vamos considerar uma suspensao de N particulas coloidais carre-
gadas em um volume V. A carga efetiva e a pressao deste sistema serao obtidas dentro
de uma perspectiva de teoria de liquidos.

As particulas mesoscopicas, quando imersas em um meio polar, liberam peque-
nos fons na solucao que, junto com os outros microions resultantes da dissociacao do
sal adicionado®, formam uma nuvem inomogénea em torno de cada uma delas. Diferen-

temente do procedimento anterior, as particulas coloidais nao estao em celas isoladas,

5 Pequenas quantidades de coions e contraions também podem ser provenientes da dissociacio do

proprio solvente e de impurezas nele contidas.
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mas em uma solu¢ao compartilhando os microions (veja o esquema (a) da figura 2.3).
Enquanto que as particulas coloidais sao consideradas mais ou menos uniformemente
distribuidas na solucao®, as posicoes dos contraions e cofons estao fortemente correla-
cionadas com aquelas dos macroions. Como uma aproximacao de primeira ordem, nos
podemos tomar a fungao de correlagdo macroion-macroion como g, (r) = 1, ou seja,
um gas ideal de particulas coloidais. Enquanto isso, as func¢oes de correlagao exatas
macroion-contrajon e macroion-coion sio dadas por g+ (r) = e P+ onde wy,+(r)
sao os potenciais de forca média. Dentro da aproximacao de campo médio, na qual va-
mos nos restringir aqui, despreza-se as correlagoes entre os microions, ou em outras pa-
lavras, aproxima-se o potencial de forca média pelo potencial eletrostatico médio. Isto
permite relacionar a densidade local das microespécies de valéncia z; no ponto r com
o potencial eletrostatico local ¢(r) através da relagao n;(r) o< exp(—z;qBp(r)) [11,12].

Para quaisquer posicoes das N particulas coloidais presentes na solucao, ¢ pre-
ciso resolver a equacao de Poisson-Boltzmann resultante, a partir da qual se obtém
o potencial eletrostatico. Este potencial pode entao ser inserido no tensor de tensoes
(stress tensor) |11] para que se calcule a for¢a agindo nas particulas coloidais. Tal pro-
cedimento, que faz uso da separacao de escalas temporais entre macroions e microions,
abre o caminho para uma descricao completa da dinamica e da estatica do sistema com,
por exemplo, o uso das técnicas de Monte Carlo ou Dinamica Molecular para tratar
os graus de liberdade dos macroions |61,62|. Entretanto, este tratamento ¢ numerica-
mente custoso e uma visao melhor do problema é obtida com outras aproximacoes que
mapeiam o problema original com N particulas coloidais em uma situagao com apenas
uma delas. Um exemplo é o modelo da cela, visto na secao 2.2, onde a densidade finita
das particulas coloidais é levada em consideracao através de uma regiao de exclusao
em torno de cada uma delas. Vamos agora propor uma forma alternativa, o modelo do
Jellium renormalizado |20|. Ele nao possui algumas das limitacoes do modelo da cela
e ¢ igualmente simples de ser implementado e resolvido.

Novamente vamos considerar, sem perda de generalidade, que as particulas co-

6 Estamos interessados no regime de baixas densidades.
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loidais estao carregadas negativamente. Com isso, uma dada particula coloidal com
carga quimica —Zpgreq (Zpare > 0) € colocada na origem do sistema de referéncia. O
meio da suspensao, que ¢ um solvente tratado como um dielétrico continuo de permis-
sividade ¢, é escolhido como sendo infinito, com uma densidade média de particulas
coloidais dada por p = N/V. Para um sistema coloidal diluido, onde a interacao entre
as particulas coloidais nao é forte, considera-se que a carga das demais N —1 particulas
encontra-se uniformemente distribuida em torno do macroion marcado (veja o esquema
(b) da figura 2.3), formando um fundo homogéneo com densidade de carga negativa
—ZvackqP (Zpack > 0). Deste modo, o potencial eletrostatico ¢(r) em torno do macroion

marcado satisfaz a equagao de Poisson (CGS)

Vip(r) = —4? ~Zhack P4+ D_ 1% exp(—Bazip) | | (2.25)
i

onde a soma ¢ feita sobre todas as microespécies e as concentragoes n sao determinadas
através da condicao de eletroneutralidade, no caso sem sal, ou do equilibrio osmotico
com um reservatorio de sal em uma situacao semi-grande canonica. A grandes distan-
cias (r — o00), o termo entre colchetes no lado direito da equacdo (2.25) desaparece
devido a condicao de eletroneutralidade da solucao. Isto impoe um valor ¢, para o
potencial longe do macroion, que é chamado de potencial de Donnan [50].

O ponto chave desta aproximacao ¢ que, diferentemente do modelo do Jellium
de Beresford-Smith et al. |49], Ziack # Zbare; a carga de fundo nado é conhecida a priori,
mas é determinada de maneira auto-consistente como serd explicado a seguir.

Para ilustrar a metodologia, vamos considerar uma particula coloidal esférica
de raio a. Quando r — oo, noés podemos linearizar (2.25) em torno de ¢, resultando
em uma equacao de Helmholtz, que é uma equagao do tipo DH, cuja solugdo é (veja o
apéndice B)

. Zeprq e nro)

#r) T~ oo = e(1+ka) r 7 (2.26)

onde o comprimento de Debye x~! é dado por

2
K= ATy %n?zf exp(—Bqzipes) = 4l Y z7n;(c0). (2.27)
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(2) (b)

Fig. 2.3: Representagdo da aproximacgao do Jellium renormalizado. A solu¢ao coloidal (a)
contém N particulas esféricas. O meio da suspensao é escolhido como sendo in-
finito. Uma dada particula coloidal de carga —Zpsreq (Zpare > 0) € colocada
na origem do sistema de coordenadas, enquanto que a carga das demais (repre-
sentada pela regiao mais clara em (b)) encontra-se uniformemente distribuida em
torno dela, com densidade de carga —Zpackp ¢ (Zpack > 0). Na pratica considera-se

um sistema suficientemente grande mas de raio R finito (b).

Para particulas coloidais com cargas muito pequenas, a solugao (2.26) é valida
para todas as distancias com Z.fy = Zpare €, entao, pode-se considerar que Zy,, =
Zpare- Entretanto, suas cargas tipicas sao tais que Zpefp/a > 1, um regime no
qual os contraions tornam-se fortemente associados as particulas coloidais, e os efeitos
da renormalizacao de carga [15,26,56] nao podem ser ignorados. A condensacao de
contraions afeta fortemente o campo eletrostatico longe da particula coloidal de modo
que, para grandes distancias, ha uma carga efetiva (Z.fr na equagao (2.26)) que difere
significativamente da sua carga quimica Zp,,... Como resultado da blindagem nao linear
feita pelos contraions tem-se que Z.rr < Zpgre, Sempre que Zpglp/a > 1.

Neste ponto, a carga efetiva proveniente da equagdo (2.26) é uma fun¢ao da
carga de fundo e da carga quimica da particula coloidal: Z.rr = Zest(Zpacks Zoare)-
Para particulas coloidais suficientemente carregadas, a carga Z,.. ¢ uma quantidade

irrelevante a grandes distancias da particula marcada, entao, nés exigimos que Zpqer



2. A carga efetiva em solucoes coloidais deionizadas e com sal monovalente 24

coincida com Z.¢f, o que melhor caracteriza a carga de fundo resultante da homoge-
neizacao da contribuicao das demais particulas coloidais. Sendo assim, nés impomos a

condicao de auto-consisténcia

Zback = Zeff(ZbackaZbare) (228)

para calcular a carga de fundo a priori desconhecida. Como serd visto a seguir, esta
condicao é facilmente implementada numericamente e uma dada carga Zp,,. leva a um
tnico valor de Z.¢.

A carga efetiva, assim como o inverso do comprimento de Debye s, dependem

da densidade. De fato, ¢, depende de p através da condicao de eletroneutralidade,
~Zpaer pq+ Y n02q exp (—Bqzipos) =0, (2.29)

e isso faz com que k dependa de p via a equagao (2.27). Mais precisamente, é o produto
nY exp(—B2iqPs) que ¢ fisicamente relevante. A escolha ¢, = 0 pode sempre ser feita
se os pré-fatores n? forem redefinidos adequadamente. Esta convengio é conveniente
em sistemas sem sal, mas na pratica ela nao tem sido adotada em sistemas com sal
adicionado. Além disso, a equacdo (2.29) parece ser uma condigao efetiva de eletro-
neutralidade, que nao coincide com a condigao fisica. Este aspecto serd discutido no
inicio da secao 2.5.

O potencial da equagao (2.26) pode ser inserido no tensor de tensoes de Maxwell,
o que possibilita o célculo da forca agindo nas particulas coloidais. Com isso, dentro
da aproximacao do Jellium renormalizado, o potencial efetivo de interacao entre duas
particulas coloidais esféricas isoladas, separadas por uma grande distancia (aproxima-
¢ao de fraca superposi¢ao das suas nuvens ionicas), tem a forma do potencial usual de
Derjaguin, Landau, Verwey e Overbeek (DLVO) [11,12], com os parametros efetivos x

€ Zeff
Ze2ff£B 6—5(7“—2(1)
BVbrvo(r) = (14 ka)? r

Este potencial, que foi confirmado experimentalmente [62], é puramente repulsivo [12],

(2.30)

e tem sido o ponto de partida de muitos estudos das propriedades estruturais e do

diagrama de fases de suspensoes coloidais i6nicas estabilizadas |53].
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E facil compreender a natureza do potencial DLVO baseado na teoria de Debye-
Hiickel (veja a segao 3.2.1). Considerando uma solugao deionizada, se o tamanho das
particulas coloidais é reduzido a zero (¢ — 0), entdo devido a blindagem feita pelos
contraions, a energia de interacao entre dois macroifons “puntiformes” seria do tipo
Yukawa

ek

‘/O(T) = (Zbareq) er (231)

onde o inverso do comprimento de Debye é

_ /47TZbareq2p

Agora, vamos considerar o potencial eletrostatico fora da particula coloidal fixa de raio

a e carga —Zp.req (veja a secao 3.2.1), ou seja,

B Zpareq0(Kka)e™"" e

o= (r) = - , 0(z) = T+ (2.33)

Evidentemente, o fator 6(xa) vem do fato que a blindagem comeca apenas fora da cavi-
dade, r > a. Também pode-se pensar na equagao (2.33) como sendo o potencial de uma
particula coloidal puntiforme com uma carga efetiva Q, = Zpy,eqf(ka). Uma vantagem
deste ponto de vista alternativo é que a energia de interagao entre duas particulas co-
loidais “puntiformes” é simplesmente dada pela equagao (2.31), com Zyyreq — Q. Isto
leva diretamente ao famoso potencial de DLVO

o—hT

VDL\/()(T’) = (meneq)292(f€a) o . (2.34)

No entanto, esta teoria linear de DH s6 funciona se Zy,.e — Zcff, ja que o processo de
linearizacao da equacao de PB nao ¢ valida nas proximidades da superficie da particula
coloidal.

O procedimento apresentado nesta se¢ao incorpora os efeitos nao lineares da
blindagem com aqueles de p finito. Como vimos, este método ¢ mais apropriado
para descrever sistemas de baixas densidades, ja que a funcao de distribuicao de pares

macroion-macroion é implicitamente considerada igual a um para todas as distancias.
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Com isso, considera-se que nao ha correlagoes entre as particulas coloidais. Esta sim-
plificacao, que tem conseqiiéncias nao triviais, ¢ certamente de pequena relevancia em
suspensoes com altas densidades, para as quais presume-se que o modelo da cela seja
uma aproximacao melhor.

Antes de ilustrar o método utilizado, vamos brevemente considerar a pressao
osmotica do sistema. Ela foi obtida usando-se a aproximacao de campo médio de
PB [63] e, assim como no modelo da cela, é dada pelas densidades dos microions longe

do macroion marcado

pP = an(oo) = an exp (—fezipoo) - (2.35)

Este resultado é compreensivel pois o gradiente do potencial na borda do sistema é
nulo. Deste modo nao ha nenhuma forca eletrostatica agindo nos microions da borda
e, entao, eles se comportam como um gas ideal. Note que a contribuicao das particulas
coloidais foi explicitamente descartada [20]. Isto ¢ bem justificado no limite de pouco

sal adicionado, que é o regime onde os contraions dominam, dado que Zpq.. > 1.

2.4 O caso sem sal adicionado

2.4.1 Particulas coloidais esféricas

A situacao mais simples de ser investigada é aquela de suspensoes deionizadas.
Entao nesta secao, vamos exemplificar o procedimento numérico da aproximacao do
Jellium renormalizado em uma suspensao com particulas coloidais esféricas e sem sal
adicionado. Além disso, vamos calcular a carga efetiva dos macroions e a pressao
osmotica deste sistema e compara-las com aquelas obtidas no modelo de PB na cela
(veja o apéndice A), que tem sido o modelo padrao para o estudo de suspensoes coloidais
na auséncia de ions multivalentes. Por simplicidade, nés consideramos os contraions
como monovalentes.

Da equagao (2.25) segue que o potencial adimensional ¢(r) = Bqp(r) obedece a
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seguinte equagao (veja o apéndice B)

d2¢ 2 d(b ZbackeB —¢
i =T 1) (2.36)

onde a ¢ novamente o raio da particula coloidal, n = 4mwpa®/3 ¢ a fragao de volume

ocupada pelos macroions e 7 = r/a. As condigbes de contorno sao

¢»—0 para 7 — 00 (2.37)
d Z aref ~
d_jj = b . B para 7 = 1, (238)

onde a equagao (2.38) é o negativo do campo elétrico adimensional na superficie do
macroion, dado pela lei de Gauss.

Na equagao (2.36), nés usamos a condi¢ao de eletroneutralidade global
n?,_q 6_%0 = Zback r4q, (239)

com a escolha de ¢o, = 0. O inverso do comprimento de Debye, dado pela equacao

(2.27), satisfaz

Zpacil
(ka)? = 377%. (2.40)
Com isso, a equacao (2.36) adquire a forma
2o 2do )
priR (ka)? (1 —e ¢). (2.41)

Na pratica, a equagao acima ¢é resolvida numericamente para um sistema finito
T € [1,}~€] e, entdo, ha um potencial na fronteira do sistema ¢(R) = ¢ O raio R
precisa ser grande o suficiente para que a solu¢ao nao dependa do seu valor. Para
isso, ele deve ser muito maior que o comprimento de Debye &p, que é o comprimento

10 raio R deve satisfazer a

caracteristico das interagoes eletrostaticas. Como &p = K~
relacao kaR > 1. Note que k, dado pela equagao (2.40), ndo é conhecido inicialmente,
mas somente apos a carga de fundo ser descoberta. O potencial na borda do sistema
também nao ¢ conhecido a priori e ele depende da carga da particula coloidal Zy..e.

Sendo assim, para que a resolucao numeérica seja possivel, nds precisamos reescrever

o presente problema de valor de contorno de dois pontos (7 = 1 e 7 = R) como
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um problema de valor de contorno de um ponto (7 = R). Para isso, substituimos

a condi¢ao de contorno (2.38) por #'(R) = 0, o que garante a eletroneutralidade do

sistema. Observe que agora tem-se condi¢oes de contorno de um ponto: gb’(é) =0

e qﬁ(ﬁ) = ¢p. Feito isso, os principais passos na resolugao deste sistema sao (veja o

fluxograma da figura 2.4):

(a)

Para uma dada fracao de volume 7, escolhe-se um valor tentativo para o potencial
na borda ¢ e para a carga de fundo Zp, (em unidades de a/lp), a qual serd
modificada de modo iterativo (veja abaixo). Se ¢ for suficientemente pequeno,

o sistema entao admite uma solucao.

Com a escolha dos parametros feita em (a), resolve-se numericamente a equagao
(2.41). A solugao obtida permite o calculo da carga Zy,,.. correspondente através

da relacao ¢'(7 = 1) = Zyurelp/a.

Variando-se ¢ recursivamente, o valor buscado para a carga da particula coloidal,
Zparel /@, € facilmente encontrado por iteragao. Nos enfatizamos que nem todos
os valores tentativos de ¢z conduzem a uma solu¢ao. Para um dado fi, existe de
fato um limiar critico (b‘?}%” acima do qual a solucao nao pode ser encontrada. Para
valores pequenos de ¢ (¢p < Qﬁ%”t), existe uma relacao linear entre Zy,,. e ¢z,
mas quando ¢ se aproxima (por valores inferiores) de gb%’t, a carga da particula
coloidal Zy... diverge. Isto é uma conseqiiéncia do fenomeno de saturacao da

carga efetiva [26,64], que sempre esta presente nos tratamentos de campo médio.

O inverso do comprimento de Debye k é calculado via a equagao (2.40) e a carga
efetiva, associada ao particular par (Zyuek, Zpare ), € deduzida do comportamento
de ¢(7) a grandes distancias 7, dado pela equagao (2.26). Para uma dada carga da
particula coloidal, o potencial a grandes distancias satura e, conseqlientemente, a
carga efetiva também satura. Entao, precisa-se observar um plato bem definido
para ¢z — ¢(F)](1 + ra)Fe™ Y como funcdo de 7 no intervalo 1 < 7 < R. O

valor deste plato é a carga efetiva Z.;0p/a.
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Parametros do sistema

Escolhe-se um valor tentativo para @ |€

Resolve-se numericamente a equacao
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Fig. 2.4: Fluxograma que representa os principais passos no calculo da carga efetiva do

modelo do Jellium renormalizado para uma suspensao com particulas coloidais

esféricas e sem sal adicionado.



2. A carga efetiva em solugoes coloidais deionizadas e com sal monovalente 30

A primeira iteracao termina aqui e o procedimento é repetido usando-se Z.y
como o proximo valor tentativo para Zp,er, até que Zper, = Zess (veja o grafico in-
terno da figura 2.5) e entdao a carga efetiva foi encontrada. Pode-se escolher varios
valores tentativos para Zp..; e com eles fazer um grafico de Z.¢; versus Zpqer, como
mostra a figura 2.5. Nela observa-se que a dependéncia da carga efetiva Z.y; com a
carga quimica da particula coloidal é muito fraca, o que significa que a convergéncia
Zpack = Zesy € atingida em poucos passos. Em um limite (artificial) onde Zy,er, — 0, 0
presente problema se reduz aquele nao blindado, governado pela equacao de Laplace,
com solugao dada por ¢(7) = —Zpuelp/(aF). Neste caso, ndo ha renormalizagao da

carga efetiva, de modo que Z.pf — Zpgre (veja a figura 2.5 onde Zyylp/a = 4).
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Fig. 2.5: A carga efetiva em funcio da carga de fundo para n = 1072 e Zygelp/a = 4
(particulas coloidais esféricas, sem sal adicionado). A solucao fisica do problema,
Zeff = Zpack, € 0 ponto de interseccdo com a primeira bissetriz (veja o grafico

interno, onde a parte relevante da curva principal foi destacada).

No limite de divergéncia da carga quimica da particula coloidal (formalmente
Zpare — 09), este procedimento é bem comportado e fornece uma carga efetiva auto-

consistente e finita, conforme é apresentado na figura 2.6. O gréafico interno mostra
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novamente como a carga de fundo é determinada de maneira auto-consistente, sendo
que os demais pontos nao tém significado fisico. De acordo com a discussao prévia,

espera-se que a curva mostrada divirja para pequenos valores de Zy,.x, 0 que de fato

ocorre.
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Fig. 2.6: A carga efetiva em fun¢ao da carga de fundo no limite de uma particula coloidal
esférica muito carregada, formalmente Zp,.. — 00, para n = 1072 (suspensao
coloidal sem sal adicionado). Como na figura 2.5, o gréafico interno mostra uma

amplificacao em torno da solugdo auto-consistente.

Uma vez que a solugdo fisica do problema (Zyaer = Zess) foi localizada (graficos
internos das figuras 2.5 e 2.6), varias quantidades, tal como a pressdo, podem ser cal-
culadas. A partir de agora serao usados os termos carga “efetiva” e carga de “fundo”
para referir-se a solu¢ao auto-consistente obtida conforme as figuras 2.5 e 2.6. A igual-
dade Z.rs = Zpger, € entdo uma fungao de Zyye € da fracdo de volume (e também da
concentragao de sal, veja a se¢do 2.5). A carga efetiva em fun¢ao da carga quimica da
particula coloidal é mostrada na figura 2.7 para uma particular densidade n = 1072,
Depois de um regime linear inicial, no qual nao ha renormalizacao de carga, a carga

efetiva atinge lentamente um platd de saturacao a medida que Zy,,.. — co. Como pode
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Fig. 2.7: A carga efetiva (ou equivalentemente, a carga de fundo) em funcao da carga Zpgre
para 7 = 1072 (particulas coloidais esféricas, sem sal adicionado). A reta tem

inclinagao igual a um para enfatizar o regime inicial de “Debye-Hiickel”.

ser visto no grafico interno da figura 2.6, este valor limite é Z.;r¢p/a ~ 6.6 para a
densidade em questao (7 = 1072). Na pratica, este valor de saturacao é determinado
da seguinte maneira. Resolve-se o sistema para uma particula coloidal com uma carga
Zpare muito grande (por exemplo 104) e em seguida encontra-se sua carga efetiva. O
valor de Zp,.. ¢ entao aumentado até que a carga efetiva correspondente nao se altere
mais. Quando isto ocorre, o valor da carga efetiva de saturacao foi encontrado.

O fenomeno de saturacao observado aqui é muito similar aquele encontrado na
aproximagao cléassica de Poisson-Boltzmann (tanto na cela (se¢do 2.2) quanto em um
meio infinito [19,26,64]). Para acessar quantitativamente uma possivel diferenca entre
os dois modelos em questao, n6s comparamos na figura 2.8 as cargas efetivas calculadas
segundo o modelo da cela [19,54] (veja o apéndice A) e o modelo do Jellium renor-
malizado para Zy,..¢p/a = 6. Estas cargas diferem bastante para n > 1073, enquanto
que a concordancia para densidades muito baixas é inexpressiva, ja que os efeitos nao

lineares desaparecem para 7 — 0, de modo que Z.¢f — Zpare. Similarmente, no re-
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gime de saturagao (Zpge — 00) [20] as cargas efetivas dos modelos em questao diferem
bastante para n > 107% como mostra a figura 2.9 (a). Esta ¢ uma particularidade
apenas de sistemas com particulas coloidais esféricas e contraions. O comportamento
de suspensoes com particulas coloidais cilindricas é muito diferente, como sera visto na

secao 2.4.2.
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Fig. 2.8: Comparagédo entre as cargas efetivas dentro dos modelos de Poisson-Boltzmann na
cela (PBC) e do Jellium renormalizado, em fun¢ao da fragdo de volume 7 para

ZparelB/a = 6 (particulas coloidais estéricas, sem sal adicionado).

Na situacao deionizada, a condicao de eletroneutralidade, dada pela equagao
(2.29), é equivalente a n& = Zesfp- Sendo assim, a pressao osmoética obtida no modelo

do Jellium renormalizado, que é dada pela equagao (2.35), tem uma forma simples
ﬁp = n+(R) = Zeffp, (242)

ou de modo equivalente,

47T£BCL25P = 377Zeff€B/a. (243)

A expressao correspondente a equagao (2.43) no modelo da cela, dada pela equa-

¢ao (2.24), é menos explicita e ndo envolve diretamente a carga efetiva. Notavelmente,
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Fig. 2.9: Comparagdo entre as cargas efetivas (a) e as pressoes osmoticas (b) em fun¢ao da
fracdo de volume 7 dos modelos PBC e Jellium renormalizado para Zpg,.fp — 00

(particulas coloidais esféricas, sem sal adicionado) [20].

embora haja uma diferenca significativa entre as cargas efetivas calculadas no PBC e
no Jellium renormalizado, as pressoes obtidas usando-se estes dois modelos sao idénti-
cas para 1 < 0.1, conforme mostra a figura 2.10, onde Zyuclp/a = 6. A figura 2.9 (b)
mostra que um acordo similar é encontrado na satura¢ao (Zp,e — 00) [20]. Neste caso,
discrepancias ocorrem para 1 > 0.15. Na figura 2.11 compara-se a pressao osmotica
calculada dentro do Jellium renormalizado com uma medida experimental de um sis-
tema de particulas de bromopoliestireno (macrofons esféricos) muito carregadas, com
carga Zpgre ~ 7500 e raio a ~ 52nm. A suspensao coloidal contém sal monovalente de
concentracao ¢, = 107% M, de modo que a pressao foi medida sob condicoes proximas
da completa deionizac¢ao [60]. Observa-se que a pressao do Jellium renormalizado esta
em bom acordo com os dados experimentais. Além disso, como a concentracao de sal
monovalente é muito baixa, (¢s = 1075 k,..;a = 0.173), a pressio do modelo PBC

concorda com aquela do Jellium renormalizado.
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Fig. 2.10: A pressdo (em unidades de kT/(47fpa?)) em funcio da fracdo de volume nos
modelos da cela e do Jellium renormalizado, em escala log-log e para Zpglp/a =
6 (particulas coloidais esféricas, sem sal adicionado). O grafico interno mostra

os mesmos dados em escala linear.

A comparacao entre a equagao de estado do Jellium renormalizado e os resulta-
dos “exatos” do modelo primitivo’, obtidos através do método de Monte Carlo [20], é
apresentada na figura 2.12, com uma excelente concordancia. Isto justifica o fato das
correlacgoes entre as particulas coloidais nao terem sido levadas em conta no Jellium re-
normalizado. Neste caso, como a densidade considerada ¢ muito baixa, as predicoes dos
modelos PBC e Jellium renormalizado sao equivalentes. Para altas fracoes de volume
(n > 0.1) as correlagoes entre as particulas coloidais tornam-se importantes e entao
espera-se que a aproximacao do Jellium renormalizado nao forneca bons resultados.

Antes de terminar esta secao, é importante enfatizar que, dentro do processo
usado por noés, é preciso verificar cuidadosamente que os resultados obtidos nao de-
pendam de um valor particular escolhido para a borda R. Para este fim, pode-se, por

exemplo, repetir a andlise com uma borda maior.

" Dentro do modelo primitivo, o solvente é tratado como um dielétrico continuo e os fons como

esferas duras.
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Fig. 2.11: A pressao osmotica (em Pascal) em fun¢ao da fragdo de volume 7 para particulas
de bromopoliestireno (macroions esféricos) muito carregadas, com carga Zpgre ~
7500 e raio a ~ 52nm. A concentracdo de sal monovalente é bastante baixa,
cs = 1075 M (k,esa = 0.173), de modo que a solucdo estd quase totalmente

deionizada. Os circulos sdo os pontos experimentais [60].

2.4.2 Polieletroélitos Rigidos

Polieletrolitos sao polimeros com grupos ionizaveis em sua superficie que tendem
a dissociar-se em solventes polares |12]. Em geral, os polieletrolitos sao flexiveis, mas
existem alguns deles que sao bastante rigidos. Por exemplo, a dupla hélice de DNA
tem um comprimento de persisténcia, que é a distancia na qual um polimero pode ser
considerado como um bastao rigido, da ordem de 500 A. O comprimento de persisténcia
deve ser comparado com o comprimento de Debye que, em concentracoes fisiologicas
de sal monovalente (150mM), é k= ~ 8 A. Nestas condi¢des, a flexibilidade do DNA
pode ser considerada como uma perturbacao irrelevante. Os polieletrolitos rigidos
podem ser representados por particulas coloidais cilindricas, que sao estudadas usando-

se as mesmas ferramentas introduzidas no nosso estudo de suspensoes com particulas



2. A carga efetiva em solucoes coloidais deionizadas e com sal monovalente 37

W0 —— -

0.8 |
I~
S 06 |
§-/ Jellium
& o4} oMC

0.2 -

0.0

107 10~ 10°
f,/a

Fig. 2.12: Comparacao entre o coeficiente osmotico 8 P/(Zvarep) = Zeff/Zpare calculado
através de simulagoes de Monte Carlo (MC) com aquele obtido do modelo do
Jellium renormalizado para Zp,.e = 40 e n = 0.00125 (particulas coloidais esfé-

ricas, sem sal adicionado) [20].

coloidais esféricas. Estes polifons podem sofrer transicoes de fase nematica® e esmética®.
Para estruturas ordenadas periddicas, o formalismo do modelo da cela pode ser aplicado
[12]. No entanto, para baixas fragoes de volume a solugdo é desordenada e, entao,
espera-se obter melhores resultados com o modelo do Jellium renormalizado.

O papel fundamental das correlacoes eletrostaticas entre as particulas coloidais
cilindricas e os contraions surge através da blindagem de Debye das interacoes poliion-
poliion e da renormalizacao de carga dos polifons. Na literatura de polieletrolitos, a
associacao entre polifons e contrafons é conhecida como condensa¢do de Manning |21]
(ou condensacao de Manning-Oosawa, pois Oosawa |21]| também observou este feno-

meno de condensacao de contrajons). Manning estava interessado em derivar a lei

8 Na fase nemética as particulas coloidais cilindricas estdo orientadas, em média, ao longo de uma

particular diregao.
9 Na f éti icul loidais cilindri d i ional de 1
a fase esmética as particulas coloidais cilindricas apresentam uma ordem orientacional de longo

alcance. Além disso, ela apresenta uma estrutura de camadas em uma dimensao.
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limite (baixas densidades) para solugoes de polieletrolitos, similar aquela encontrada
por Debye e Hiickel (DH) para eletrolitos simples (veja se¢ao 3.2.1). Uma caracte-
ristica saliente da lei limite de DH é que ela nao depende de parametros especificos
do eletrolito, como o valor do seu raio. Por exemplo, a pressao osmotica para baixas
concentragoes ionicas ¢ uma funcao apenas da carga dos ions, da temperatura e da
concentragao. Manning entao se questionou sobre a existéncia de uma lei limite como
esta para solucoes de polieletrolitos. A forte interacao eletrostatica entre os poliions e
os contraions favorece o actimulo destes nas proximidades dos poliions. E entdo possivel
que, para solugoes muito diluidas, a fisica das suspensoes de polieletrolitos permaneca
aquela de sistemas fortemente interagentes, para os quais nenhuma lei limite deveria

ser esperada.

2.4.2.1 A condensagao de Manning

Considere um modelo simples de suspensao de polieletrolitos. Os poliions rigi-
dos de concentragao p sao idealizados como cilindros de comprimento L e raio a (veja a
figura 2.13). Além disso, eles carregam Zy,,. grupos ionizéaveis, cada um com carga —q,
uniformemente distribuidos ao longo do eixo principal do cilindro. O solvente ¢ mode-
lado como um dielétrico continuo de permissividade €. Os contraions, de concentracao
Pe = Zparep, Serao tratados como particulas puntiformes de carga ¢. Por simplicidade,
vamos nos restringir a situacao sem sal adicionado.

No limite de baixas densidades podemos desprezar o carater discreto da dis-
tribuicao de carga dos poliions e, entao, considera-se uma densidade linear de carga
uniforme

_ Zbareq _

)\0 - I = _)\bareq . (244)

A separagao entre os monomeros carregados sucessivos ao longo da cadeia de polieletro-
litos é dada por b = 1/\pse. O potencial de interagao entre um cilindro infinitamente
longo carregado e um contraion ¢ dado por

p(r) = 2oy, (1) , (2.45)

9 To
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Fig. 2.13: Numa suspensao de polieletrolitos rigidos, os poliions de concentracao p sdo
idealizados como cilindros de comprimento L e raio a. A densidade linear de

carga uniforme é dada por —Apgreq = —Zpareq/ L.

onde r é a distancia em relacao ao eixo principal do cilindro e ry é o ponto onde o
potencial é escolhido arbitrariamente como zero. A funcao de particao de dois corpos

polifon-contraion é [12]

2-2A 2-2A
5 _ L/Rp e—ﬁq<p(r)d2,r — 7L ’l“g (RP/TO) : —A(a/ro) |

(2.46)

onde R, ¢ a distancia maxima na qual um contraion pode ainda ser considerado ligado

ao polifon. O parametro de Manning ¢ definido como

|C_I>\o|
A=
ekT

- (2.47)

A integral (2.46) permanece finita para todos os valores de A. Entretanto,
Manning percebeu que se a lei limite existisse, as fun¢oes termodinamicas deveriam ser
independentes do raio do poliion. No entanto, se fizermos a = 0, a integral na equacgao
(2.46) diverge para A — 1~. Manning interpretou esta divergéncia como um indicativo
da condensacao de contraions: sistemas caracterizados por A > 1 sao instaveis, logo um

numero suficiente de contraions condensara no poliion para reduzir sua carga até que
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ela satisfaga a condicao de estabilidade A < 1. Para valores de A > 1 ele entao supds
que n contraions condensam no polifon reduzindo proporcionalmente sua densidade de
carga efetiva de \g para

o Zbare -—n

e (2.48)

Para encontrar o nimero n de contraions condensados, Manning postulou que, para

A > 1, a densidade linear de carga efetiva (expressa como o parametro de Manning)

lqn]
Aerr = 2.49
1= ekt (2:49)
satura em
Aejr=1. (2.50)

Se a densidade de carga efetiva A ;s for utilizada na equagao (2.46) no lugar da den-
sidade de carga do polifon A quando A > 1, a fun¢do de parti¢ao poliion-contraion
permanece finita. Através das equagdes (2.49) e (2.50) pode-se determinar o nimero

de contraions condensados

Zyare (1 - %) para A > 1

*

n =
0 para A < 1.

Uma vez que n* é determinado, as demais fun¢oes termodinamicas podem ser
calculadas facilmente. No caso de um modelo mais realistico, com uma distancia finita
de maxima aproximacao, a condi¢ao de instabilidade A > 1 é valida apenas no limite
de concentracao zero |21]. Com isso, a instabilidade é a propria lei limite. Os microions
moveis ndo condensados podem ser tratados com a aproximacgao de Debye-Hiickel |21]
(veja a secao 3.2.1). A condensagao de Manning também ocorre na presenga de sal

adicionado [22, 66].

2.4.2.2 Poliions cilindricos

Nesta secao, vamos obter a carga efetiva e a pressao osmotica para uma sus-
pensao de particulas coloidais cilindricas usando a metodologia desenvolvida anterior-

mente. Consideraremos implicitamente um alinhamento entre os poliions cilindricos,
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mas sem ordem posicional. Os resultados obtidos dentro da aproximacao do Jellium
renormalizado serdo comparados com aqueles do modelo PBC (veja o apéndice A).
Consideremos polifons cilindricos infinitos com densidade linear de carga ne-
gativa —Apareq (Apare > 0). Quando em solugao, estes poliions formam estruturas
representadas por uma fase nematica. De modo analogo ao caso de particulas coloidais
esféricas, nos fixamos um dado poliion de raio a na origem do sistema de coordenadas
e representamos o efeito dos demais por um fundo homogéneo com densidade linear
de carga negativa —Apaekq (Apack > 0). O potencial eletrostatico em torno do poliion
marcado é dado pela equacao (2.25). De modo similar a equagao (2.36) para o caso
esférico, obtivemos a equagao de Poisson-Boltzmann para poliions cilindricos numa sus-
pensao sem sal adicionado (sem coions), que em coordenadas cilindricas e nas variaveis

adimensionais tem a forma

26 1do B
Tm T g = 40 Npackl B (1 —e ) (2.51)

Neste caso, a fragdo de volume ocupada pelos polifons é n = ma*n,,, onde n,, ¢ a

2D?
densidade de superficie média dos poliions (no plano perpendicular ao eixo principal).

As condigoes de contorno sao dadas por

¢»—0, para 7 — 00 (2.52)

d
d—;f = 2>\bare€B s para r=1. (253)

Na equagao (2.51), foi usada a condi¢ao de eletroneutralidade global
nS.qe > = Xpaerqn2p (2.54)

com a escolha ¢, = 0. O inverso do comprimento de Debye x é dado pela equacao
(2.27), como no caso do sistema esférico. No entanto, a condigdo (2.54) faz com que
ele adquira a forma (ka)? = 49 \pacrlB.

O método numérico empregado para resolver este problema de valor de contorno
é idéntico aquele usado no caso esférico, discutido na secao 2.4.1. A linearizacao da

equagdo (2.51) em torno de ¢ resulta numa equacao de Helmholtz, cuja solugao é
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dada por
Ko(l{(l 7:)
kaKi(ka)’

onde Ky e K; denotam as fun¢oes de Bessel modificadas do segundo tipo de ordem

A(T) = doo — 2Xepplp (2.55)

zero e ordem um, respectivamente. Utiliza-se novamente o mesmo requerimento de
consisténcia da secao 2.3 e, entao, impoe-se que Ao, = Acsyr, onde a densidade linear
de carga efetiva, A\.rr, ¢ obtida novamente do comportamento a grandes distancias da
solugdo da equacao de PB com carga de fundo Ap,ex, dado pela equacao (2.55).

Para o sistema cilindrico, as cargas efetivas calculadas usando-se os modelos
PBC e Jellium renormalizado sao comparadas na figura 2.14 no regime de saturagao
(a), onde Apgre € muito grande (formalmente A\pye — 00), € para Apgrelp =1 (b). Em
ambos os casos, nés observamos um desacordo substancial entre as cargas efetivas dos
dois modelos. Por outro lado, no regime de cargas Ay, muito pequenas (Apg,elp < 1),
onde os efeitos nao lineares nao estdo presentes, as cargas efetivas coincidem (nao
mostrado). A medida que os efeitos ndo lineares passam a estar presentes (MNbarels > 1),
as cargas efetivas dos modelos em questdo comecam a diferir (que é o caso de ambos
os graficos da figura 2.14).

Apesar da diferenca nas cargas efetivas, a condensagao de Manning-Oosawa
|21,22|, que é uma caracteristica basica da eletrostatica em 2D, é compartilhada pelos
dois modelos em questao. A medida que a densidade das particulas coloidais cilindricas
diminui (n — 07), as cargas efetivas se tornam independentes da carga quimica do
poliion, sempre que Ay, exceder o limiar critico 1/¢g. Esta caracteristica é ilustrada na
figura 2.15. No plato de saturagao, e novamente para n — 07, temos que A\ frlp =~ 0.47,
um valor que seré refinado a seguir.

Para uma andalise mais quantitativa, vamos comparar as formas funcionais das
cargas efetivas com a carga quimica do poliion e a densidade, para os modelos em
questao. No PBC, a carga efetiva pode ser calculada analiticamente, enquanto que
no Jellium renormalizado esta informagao pode ser acessada numericamente. Para
isso, vamos considerar os resultados analiticos |26,54| onde o calculo da carga efetiva

no modelo PBC segue a metodologia de Alexander et al. [19] (veja o apéndice A),
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Fig. 2.14: A carga efetiva em funcao da fragao de volume dentro dos modelos PBC e Jellium
renormalizado, no regime de saturacao onde Apgre — 00 (a) € para Apgrelp = 1

(b). A solugao contém particulas coloidais cilindricas, sem sal adicionado.

resultando em

1 ~ ~
>\eff£B = §I<L12DBCL2R{11(FLPBCLR)Kl(FLPBCL)

— Il(lipBCL)Kl(HPBalf{)} y (256)

onde I; denota a funcdo de Bessel modificada do primeiro tipo de ordem um. Aqui
R= n~1/% & o raio da cela de WS e kpp é 0 inverso do comprimento de Debye definido
na equacao (2.10), que pode ser calculado explicitamente da solu¢ao analitica de |44|
(veja o apéndice A).

Apos alguma algebra, encontramos os termos de ordens dominantes na densi-
dade para Ay > 1/0p

2 1(V2) + V2L (V2) + L(v?2)
(2v — Inn)? ’

—ot V2
Al (el gll(\/?) + 7 (2.57)

onde v = Aare/(Apare — 1/€p). Observe que o termo dominante v/27,(v/2)/2 ~ 0.63

difere do valor encontrado no Jellium renormalizado (=~ 0.47, veja a figura 2.15). Além
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7\'barelB

Fig. 2.15: A carga efetiva em fun¢ao da carga quimica da particula coloidal cilindrica para
diferentes valores da fracao de volume no modelo do Jellium renormalizado. O
grafico interno mostra uma ampliagao do grafico principal no regime de cargas
pequenas. Este cenario é exatamente aquele da condensacao de contraions de

Manning-Oosawa, que ocorre no modelo da cela.

disso, a equagao (2.57) também sugere uma forma de ajuste para descrever o plato de

saturacao no regime de baixas densidades do modelo do Jellium renormalizado

sa n—0+ B
)\efl}eB ~ A + m . (258)

A aplicabilidade desta expressao é ilustrada na figura 2.16, onde A, B e C' sao extraidos
da equacao (2.57) para o modelo PBC, e obtidos através de um ajuste dos dados no
modelo do Jellium renormalizado. Este grafico corresponde ao limite de saturagao
(Apare — 00) e foi também verificado que existe um acordo igualmente bom para cargas
muito menores, como por exemplo Ayl = 4. Nos entao concluimos que ambos os
modelos em questao sao descritos pela mesma lei limite em baixas densidades, pelo
menos acima do limiar de condensacao.

E interessante analisarmos também a estrutura condensada. Uma medida usual

da espessura da camada de condensagao é fornecida pelo raio de Manning Ry, [65],
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Fig. 2.16: A carga efetiva em fun¢ao da fragao de volume para os modelos PBC (o) e Jellium
renormalizado (+) no regime de saturagao, Apgre — 00 (geometria cilindrica, sem
sal adicionado). No modelo PBC, os parametros A ~ 0.63, B ~ 30.91 e C' = 2 s30
extraidos da equagao (2.57), enquanto que no modelo do Jellium renormalizado
eles sdo obtidos através de um ajuste dos dados, sendo A ~ 0.471, B ~ 16.87 e

C ~ 0.843.

que foi recentemente desenvolvido no limite de diluicao infinita e para solugoes com
pouco sal [22,66]. De acordo com a lei de Gauss, a carga integrada por unidade de

comprimento Q(r)g em torno de um poliion cilindrico é dada por

Q(r)lp = —r (bér) : (2.59)

A funcao Q(r) tem um ponto de inflexdo em r = R/, quando representada graficamente
em fungao de logr. Este ¢ exatamente o ponto onde Q(Ry)lp = 1 (veja a figura 2.17).

Espera-se um comportamento similar para o Jellium renormalizado dado que,
na proximidade das particulas coloidais cilindricas muito carregadas (Aparelp > 1), a
distribuigao de contraions (largamente dominante) nao deveria ser sensivel a diferenga
entre um fundo uniforme de carga, como no caso do Jellium renormalizado, e os coions,

como na teoria de PB com uma concentragao finita de sal adicionado [22|. O grafico
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Fig. 2.17: A particula coloidal cilindrica bastante carregada (b < £g, ou equivalentemente,
A = XNparefp > 1) atrai uma camada de contraions de espessura Ry que nela
condensam. A carga liquida Q(r)¢{p a uma distancia r do centro do poliion

decresce de A a zero a4 medida que r — oo.

interno inferior da figura 2.18 mostra que realmente isto ocorre. Além disso, das ex-
pressoes analiticas derivadas em [22] e do fato que o parametro de blindagem, no caso
de particulas coloidais cilindricas, tem a forma (ka)? = 4n).slp, nos esperamos a

seguinte lei de escala kRy; o< (ka)'/?, ou mais precisamente

77—>O+ _1/4 1
- . 2.
Ry o< an exp ( 2Owrel — 1)> (2.60)

A dependéncia de Ry, com a carga do poliion (gréafico interno superior da figura 2.18)
e com a densidade, incorporada na equacao (2.60), é completamente sustentada pelos
dados numéricos, conforme mostra a figura 2.18.

Finalmente, para poliions cilindricos, a pressao osmoética é dada por
ﬁP: )\effngp, (2.61)

ou equivalentemente,

Anlpa®B P = An).silp . (2.62)

Como no caso de particulas coloidais esféricas, ha um bom acordo entre a pressao

osmotica calculada no modelo PBC e na aproximagao do Jellium renormalizado (figura
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Fig. 2.18: O raio de Manning Ry, versus a fragdo de empacotamento n para Apgrelp = 4.2
no modelo do Jellium renormalizado. Para densidades extremamente baixas,
um comportamento de lei de poténcias Rys 77_1/ 4 ¢ predito, veja a equacdo
(2.60). O grafico interno superior mostra que a dependéncia de Ry; com a carga
do poliion Apre também é dada pela equagao (2.60). O grafico interno inferior
apresenta a carga integrada Q(7)¢p em funcao da distancia do eixo do cilindro
em uma escala linear-logaritmica. Como esperado, o ponto de inflexao, indicado

pela seta vertical, coincide com o ponto onde Q(Rys)lp = 1.

2.19), apesar das diferentes cargas efetivas destes dois modelos. Discrepancias sao
observadas apenas para fragoes de volume 7 > 0.06 e a concordancia parece ser melhor

para cargas grandes.

2.5 Os efeitos da adicao de sal monovalente

Nesta se¢ao nos consideramos uma suspensao com uma densidade p de particulas
coloidais, com carga negativa —Zpareq (Zpare > 0), € seus contrajons em equilibrio com

um reservatorio de sal monovalente de concentragido c¢s (equilibrio de Donnan). O
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Fig. 2.19: A pressao em fun¢io da fra¢dao de volume 7 dentro dos modelos PBC e Jellium
renormalizado, para particulas coloidais cilindricas moderadamente carregadas
(MparelB = 1) e muito carregadas (limite de saturagdo onde Apgre — 00). O

grafico interno mostra os mesmos dados em escala linear (sem sal adicionado).

inverso do comprimento de Debye do reservatorio é k2, = 8mlpc,. E conveniente

escolher o potencial de referéncia de modo que as densidades dos microions sejam
ni(r) = csexp[Fo(r)], para o caso de eletrolitos e contraions monovalentes. Aqui,
nos consideramos o potencial eletrostatico como sendo nulo dentro do reservatorio de
sal monovalente. A condicao de eletroneutralidade ¢ dada pela equagao (2.29) com
n? = ¢,, de modo que o potencial no infinito torna-se

—Z ac
¢ = arcsinh (M) . (2.63)

2c,

E importante manter em mente que n4(r) ndo sao as verdadeiras densidades de

microions, mas sao as quantidades efetivas que satisfazem a relacao
/ drne(r) = n_(r) — Zus 1) = Zoare (2.64)

A concentracao de coions dentro do Jellium renormalizado com uma particula coloidal
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fixaemr=0¢&
C_= %/dr n_(r), (2.65)

onde V' denota um grande volume centrado em r = 0. A concentracao de contraions

C, ¢é obtida através da condigao de neutralidade de carga dentro de toda a suspensao
Cy =C_ + Zparep - (2.66)

Longe da particula coloidal, n_(r) satura no valor encontrado dentro do volume

n_, de modo que no limite termodinamico (V' — o0)

C_=n_. (2.67)
Similarmente, para V' — oo
]‘ Zare
V/dr[mr(r) —n-(r) = Zegg) = S5 =0, (2.68)
o que significa que
1
V/d’r ne(r) = C_ — Zeppp = 0. (2.69)

A condi¢ao de neutralidade de carga dada pela equagao (2.66) nos permite reescrever

a expressao (2.69) como

1
V /d'l" TL+('I") = C—l— - (Zbare - Zeff)p : (270)

A equagao (2.70) fornece uma sugestao para a interpretagao de n(r) como sendo a
densidade local de contraions livres (nao condensados). Longe da particula coloidal,
n. (7) satura no seu valor dentro do volume, 71, e no limite termodinamico a equagao
(2.70) se reduz a

Cy =14 + (Zvare — Zess)p- (2.71)

As equagoes (2.67) e (2.71) nos permitem calcular as densidades de microions dentro
da solucao dialisada em relacao a um reservatorio de sal. Isto é particularmente 1til na
comparagao dos resultados do modelo do Jellium renormalizado, que é grande canonico

em eletrolito, com as simulacoes de Monte Carlo, que sao convenientemente efetuadas
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em um ensemble canonico. O conhecimento do potencial assintético permite a obtencao

das concentracoes de coions e de contraions livres dentro da suspensao

Ne = csexp(Fdoo) - (2.72)

Estas sao precisamente as densidades que governam a blindagem dentro do Jellium

renormalizado através da relacao

K> =Anlp(iy +7_). (2.73)

2.5.1 Particulas coloidais esféricas

Nesta secao, vamos obter a carga efetiva e a pressao osmotica de uma suspensao
de macroions esféricos com sal monovalente adicionado. Neste caso, a equacao de
Poisson (2.25) tem a seguinte forma (veja o apéndice B)

¢ | 2d¢ _

“ @ 4 Zbacka
A2 " Fdi

3n + (Kpesa)? sinh ¢ . (2.74)

Novamente, esta equacao é resolvida numericamente como um problema de valor de
contorno em uma cela finita suficientemente grande, com ¢’ tendendo a zero na borda
do sistema e aumentando-se gradualmente o potencial da borda a partir do valor

_377 ZbackgB/a
(Kres@)? ’

$oo = arcsinh l (2.75)

que corresponde a uma carga Zpqq. nula.
O inverso do comprimento de Debye s dado pela equacao (2.73) pode ser rees-
crito como

K* = 8mlp cscosh poy = K* = ki, [1+ sinh? Do) - (2.76)

res

Aplicando-se o resultado da equagdo (2.75) na expressao acima temos que

Z 2
(ka)" = (Kresa)' + (3n7b“;k€3> . (2.77)

Linearizando-se a equacao (2.74) em torno de ¢, 0 potencial a grandes distan-

cias adquire a forma da equagdo (2.26), com a constante de blindagem s dada pela
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equagao (2.77). Para particulas coloidais muito carregadas e condigoes tipicas de sal,
a dependéncia de xk com a densidade ¢ mostrada na figura 2.20, enquanto que a carga

efetiva (deduzida da condigdo Z.;r = Zpur) € mostrada na figura 2.21. Note que

T T ‘ T T
3 . . _
Jellium
o PBC S
25 x a=1 7
res
g
¥ oo —
K.
15 —
L / i
1 A\ o O O (@] O —
1 1| ‘ 1 1| ‘
10° 107 10"
n

Fig. 2.20: A razdo entre k € kyes em fungdo da fragdo de volume 7 para particulas coloidais

esféricas e Kresa = 1 (regime de saturagao onde Zpgpe — 00).

quando n — 0, ambas as quantidades coincidem com o limite de diluicao infinita da
tradicional teoria de PBC. O aumento de x com a densidade de particulas coloidais
reflete a crescente importancia da blindagem dos contraions. Quanto a carga efetiva,
ela tem um comportamento nao monétono em relagao a densidade e apresenta um mi-
nimo pronunciado para fragdes de volume intermediarias (figura 2.21). A concordancia
entre os modelos PBC e Jellium renormalizado, para baixos valores de 7, representa
o regime no qual a blindagem das interagoes eletrostaticas é feita predominantemente
pelos ions provenientes do sal. Se mais sal monovalente for adicionado, este regime de
dominio do sal serd maior |24].

No calculo da pressao osmética, nos subtraimos a pressao do reservatorio (2¢;kT)
da expressao (2.35). Além disso, nos devemos lembrar que tal relagao fornece apenas a

contribuicao microionica para a pressao. Na presenca de sal e para densidades baixas
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Fig. 2.21: A carga efetiva de macroions esféricos em fungao da fragdo de volume dentro dos
modelos PBC e Jellium renormalizado para sre.sa = 1 e no regime de saturagao

(Zpare — 00). O grafico interno mostra os mesmos dados em escala linear.

das particulas coloidais, esta contribuicao torna-se menor que aquela proveniente dos
macrofons. O desaparecimento da contribuicao dos microions na pressao é exponen-
cial no modelo da cela, enquanto que é algébrico no modelo do Jellium renormalizado.
Sendo assim, estes modelos deveriam discordar fortemente no limite de baixas densi-
dades. Entao, para imitar a contribuicao das particulas coloidais, n6s adicionamos o

termo de gés ideal pkT & equagao (2.35), de modo que a pressao resultante é dada por

BIL = p+\/Z2; ;0 + 4c2 — 2y, (2.78)

(veja o apéndice B)

ou equivalentemente,

12
Anlp @011 = 302+ \[B1 Zegsln ) + (Rres @) = (pesa . (279)

No caso sem sal, a adigao do termo de gas ideal é irrelevante, ja que ele é sempre
muito menor que a contribuicao dos microions se Z. ¢ for suficientemente grande. Este

é 0 caso para particulas coloidais muito ou mesmo fracamente carregadas desde que
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a > (p. Além disso, a adi¢ao do termo de gas ideal quebra a forma de escala valida
no caso sem sal, onde a?*/p3P depende apenas de 7 e da carga efetiva Z.;rlp/a (veja
a equagdo 2.43). A pressao osmotica é mostrada na figura 2.22 para dois valores
do raio dos macroions, dentro dos modelos PBC e Jellium renormalizado. A parte
dos desvios esperados nas baixas densidades, observa-se resultados compativeis para

valores grandes de 7.

T T T
— Jellium, a/l;=100

10" [~ —- Jellium, a/1;=500
o PBC, a/l;=100
O PBC, a/l;=500

4ml a*BIT

Fig. 2.22: A pressao osmotica em fungdo da fragdo de volume dentro dos modelos PBC e
Jellium renormalizado no regime de saturagao (Zpgre — 00) para Kpesa = 1. O

grafico interno mostra os mesmos dados em escala linear (macroions esféricos).

Existem relativamente poucos dados de simulagao para o modelo primitivo com
sal, onde as interacoes coulombianas entre todas as espécies carregadas, macroions
e microions, sdo levadas em considera¢do (com ainda um solvente implicito). Uma
equagao de estado referéncia com sal adicionado é fornecida em [67], com a simplificagao
da cela de Wigner-Seitz, mas microfons explicitos. As simulagoes de Monte Carlo foram
realizadas em um ensemble canonico com uma quantidade fixa de sal adicionado, que é
caracterizada pela razao entre a carga total de anions adicionada ao sistema e a carga
total de macroions, 5 = C_/(Zpare p)- As densidades C, correspondentes a uma dada

quantidade de sal, sao calculadas conforme foi discutido no inicio da se¢ao 2.5. Na figura
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2.23 a pressao osmotica BP/p; é representada graficamente em fungao de (3, onde p;
é a densidade total de microions. Assim como no caso de suspensoes coloidais sem sal
adicionado, as pressoes calculadas usando-se os modelos PBC e Jellium renormalizado

estao em bom acordo entre si.
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Fig. 2.23: Comparagao entre as equagoes de estado dos modelos PBC e Jellium renormali-
zado com aquela obtida em [67] a partir de simulagdes Monte Carlo. Neste caso,

a fracao de volume dos macroions esféricos ¢ n = 8.4 x 1073 e Zyyrelp/a ~ 21.45.

2.5.2 Particulas poliméricas cilindricas

Nesta secao, vamos obter a carga efetiva e a pressao para uma suspensao com
particulas coloidais cilindricas e sal monovalente adicionado. De modo similar ao caso

esférico, a equagao de Poisson (2.25) tem agora a seguinte forma

d? 1d .
df(f + ;d_if = 477 )\backgB + (K/resa)z Slnh¢ . (280)

Novamente, esta equacao é resolvida numericamente como um problema de valor de

contorno em uma cela finita suficientemente grande, com ¢’ tendendo a zero na borda
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e aumentando-se gradualmente o potencial da borda a partir do valor

_477 Abacka
_ 2.81
(I‘{,resa,)2 ] ) ( 8 )

que corresponde a uma densidade linear de carga Ap,.. nula.

oo = arcsinh [

Linearizando-se a equagdo (2.80) em torno de ¢, 0 potencial a grandes dis-
tancias adquire a forma da equacao (2.55), com o inverso do comprimento de Debye k
dado por

(ka)? = (Kyesa)? cosh[gse] . (2.82)

Diferentemente do caso sem sal, onde A sy (deduzida da condicao Aerr = Apack) €
uma funcao mondtona da densidade, um minimo aparece na curva do modelo do Jellium
renormalizado mostrada na figura 2.24. A concordancia entre o modelo PBC e o Jellium
renormalizado para baixos valores de 77 assinala uma regiao onde o sistema ¢ dominado
pelo sal (a densidade de particulas coloidais é muito baixa e, conseqiientemente, os
contrajons nao participam da blindagem). Por outro lado, o grafico interno da figura
2.24 indica a faixa de densidades onde os contrafons dominam: para n > 107! os
resultados tornam-se independentes do comprimento ionico do reservatorio e coincidem
com aqueles obtidos no limite sem sal.

A pressao da equagao (2.78) para poliions cilindricos é dada por

drlp a®BI1 = 477%3 /(e pL5m)? + (Fires a)F = (Kresa)? (2.83)

Note que para poliions infinitos (L — 00), o primeiro termo do lado direto da equagao
acima se anula. A figura 2.25 mostra a equagao de estado para uma carga proxima
daquela de um simples filamento de DNA para k,.sa = 1. Aumentando-se a densidade
linear de carga Ay até o limite de saturacao ser atingido, obtém-se os resultados
mostrados na figura 2.26. Em ambas as figuras, nota-se um forte desacordo entre as
equacoes de estado obtidas usando-se o modelo do Jellium renormalizado e a teoria de
PBC. No caso de poliions cilindricos, o desacordo ¢ ampliado pelo fato que a contri-
buicao de gas ideal para a equacao de estado se anula no limite L. — 0o, considerado
neste trabalho. Para 7 pequeno, o comportamento predito pelo modelo do Jellium

renormalizado é mais realista do que o modelo PBC.
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Fig. 2.24: A carga efetiva para particulas coloidais cilindricas muito carregadas (regime de
saturacao onde Apgre — 00) em fungao da fragdo de volume, dentro dos mo-
delos PBC e Jellium renormalizado, para xresa = 1. O gréafico interno mostra
o surgimento de um minimo no modelo do Jellium renormalizado quando sal

monovalente é adicionado.

2.6 Conclusoes

A teoria de Poisson-Boltzmann (PB) de N corpos, que é uma aproximagao de
campo médio, descarta as correlacoes entre os microions, as quais tornam-se predomi-
nantes em acoplamentos eletrostaticos fortes [28]. No entanto, num solvente como a
agua em temperatura ambiente, a teoria de PB fornece uma boa descrigao de sistemas
com fons monovalentes [12,17].

Partindo-se de uma dispersao de /N particulas coloidais esféricas ou cilindricas,
tratada usando-se esta teoria de Poisson-Boltzmann de N corpos, nés introduzimos
uma simplificacao através da qual a interacao entre as particulas coloidais é repre-
sentada por um fundo homogéneo de carga. A carga deste fundo ¢é renormalizada de
modo consistente para coincidir com a carga efetiva que governa o potencial a grandes

distancias. Isto resulta numa dependéncia nao trivial da carga efetiva das particulas
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Fig. 2.25: A pressao osmotica em fungao da fracao de volume 1 dentro dos modelos PBC
e Jellium renormalizado para Kresa@ = 1 € Apgrefp = 2. O grafico interno mostra

os mesmos dados em escala linear (particulas coloidais cilindricas).

coloidais com a densidade, que entra diretamente na equacao de estado através de uma
simples expressao analitica. A boa concordancia, observada entre a pressao calculada
no modelo do Jellium renormalizado e as simulagoes de Monte Carlo, confirma a re-
levancia deste modelo para propositos tedricos e experimentais e fornece um modelo
alternativo para a aproximagao de Poisson-Boltzmann na cela (PBC). Além disso, a
carga efetiva calculada com o modelo do Jellium renormalizado é mais relevante para o
estudo da interacao efetiva entre as particulas coloidais do que o modelo PBC. Este é
particularmente o caso pois, para particulas coloidais com densidades finitas, o poten-
cial de DLVO sai naturalmente do formalismo do Jellium renormalizado, enquanto que
ele precisa ser introduzido extrinsecamente dentro do PBC, ja que a interagao entre
as celas é nula. De fato, a carga efetiva de particulas coloidais esféricas no regime
de saturagao, para solucoes coloidais deionizadas, estd em melhor acordo com valores
experimentais do que o modelo PBC [12].

De forma contréria a estrutura cristalina, essencial para a introducao do modelo

da cela, a presente aproximacao considera sistemas sem ordem posicional para as parti-
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Fig. 2.26: A pressao osmotica em funcao da fragao de volume 7 dentro dos modelos PBC e
Jellium renormalizado para Kresa =1 € Apgre — 00. O grafico interno mostra os

mesmos dados em escala linear (particulas poliméricas cilindricas).

culas coloidais cilindricas. Como no caso de particulas coloidais esféricas, a pressao do
modelo do Jellium renormalizado esta em bom acordo, até densidades relativamente
altas, com aquela proveniente do modelo PBC, enquanto que as cargas efetivas destas
duas aproximacoes diferem significativamente. Noés também mostramos que o cena-
rio para a condensacao de contraions ¢ similar aquele do modelo da cela, ja que a
condensacao de Manning também est& presente no modelo do Jellium renormalizado.

Quando sal monovalente ¢ adicionado, as cargas efetivas dos modelos em questao
continuam diferindo, coincidindo apenas no limite de dilui¢ao infinita. A concordancia
para baixas fragoes de volume das particulas coloidais, assinala uma regiao onde o
sistema é dominado pelo sal. Estes modelos também apresentam resultados compativeis
para a pressao osmotica no regime de densidades intermediarias, enquanto que para

baixas densidades observou-se desvios ja esperados.



3. A INVERSAO DE CARGA EM
SOLUCOES COLOIDAIS COM SAL
MULTIVALENTE

3.1 Introducao

Neste capitulo, vamos obter a carga efetiva para uma particula coloidal esférica
carregada em uma solucao contendo uma mistura de eletrolitos monovalentes e multi-
valentes. Além disso, vamos investigar o fenomeno da inversao da carga da particula
coloidal, que ocorre em sistemas fortemente correlacionados e é observado experimen-
talmente e também em simulacoes de Dinamica Molecular e Monte Carlo.

Quando uma particula coloidal é colocada dentro de uma suspensao contendo
ions multivalentes sua mobilidade eletroforética pode ser invertida |32,33]. Neste caso,
um campo elétrico aplicado produzird um deslocamento da particula coloidal na di-
recao oposta aquela esperada com base apenas na sua carga quimica [34,35,37]. De
algum modo, um ntmero excessivo de contraions precisa associar-se a particula coloi-
dal, formando um complexo que tem uma carga liquida de sinal oposto ao dela, ou
seja, ocorre uma inversao da carga da particula coloidal [12,28-31,36|. Qual é a causa
deste curioso comportamento?

Ha varios indicios sobre o mecanismo de inversao da carga da particula coloi-
dal. A teoria de campo médio de Poisson-Boltzmann (PB), vista no capitulo 2, que
é aplicada para descrever a nuvem idnica em torno da particula, falha completamente

quanto a previsdo da existéncia da inversdo de carga [15,19,26,27|. Como a teoria
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de PB nao leva em consideracao as correlagoes idnicas, que sao mais fortes nas proxi-
midades da superficie das particulas coloidais, é razoavel supormos que elas sejam as
responsaveis pela inversao de carga dos macroions. Algumas teorias tém sido desen-
volvidas para tentar estabelecer o mecanismo através do qual as correlagoes entre os
contrajons conduzem a inversao de carga [12,28,37-39|. Infelizmente, nenhuma delas
consegue descrever completamente os resultados experimentais. Enquanto todas as te-
orias predizem que a adi¢ao de sal monovalente deveria aumentar muito a inversao de
carga, o efeito oposto ¢ encontrado experimentalmente e nas simulacoes de Dinamica
Molecular (DM) e Monte Carlo (MC) |34,40,41,68,69|. De fato, é observado experi-
mentalmente que pequenas concentragoes de eletrolito 1:1 tém um pequeno efeito na
inversao de carga, enquanto que grandes concentracoes do mesmo fazem este fenomeno
desaparecer completamente [34], conforme mostra a figura 3.1. Um comportamento

similar foi encontrado em simulagées de DM [40,41], como mostra a figura 3.2.
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Fig. 3.1: Medida experimental da mobilidade eletroforética em fun¢ao da concentragao de
La(NOs3)s (sal trivalente) para diferentes quantidades de NaNOs3 (sal monova-
lente). As particulas de latex (macroions esféricos) tém raio a = 90 nm e densidade

de carga superficial igual a —0.115 C/m? [34].
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Fig. 3.2: Simulagio de DM da mobilidade eletroforética em funcao da concentragéo de sal
monovalente adicionado C. A concentracdo de sal trivalente ¢ C3 ~ 0.009/a3. As
particulas coloidais esféricas tém densidade de carga superficial igual a —1.04 ¢/a?,
onde a. é o diametro dos microions. A mobilidade eletroforética usada como

normalizacao é p, ~ 21 (pm/s)(V/cm) [40].

Neste capitulo, apresentaremos uma teoria para a inversao de carga das parti-
culas coloidais que concorda com o comportamento observado em experimentos e si-
mulagoes |[42|. Nosso trabalho foi baseado na famosa teoria de Debye-Hiickel-Bjerrum
(DHB;j) [13,43] para eletrolitos fortes e simétricos. As correlagoes entre os ions mul-
tivalentes foram levadas em conta através do uso da teoria de plasma de uma com-
ponente (One Component Plasma - OCP) |12]. Apesar das repulses de carogo duro
de curto alcance serem incluidas neste formalismo, o modelo de OCP consiste de um
sistema de ions puntiformes idénticos interagindo exclusivamente através do potencial
coulombiano e imersos em um rigido e uniforme fundo de carga oposta, para garantir
a eletroneutralidade do sistema [12]. Esta teoria permite o calculo analitico de todas
as fungoes termodinamicas do sistema.

O trabalho foi organizado da seguinte maneira. A teoria de Debye-Hiickel e a



3. A inversao de carga em solugoes coloidais com sal multivalente 62

associagao de Bjerrum sao apresentadas na secao 3.2. A mobilidade eletroforética e sua
relacao com a carga efetiva ¢ discutida na secao 3.3. O nosso modelo para a inversao
de carga é definido na secao 3.4 e os resultados obtidos sao mostrados na se¢ao 3.5. As

conclusoes sao apresentadas na secao 3.6.

3.2 A teoria de Debye-Hiickel e a associacao de

Bjerrum

3.2.1 A teoria de Debye-Hiickel

Nesta se¢ao, vamos apresentar a teoria de Debye-Hiickel (DH) para eletrolitos
simétricos, desenvolvida ha mais de 80 anos, seguindo as linhas gerais de [12]. Vamos
considerar o modelo mais simples de uma solucao com eletrélitos confinada em um
volume V. Os N, ions sao idealizados como esferas duras de diametro a., carregando
uma carga +q em seus centros. A neutralidade de carga da solucao exige que N, =
N_ = N,,/2. O solvente é modelado como um meio continuo de constante dielétrica e.
O argumento principal de DH foi que, embora o potencial médio dentro do eletrélito
seja zero, existem fortes correlagoes posicionais entre os ions de sinais opostos. Vamos
fixar um ion de carga +q na origem do sistema de coordenadas e ver como os demais
ions se distribuem ao redor dele (veja a figura 3.3). Dentro da regiao 0 < r < a. ndo ha
outras cargas, exceto aquela fixa na origem, e com isso o potencial eletrostéatico ¢(r)
satisfaz a equacao de Laplace

Vip(r) =0. (3.1)
Para r > a., o potencial obedece a equacao de Poisson

V() = = py(r). (3.2

onde a densidade de carga pode ser expressa em termos das funcoes de correlacao
carga-carga, pq(r) = qp+9++(r) — qp—g+—(r). As densidades médias dos ions positivos

e negativos sao p. = p_ = p,/2, onde p,, = N,/ V.



3. A inversao de carga em solugoes coloidais com sal multivalente 63

Fig. 3.3: A configuragdo de maior aproximagao entre dois fons de cargas opostas. A linha
pontilhada delimita a regiao na qual nenhum ion pode penetrar, devido a repulsao

de caroco duro.

As funcoes de correlacao podem ser expressas em termos do potencial de forca

média w;;
gij(r) = e Peilr) (3.3)
onde w;; € o trabalho necessario para trazer os fons 7 e j do infinito até uma separacao r
dentro da solucao. Debye e Hiickel fizeram uma aproximagao ao substituir o potencial

de forca média pelo potencial eletrostético
wi (1) = q;i(r) , (3.4)

onde ¢; é a carga do j-ésimo fon e p;(r) é o potencial eletrostatico a uma distancia r
do ion i fixo na origem (r = 0). Com isso, a equacdo (3.2) se transforma na equagao
nao linear de PB dada por

dm - r r
Vip(r) = ——apse™ 70 — gp_e 0] =

AT ping

sinh[Bqgp(r)]. (3.5)

Debye e Hiickel linearizaram esta equacao, embora este procedimento seja valido so-

mente se fgp < 1. A linearizagao da equagao (3.5) resulta na equacao de Helmholtz

V2p(r) = k*p(r), (3.6)

onde o inverso do comprimento de Debye s é dado por

k= \/%. (3.7)
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As equagoes (3.1) e (3.6) precisam ser integradas usando-se as condiges de
contorno de continuidade do potencial eletrostético e do campo elétrico na fronteira

r = a.. Com isso, temos que o potencial eletrostatico é dado por

q qr

—_ - < @ 3.8
er  e(l+kae)’ red (3:8)

p<(r) =

q e—n(r—ac)

- e(1+ka:) 7

o= (r) . T > a. (3.9)

A equagao (3.9) mostra que o potencial eletrostatico produzido pelo ion central é
exponencialmente blindado pela nuvem idnica que o cerca. O potencial eletrostatico
v (r), dado pela equagao (3.8), tem dois termos: o primeiro é o potencial produzido

pelo ion central e o segundo é o potencial induzido pela nuvem ionica em torno dele

qr

V= Ce(1+ka)

(3.10)

A energia livre eletrostatica F'¢ pode ser obtida usando-se o processo de carre-
gamento de Debye, no qual todos os ions sao simultaneamente carregados de zero até
suas cargas completas

Fé = N,.q /0 ") A (3.11)
O célculo é muito similar aquele utilizado para se obter a energia eletrostatica arma-
zenada em um capacitor. Definindo-se a densidade de energia livre eletrostatica como
fé = F%/V, aintegracdo da equagao (3.11) resulta em

ﬁFel B 1

_ (r(pm)ac)®
1% 4ma?

2

B = (3.12)

lln(/ﬁ(pm)ac +1) — k(pm)ac +

A energia livre total do eletrolito é dada por F' = F¢ 4 Fe™_ O primeiro termo é
a parte eletrostatica, dada pela equacao (3.12), e o segundo é a contribui¢ao entropica,
que vem da integracao dos graus de liberdade de momentum na funcao de particao, e

é equivalente a energia livre de um gés ideal
BE™ = Ny In[p,A%] — Ny + N_In[p_A}] — N_, (3.13)

ou ainda,

ﬁFent on m



3. A inversao de carga em solugoes coloidais com sal multivalente 65

onde Ag = (h?/2rmkT)"/? é o comprimento de onda térmico de de Broglie dos ions de
massa m.

O potencial quimico da solucao é dado por

_OBR)| _oBf) _opf) | oBfe)
6”'_'?ﬁ@;_v__ Om  Opm | Opm (315

onde f = F/V. O termo entropico pode ser calculado com o uso da equagao (3.14), de

modo que

afent
0pm

—In {%’Mi}g] . (3.16)

O potencial quimico de excesso, resultante da interacao eletrostatica entre os ions, pode

ser escrito como

i el i el i
e  OF7 _OF O (3.17)
0pm 0k Oppm,
e usando-se a equacao (3.12) temos que
gBli
=, 3.18
a 2(1 + kac) (3.18)

Aplicando os resultados (3.16) e (3.18) na equacao (3.15) temos que o potencial quimico

da solugao é dado por

_ EB;K’ (3_19)

Pm 43
=1n | —A .
Ou n{2 Bl 791 + kay)

3.2.2 A associagao de Bjerrum

A teoria de Debye-Hiickel, apresentada na secao anterior, foi baseada na line-
arizacao da equacao de Poisson-Boltzmann. Devido a forte blindagem e ao rapido
decréscimo do potencial longe do ion central, a linearizacao pode ser justificada para
distancias grandes e intermediarias. Entretanto, Bjerrum percebeu que a linearizacao
diminui fortemente o peso das configuragoes em que dois ions de cargas opostas estao
muito proximos (veja a figura 3.3), que sao importantes a baixas temperaturas. Uma
maneira de levar em conta tais configuragoes, preservando a linearidade da teoria de
DH, é postular a existéncia de dipolos com a sua concentracao governada pela lei de

agao das massas [70]. Nesta aproximagao, os dipolos sao tratados como espécies ideais
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nao interagentes [12] e, portanto, seu potencial quimico de excesso, dado pela equagao
(3.17), é zero. O nlimero total de particulas N, = p,,,V € entao dividido em monopolos
Ny = p1V e dipolos Ny = poV. A conservacao de particulas requer que N,,, = Ny +2N,.
A energia livre desta mistura é dada por F' = F¢t + F¢t + e onde F e F{™ sao
respectivamente as energias livres eletrostatica e entropica dos monopolos, dadas pelas
equagoes (3.12) e (3.14) com N,, — Ny, ou seja, p,, — p1. A energia livre entropica

do dipolo é dada por

AG
BFS™ = Nyln lm& B] — Ny, (3.20)
2
onde a fun¢ao de particao interna do dipolo é
D
&(D) = dn / r? exp(8¢?/er) dr . (3.21)

Para baixas temperaturas, o valor de corte D, no qual dois ions podem ser
considerados como associados, nao é muito importante [12|. Segundo Bjerrum, o valor
de D pode ser tomado como o ponto de inflexdo da integral na equacao (3.21); Dp; =

lp/2 |43]. A concentragio de dipolos é obtida através da lei de a¢do das massas [70]

fe = fiy + p_, (3.22)

onde o potencial quimico de uma espécie s é dado por

_oBr)| _ 0Bf)
s = N1 = Top.

(3.23)

Substituindo-se a expressao para a energia livre total na lei de agao das massas, obtém-

se a concentragao de dipolos

1 exr
p2 = 1/71252 e, (3.24)

onde p* é dado pela equagao (3.18), lembrando que « é calculado apenas com p;.

3.3 A mobilidade eletroforética e a inversao de carga

Para investigar a carga efetiva de particulas coloidais, um pequeno campo elé-

trico é aplicado a suspensao e entao mede-se a velocidade de deriva. Para particulas
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coloidais suficientemente carregadas, observa-se que a mobilidade eletroforética, que é
dada pela razao entre a velocidade e o campo elétrico aplicado, pode mudar de sinal.
Sendo assim, as particulas coloidais estariam se movendo na direcao oposta aquela
baseada na sua carga quimica. A inversao da mobilidade eletroforética é usualmente
associada a inversao da carga efetiva da particula coloidal [68].

A mobilidade eletroforética é, em geral, uma complicada fun¢dao nao linear do
potencial eletrocinético ¢, que é o potencial no plano de cisalhamento hidrodinamico
(shear plane), localizado na borda externa da camada de contraions condensados (veja
a figura 3.4). No entanto, para pequenos valores de ¢ e grandes comprimentos i6nicos, a
relacao entre estas duas grandezas é linear, sendo dada pela equagao de Smoluchowski
[59],

€

pe =G (3.25)
onde 7 é a viscosidade do solvente e . a mobilidade eletroforética. Como perto do
ponto de inversdo de carga (¢ ~ 0) o potencial ¢ e o comprimento de Debye sao
pequenos, a equacao de Smoluchowski é valida e as medidas de mobilidade fornecem
um acesso direto ao valor do potencial eletrocinético (. Este fato torna o potencial ¢
relevante para o estudo da inversao da carga da particula coloidal. O conhecimento
do sinal de ¢ nos permite predizer a direcao da deriva eletroforética dentro de uma
suspensao coloidal diluida.

No entanto, a dificuldade reside no fato que, em geral, o potencial { nao é co-
nhecido. As medidas experimentais mostram claramente que o potencial eletrocinético
difere significativamente do potencial na superficie da particula coloidal. Entao, para
podermos usar a equacao de Smoluchowski, o shear plane precisa ser afastado da su-
perficie do macroion por uma certa distancia a fim de incluir os contraions fortemente
ligados a ele (veja a figura 3.4). Entretanto, a localizagdo precisa do shear plane varia
suavemente com a carga na superficie da particula coloidal e com as propriedades do
solvente. Seguindo esta observacao, é possivel identificar o potencial eletrocinético ¢
como sendo o potencial eletrostatico médio no shear plane |68|. E razoavel supor que

o potencial ¢ neste plano esteja relacionado a carga efetiva da particula coloidal. De
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Fig. 3.4: Esquema de uma suspensio coloidal com particulas esféricas e sal adicionado. O
lado esquerdo mostra a mudanca na densidade de carga em torno da particula
coloidal carregada. O lado direito mostra a distribuicao dos contraions e coions.
¢ € o potencial no plano de cisalhamento hidrodinamico (shear plane) localizado

na borda externa da camada de contraions condensados.

fato, simulacoes de Monte Carlo mostram que o comportamento do potencial ¢ é muito
similar aquele da carga efetiva [68].

O maior obstaculo para o desenvolvimento de uma teoria quantitativa para a
renormalizacao da carga da particula coloidal é a auséncia de um experimento explicito
ou método de simulacao que meca diretamente a carga efetiva. Com isso, os dados
experimentais precisam ser convertidos na carga efetiva através do uso de uma teoria
|71]. Por exemplo, mesmo sendo vélido o uso da equa¢ado de Smoluchowski, ainda é
preciso localizar o plano (shear plane) onde o potencial eletrocinético deve ser medido

e entdo usar uma teoria diferente para traduzir o potencial { na carga efetiva [72].
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Claramente, a dependéncia da extragao da carga efetiva em diferentes teorias torna
dificil avaliar a precisao do resultado final.

Muito trabalho tedrico tem sido dedicado para se encontrar um modo de calcular
a carga efetiva da particula coloidal mais os contraions nela condensados [12,28, 56].
Entretanto, uma das dificuldades é que parece nao haver apenas um jeito de definir a
carga efetiva. Dependendo da medida efetuada, a carga efetiva terd um valor um pouco
diferente [71]. A dependéncia qualitativa destas cargas efetivas com os parametros da
suspensao, como a concentragao dos eletrolitos multivalentes e monovalentes e a carga
da particula coloidal, sio muitos similares |71|. A metodologia de Alexander [19], que
¢ uma das defini¢coes mais usadas de carga efetiva, pode ser implementada facilmente
para suspensoes contendo contraions monovalentes ou trivalentes, mas sem coions [14].
Infelizmente parece ser impossivel estender este formalismo para suspensoes contendo
ao mesmo tempo contraions multivalentes e qualquer tipo de coions [14]. Isto ocorre
porque este conceito de carga efetiva que “congela” todos os contraions condensados
dentro de “particulas efetivas” despreza também as correlagoes ionicas no volume, que
sao importantes na presenca de ions multivalentes. Como veremos a seguir, para tais
suspensoes, vamos estipular uma regiao geométrica dentro da qual os contraions, com

energia térmica nao desprezivel, serao considerados associados a particula coloidal.

3.4 O modelo para a inversao de carga

Nesta secao, vamos obter a carga efetiva de uma solucao contendo uma particula
coloidal e uma mistura de eletrélitos monovalentes e a-valentes. Em particular, nos
estamos interessados no caso a = 3, ou seja, sal trivalente.

Vamos considerar uma particula coloidal esférica de raio a e carga quimica
negativa —Zpareq (Zpare > 0), distribuida uniformemente sobre sua superficie, dentro
de uma suspensao contendo sal monovalente de concentracao C' e sal a-valente com

concentragao C,. Todos os microions sao modelados como esferas duras de diametro
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a.. Nos consideramos que ambos os sais sao eletrolitos fortes!, de modo que numa
solugdo aquosa havera contraions (cations) a-valentes com concentragao Cl,, contraions
monovalentes de concentracdo C' e cofons (anions) de concentragdo C' + aC, (veja o
esquema (a) da figura 3.5 para o = 3). Por simplicidade, vamos supor que todos os
cofons sejam idénticos. O solvente serd tratado como um meio continuo e uniforme de
constante dielétrica e.

Da interacao eletrostatica forte entre a particula coloidal e os contraions resulta a
associagao entre eles. Se os contraions estiverem fortemente (e suficientemente) ligados
a particula coloidal, uma nova entidade, o complexo macroion-contraions, sera formada.
Como vimos na secao 3.3, a mobilidade eletroforética esta relacionada a carga liquida
deste complexo [68], ou seja, a carga efetiva da particula coloidal, —Z.rrq (Zesr > 0
na auséncia de inversao de carga). O objetivo da presente teoria é calcular o nimero n
de contrafons condensados (ou associados) ao macroion. Entdo, Z.s é definida como
a carga quimica do macroion Z,,. menos a carga dos n contraions condensados.

Como definir se um microion esta ou nao associado a particula coloidal? Nos
definiremos os contrajons como livres (nao associados) se eles estiverem a uma distancia
maior que 0 da superficie dos macroions. Um complexo é, portanto, um macroion
com uma camada 0 contendo n contraions (veja o esquema (b) da figura 3.5). Por
consisténcia, nos devemos tomar & = 2 A, que corresponde ao raio de hidratacio
caracteristico de um fion.

Como a atracao eletrostatica entre a particula coloidal e os contraions a-valentes
¢ muito maior que a interagao da particula com os contraions monovalentes e os coions,
os principais responsaveis pela renormalizacao da carga da particula coloidal sao os ions
multivalentes. Com isso, o tamanho de um complexo, ou seja, o nimero n de a-fons
condensados (veja o esquema (b) da figura 3.5), é determinado através do minimo da
funcao grande potencial

Q(n) = F(n) —nuyo, (3.26)

onde F'(n) é a energia livre de Helmholtz do complexo e 1y é o potencial quimico dos

1 Os eletrolitos fortes sdio aqueles que se dissociam completamente em solu¢des aquosas.
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Fig. 3.5: A carga efetiva de uma solugao contendo uma particula coloidal esférica com carga
quimica negativa —Zpgreq (Zpare > 0) € uma mistura de sais monovalentes e tri-
valentes é procurada (a). O nosso modelo considera a condensacao dos contraions
trivalentes que estiverem a uma distancia menor que ¢ da superficie da particula
coloidal. Além disso, ha a formagao de aglomerados de ordem ¢, contendo um ion

trivalente e i = 1,2 ou 3 anions associados (b).

a-fons livres (ndo associados). E preciso, entdo, construir uma teoria que forneca as
expressoes para a energia livre de Helmholtz do complexo e para o potencial quimico
dos a-fons livres. Vamos comecar pelo calculo do potencial quimico p.

Estabelecer uma teoria consistente em mecanica estatistica para descrever ele-
trolitos assimétricos carregados ainda é um desafio para a fisico-quimica [73]. Entre-
tanto, é possivel obter um bom discernimento do problema fazendo apelo as teorias
desenvolvidas por Debye, Hiickel e Bjerrum (DHBj) para eletrolitos simétricos, vistas
na se¢ao 3.2. Como vimos, o critério fundamental de Debye e Hiickel (DH) é que,
embora os ions dos eletrolitos estejam em média uniformemente distribuidos dentro
do volume da solucao, existem fortes correlacoes posicionais entre os ions de sinais
opostos [13|. Debye e Hiickel sugeriram que estas correlacoes podem ser estudadas

usando-se a teoria de Poisson-Boltzmann linearizada, dada pela equagao (3.6). No



3. A inversao de carga em solugoes coloidais com sal multivalente 72

entanto, Bjerrum notou que quando ions de cargas opostas se aproximam formando
pares dipolares, a linearizacao do fator de Boltzmann nao é mais valida e a teoria de DH
falha [43]. Embora para eletrélitos 1 : 1 em agua a temperatura ambiente a formagao
dipolar de Bjerrum seja pouco relevante, para ions multivalentes este é o mecanismo
primaéario responsavel pela falha da teoria linear de DH.

Este problema pode ser corrigido seguindo Bjerrum (sec¢ao 3.2.2). Neste caso,
as configuragoes nao lineares podem ser reintroduzidas na teoria de DH como novas
espécies, dipolos e aglomerados de ordem ¢ mais alta, contendo um a-ione i =1, ..., «
anions associados (veja o esquema (b) da figura 3.5 para o caso a = 3). As concentra-

¢oes ¢; dos aglomerados sdo governadas pela lei de acdo das massas [70]

[y = po + ip_ (3.27)

onde po é o potencial quimico dos a-ions livres (nao associados) e p_ é o potencial
quimico dos anions. A lei de acao das massas é representada na figura 3.6 para o caso

a = 3. A conservacao de particulas impoe as seguintes restri¢oes
Ca=co+) ¢ (3.28)

aCy+C=c_+> ic, (3.29)
i
onde c_ é o numero de anions livres e ¢g é o niumero de a-ions livres.
De acordo com a secao 3.2, o potencial quimico de um aglomerado de ordem ¢,
contendo um a-ion e ¢ anions associados, é dado por

cZ-A?’(iH)
By = In (% + s (3.30)

O primeiro termo da equacao (3.30) é a contribui¢ao entropica vinda do centro de
massa ¢ do movimento interno dos aglomerados de ordem ¢, com fun¢ao de particao
interna & e massa geométrica média m. Ag = (h%/2rmkT)"? ¢ o comprimento de
onda térmico de de Broglie. O segundo termo da equagao (3.30) é o potencial quimico

de excesso resultante da interagao eletrostatica entre o aglomerado e as outras espécies
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Fig. 3.6: Representacao da lei de agdo das massas para o caso o = 3 (sal trivalente).

ionicas. No nivel da aproximacgao de Debye-Hiickel-Bjerrum (DHBj) [74], apenas as
interacoes entre as espécies carregadas contribuem para o potencial quimico de excesso.
Sendo assim, um aglomerado neutro nao tera nenhum potencial quimico de excesso e,
portanto, Sut* = 0. De modo similar & equagao (3.30), os potenciais quimicos de um

a-ion livre e de um anion sao dados respectivamente por
o = n (o) + B (3:31)

Bu_ =In (C_A%) + Bpcr. (3.32)

Como as nao linearidades sao levadas em conta através do processo de formagao
dos aglomerados de ordem ¢, as demais interacoes eletrostaticas podem ser tratadas
usando-se a equacao de PB linearizada, expressao (3.6), com o inverso do comprimento
de Debye dado por k = /8rlpl, sendo I = L[C + c_ + ¢y + S0, (a — i)%¢;] a forga
ionica. De acordo com a secao 3.2.1, os potenciais quimicos de excesso podem ser

obtidos a partir da solu¢do da equacdo (3.6) através do processo de carregamento de
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Giintelberg [75]. Com isso, os potenciais quimicos de excesso de um anion e de um

a-fon sao dados respectivamente por

ex eBli
s = 0+ ) (3.33)
o?lpk
= .34

Similarmente, o potencial quimico de excesso de um aglomerado de ordem ¢ é

o (a—1)pK

onde R; é o raio efetivo do aglomerado, que é determinado através do seu volume
excluido efetivo [74]. Nos obtivemos os valores dos raios efetivos para o caso de interesse
a=3: Ry =1.191a. e Ry = 1.334 a. (veja o apéndice C).

A funcao de particao interna de um aglomerado de ordem ¢ é dada por
1 3 3,. —BU
&:_—'/d’f’l...d’f’i€ 5 (336)
7!

onde U é a energia coulombiana. Esta integral tem um corte inferior (a uma pe-
quena distancia) devido ao carogo duro dos ions, e um corte superior (a uma grande
distancia) por algum tamanho caracteristico, no qual os ions associados podem ser con-
siderados como pertencentes ao mesmo aglomerado. No limite de forte acoplamento,
para alp/a. > 1, o valor preciso do corte superior é irrelevante |74, e entdo a fungao
de particao interna pode ser calculada explicitamente. Nos calculamos as fungoes de

parti¢do internas até ordem 3, que sdo dadas pelas equagdes abaixo (veja o apéndice

D)

4
&= afeaZB/““i (3.37)
102472
_ . 9 (4a—1)tp/2a. 3.38
L=ace (da — 12065 (339
9/4,.9/2
€4 = a627/26(3a—\/§)f3/ac 2w (3.39)

33/2(\2a — 136}
Embora seja possivel, a principio, calcular também a funcao de particao interna

dos aglomerados de ordens mais altas, os calculos tornam-se progressivamente mais
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dificeis. Como neste trabalho nos estamos interessados apenas no caso a = 3, as trés
fungoes de particao internas dadas pelas equagoes (3.37)-(3.39) sdo suficientes para o
nosso proposito.

Substituindo-se as expressoes obtidas para p_, p e p; na lei de acao das massas,

equagao (3.27), obtemos que
ci = &coc exp(—Bus® + Bus +ifu") . (3.40)

Note que a expressao (3.40) é um conjunto de a equagdes algébricas acopladas que
precisa ser resolvido numericamente para se determinar as distribuigoes {¢;} dos aglo-
merados de ordem ¢, e também o nimero de coions livres c¢_ e de a-ions livres ¢y. Com
isso, o valor de k pode ser encontrado e, entao, o potencial quimico dos a-ions livres no
volume, que é necessario para a minimizacao do grande potencial dado pela equacao

(3.26), ¢ obtido através da combinagao das equagoes (3.31) e (3.34), resultando em

a?lpk

Tt ra] (3.41)

Bl = In (COA%) —

Cabe ressaltar que, como as interagoes eletrostaticas sao mais fortes entre a particula
coloidal e os a-ions livres, nés consideramos que a condensacao dos a-ions livres é a
principal responsavel pela renormalizacao da carga das particulas coloidais.

Tendo-se encontrado a expressao para fin, 0 proximo passo para obtermos uma
expressao para a funcao grande potencial, equagao (3.26), é calcular a energia livre de
um complexo contendo um macroion e n a-ions condensados. Esta energia livre de

Helmholtz pode ser escrita como uma soma de trés termos
F,=E, + F*" y et (3.42)

E, é a energia livre eletrostatica de um complexo isolado, F*'V é a energia livre de
solvatagao, que o complexo ganha por ter sido colocado dentro da suspensao, e F" é
a energia livre entropica dos contraions condensados.

A energia de um complexo isolado é dada por

2
. ZbaregB _ Zbarenozég

E,
g 2a

+ BFC. (3.43)
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O primeiro termo da equagao (3.43) é a auto-energia eletrostatica da particula coloidal,
o segundo ¢ a energia de interacdao entre o macroion e os n a-ions condensados, € o
ultimo é a energia eletrostatica da interagao entre os a-ions condensados.

No6s podemos relacionar F** com a energia livre de um plasma esférico de uma
componente (Spherical One Component Plasma — SOCP) [12, 76|, definido como um
plasma de n a-ions que se movem na superficie de uma esfera de raio a com um fundo
de carga uniforme e neutralizador

2 2£ n2a2€B
FSOCP _ gpaa nattp '

(3.44)

O segundo termo da equagao acima é a auto-energia do fundo de carga e o terceiro
termo ¢ a contribuicao vinda da interacao entre os contraions e o fundo de carga
uniforme. No limite de forte acoplamento, para contraions multivalentes ou solventes
de baixa permissividade dielétrica, a energia livie de OCP é bem aproximada pela
energia livre da fase de baixa temperatura, que corresponde a um cristal de Wigner

triangular. Neste caso, a energia livre do SOC'P é dada por
BESOCP ~ — a0 Mn3? /2a, (3.45)

onde M = 1.104 é a constante de Madelung |12,77,78|. Substituindo-se a equagao (3.44)

na equacao (3.43), a energia de um complexo isolado torna-se [79]

(Zvare — an)?lp a0 Mn?/?
BE, = o — o : (3.46)

Quando um complexo é colocado dentro de uma solucao com eletroélitos, ele
ganha uma energia livre de solvatacao adicional (veja o apéndice E), que novamente
pode ser obtida usando-se a teoria de Debye-Hiickel [12]

(Zbare — an)*lpra

Fsolv - _
BF, 2a(1 + ka)

(3.47)
Finalmente, a energia livre entropica dos ions dentro do complexo é

BE™ = nin(p,A%) —n, (3.48)
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onde p, = n/4rad é a concentragao de contraions multivalentes dentro da camada 4.
De acordo com a equagao (3.42), a energia livre de Helmholtz ¢ dada pela soma

das expressoes (3.46-3.48) de modo que

(Zbare — om)2£B 042 KBMn?’/z
BF, = 20 tra) o +nln(p,A%) —n. (3.49)

Aplicando os resultados fornecidos por (3.41) e (3.49) na equagao (3.26) para a

funcao grande potencial, obtemos a seguinte expressao analitica

(Zpare — an)? Ly o LpMn?/? nolpk

2a(1+ra)  2a 20 T ray T en/c0) = (3.50)

BQ(n) =

No equilibrio, o nimero de a-ions dentro do complexo, n*, é determinado através
da minimizacao da fun¢ao grande potencial

8Q(Zbarev n)

o =0, (3.51)

nx
onde a minimizacao ¢ feita para um valor fixo de Z,,... Entretanto, é importante ter
em mente que nem todos os a-ions dentro do complexo estao realmente associados ao
macroion. A presente teoria é construida de modo que a regiao proxima a superficie
da particula coloidal é tratada separadamente do resto do eletrdlito, o que leva a
um excesso artificial de ions multivalentes dentro da camada 0. O numero real de
contrajons condensados (a-fons que estao dentro da camada d unicamente devido ao
seu acoplamento eletrostatico com o macroion) é n* — ng, onde o excesso n§ pode ser
encontrado minimizando-se a fungao grande potencial com Z,.. = 0, ou seja,

0Q(0,n)

on .
o

=0. (3.52)
Com isso, a carga efetiva do complexo macroion—a-ions é dada por [42]
Zept = Zpare — o +ang, (3.53)

ou de modo equivalente,

Zeff = Zbare - a(n* - nS) . (354)
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3.5 Os resultados para o caso o = 3 (sal trivalente)

Nesta segao, apresentamos os resultados obtidos com a teoria introduzida na
secao anterior, para uma solucao com particulas coloidais esféricas na presenca de sais
monovalentes e trivalentes. A discussao destes resultados segue as linhas gerais de |42].

Na figura 3.7, apresenta-se a carga efetiva em funcao da concentragao de con-
traions trivalentes (o« = 3), para uma suspensdo contendo particulas coloidais com
carga Zpgre = 4000 e raio a = 300 A e também varias concentracoes de sal monova-
lente. Os microions tém didmetro a, = 4 A. Observa-se que a inversao da carga da
particula coloidal (Z.;; < 0) ocorre apenas para concentragoes de sal monovalente sufi-
cientemente pequenas |42]. Este resultado foi recentemente confirmado por simulagoes
de Monte Carlo [69], sendo que os dados das simulag¢oes concordam qualitativamente
com os da presente teoria. Este comportamento ocorre porque grandes quantidades de

sal monovalente blindam as interacoes entre a particula coloidal e os contraions.

2000

----- C=0.0003 M — , ,
| ——C=0.01M 200 | 4 i e

1500

Zeff 1000 |-

500

Fig. 3.7: A carga efetiva em funcdo da concentragido de ions trivalentes (o = 3) para uma
suspensio contendo particulas coloidais esféricas com Zpgre = 4000 ¢ a = 300 A.

As curvas correspondem a diferentes valores da concentracdo de sal monovalente

CcomﬁB:7.2A,5:2A ea.=4A.
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Além disso, o comportamento nao mondtono da carga efetiva com a concen-
tracao de sal trivalente pode ser explicada da seguinte maneira. Quando pequenas
concentracoes de sal trivalente sao adicionadas a solucao, contraions trivalentes con-
densam na particula coloidal reduzindo sua carga efetiva. A medida que mais sal
trivalente ¢ adicionado, as correlacoes eletrostaticas entre os contraions condensados
faz com que mais contraions condensem. No entanto, se grandes quantidades deste
sal forem adicionadas, o eletrolito trivalente blindara as interagoes entre a particula
coloidal e os microions de modo que menos contraions trivalentes condensarao no ma-
croion, como mostra o grafico interno da figura 3.7. Neste caso, um nimero maior de
aglomerados se formar& no volume da solugao.

A inversao de carga que é encontrada na figura 3.7 é uma conseqiiéncia das fortes
correlacoes posicionais entre os contraions condensados. No6s podemos quantificar o
comprimento das correlagoes eletrostaticas no ponto isoelétrico (quando o nimero de
contrajons condensados neutraliza completamente a carga do macroion) pelo parametro

de plasma [12]
Liso = a2q2 )
edkT

onde d é a separagao meédia entre os n (= Zpge/) a-ions condensados. Sendo que

(3.55)

nm(d/2)? = 4ma?, o comprimento do acoplamento torna-se

Z are 1
L = a¥ 052 = —a¥PUp /70, (3.56)
a

onde 0 = Zyyre/4ma? é a densidade de carga na superficie da particula coloidal.

A figura 3.8 mostra a carga efetiva em funcao da concentracao de fons trivalentes
para macroions com carga Zp,.. = 4000 e varios tamanhos do raio a. Como esperado,
a inversao de carga é apenas possivel para densidades de carga superficial do macroion
suficientemente grandes [42,80]. Para fons trivalentes com a, = 4 A, nés encontramos
que a inversao de carga pode acontecer se e apenas se [';s, > 1.95, ou equivalentemente,
quando a densidade de carga na superficie do macroion for ¢ > o, = 0.18/(%. Para
lg = 7.2 A temos que o..q = 0.056 C/mz. Este valor estd em bom acordo com

simulagoes de Monte Carlo, onde o.,.q = 0.050 C/m? |68] (veja a figura 3.9 (a)). Esta é



3. A inversao de carga em solugoes coloidais com sal multivalente 80

uma condicao necessdria mas nao suficiente. Para particulas coloidais com carga Zp,,e
e raio a satisfazendo o > o.., a inversao de carga ocorrerda apenas se a concentra¢ao
de sal monovalente estiver abaixo do limiar critico C' < Cu.(Zpare, a). A concentragao
critica de sal monovalente C¢,.(Zpgre, @) € uma fungao da carga e também do tamanho

da particula coloidal, e nao simplesmente uma fungao de o.

400 I T I T I T I T I T
-—a=300A 1
300 — a=303A -
—-a=308 A
200 —
Z g Rl 1
100 NN\ el e T -
O —
-100 =, . I . I . I . |_———.—_-__
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Fig. 3.8: A carga efetiva em fun¢do da concentragdo de ions trivalentes (o = 3) para uma
suspensao de particulas coloidais com Zpg.e = 4000. As curvas correspondem a

diferentes valores de a com £ =7.2 A, 6 =2A, C =0.003Mea.=4A.

A figura 3.10 mostra a carga efetiva em funcao da carga quimica da particula
coloidal. Noés notamos que a carga efetiva nao satura, como predito pela teoria de
PB [19] vista no capitulo 2, mas atinge um maximo e entao cai fortemente, passando
eventualmente pelo ponto isoelétrico. Este resultado também é compativel com simu-
lagoes de Monte Carlo |68], como mostra a figura 3.9 (b). No regime em que a carga
efetiva diminui, a repulsao eletrostatica entre as particulas coloidais é reduzida, e pode
chegar a um ponto em que ha inversao de carga.

Finalmente, a dependéncia da carga efetiva Z.;s com a quantidade de sal mo-
novalente ¢ apresentada na figura 3.11. Nos vemos que para 0 < o, (sem inversao

de carga), a blindagem das interagoes eletrostaticas feita pelo eletrolito 1:1 resulta
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Fig. 3.9: (a) Simulagoes de MC para o potencial eletrocinético em fungdo da concentragéo
de ions trivalentes (o« = 3). A mudanca de sinal do potencial eletrocinético, que
representa a inversao de carga da particula coloidal esférica, ocorre quando o g >
oer ¢ = 0.050 C/m? [68]. (b) Simulacdes de MC para o potencial eletrocinético em
fun¢do da densidade de carga na superficie do macroion esférico. As concentragoes

de sal trivalente e monovalente sa0 Co—3 = 0.1 M e C' = 0 M, respectivamente [68].

em uma diminuicao da associacao entre os contraions e o macroion. Por outro lado,
se o complexo macroion-contraions, na auséncia do eletrélito monovalente, ja estiver
com a carga invertida, a adigao de uma pequena quantidade de sal monovalente re-
sulta num pequeno aumento da inversao de carga (veja o grafico interno da figura
3.11). Entretanto, um maior aumento na concentracao de eletrolito 1:1 conduz a uma
diminuicao da inversao de carga. Este comportamento, também observado experimen-
talmente [34], é diferente das predi¢oes das demais teorias. Por exemplo, Nguyen et
al. encontraram que a adicao de grandes concentragoes de eletrolito monovalente leva
a uma inversao de carga gigante, resultante da blindagem da auto-energia eletrostatica
do complexo macroion-contrajons de carga invertida [29]. Contrariamente a isto, nos
vemos que, para grandes concentragoes de sal monovalente, os ions multivalentes prefe-
rem ser solvatados no eletrolito do volume ao invés da superficie da particula coloidal.

No volume eles ganham energia correlacional favoravel das interagoes com os coions de
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Fig. 3.10: A carga efetiva em funcao da carga do macroion Zpq.., para uma suspensao
contendo sal monovalente de concentracdo C' = 0.002 M e sal trivalente de con-
centracao C3 = 0.05 M. As curvas correspondem a diferentes valores de a com

lp=T2A,6=2Aeqa,=4A.

carga oposta, que estdo excluidos da superficie da particula coloidal |40,41]. Entao,
a fim de que a teoria prediga consistentemente as condigoes de inversao de carga, ela
precisa primeiro levar em conta corretamente a termodinamica da solucao eletrolitica
no volume.

Se a adicao de sal monovalente acaba com a inversao de carga, isto significa que
os contraions trivalentes deixam gradual e parcialmente a camada proxima a superficie
do macroion e sao substituidos por contraions monovalentes. Isto ocorre porque a
formacao dos aglomerados de ordem i, na presenca de uma grande quantidade de
sal monovalente, causa um decréscimo consideravel de contraions trivalentes livres no
volume. Este processo pode ser responsavel (pelo menos em parte) pela substitui¢ao
de fons trivalentes proximos a superficie coloidal, o que impede a inversao de carga.

A inversao de carga surge da competicao entre dois efeitos: correlagoes entre
os contraions multivalentes condensados, que aumentam ainda mais a condensacao,

e a atracao eletrostatica entre os contraions multivalentes e os coions, que favorece
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Fig. 3.11: A carga efetiva em funcao da concentragdo de sal monovalente C' para uma

suspensdo com sal trivalente de concentracdo C5 = 0.04 M e macroions com

carga Zpgre = 4000 e raio a = 500 A (0 < 0¢r). O gréfico interno mostra a

variagdo de Z.yy com a concentracao C para macroions com Zp,. = 4000 e
a =200 A (0 > 0.,), em uma solucio com C3 = 0.01 M, lp =72 A §=2Ae
a. =4 A.

a solvatacao dos contraions multivalentes no volume da solugao. O efeito mais forte

determinara se a inversao de carga ocorrera.

3.6 Conclusoes

Neste capitulo, analisamos o problema da inversao de carga de particulas coloi-

dais esféricas. A forte interacao eletrostatica entre a particula coloidal e os contraions

faz com que uma parte deles se associe a ela e com isso, em determinadas condic¢oes, sua

carga pode ser invertida. Experimentalmente, observa-se que, numa solucao contendo

sais monovalentes e multivalentes, a adicao de pequenas quantidades de sal monova-

lente tem um efeito pequeno na inversao de carga, enquanto que a adi¢ao de grandes

quantidades deste sal faz este fenomeno desaparecer completamente |34]. Muitas teo-
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rias foram desenvolvidas para tentar explicar como a correlacao entre os contraions leva
a inversao de carga da particula coloidal. No entanto, nenhuma destas teorias obteve
total éxito na descri¢gao dos resultados experimentais. A principal discordancia esta no
efeito da adi¢ao de sal monovalente. Inclusive, como ja foi mencionado aqui, algumas
teorias prevéem uma inversao de carga gigante para concentragoes de sal monovalente
suficientemente grandes (veja por exemplo |29]).

Dentro da nossa teoria, que considera a condensacao de ions trivalentes dentro
de uma camada J, nos encontramos que a inversao de carga para ions com a, = 4 A
pode ocorrer se e somente se I';5, > 1.95, ou equivalentemente, quando a densidade
superficial de carga da particula coloidal é tal que o > 0., = 0.18/¢%. Esta condigao
¢ necessdria mas nao suficiente. Para particulas com carga Z,.. e raio a satisfazendo
o > 0., a inversao de carga ocorrerd se a concentracao de sal monovalente estiver
abaixo do limiar critico C' < Cg.(Zpare, @). A renormalizagao e a inversao de carga
dependem da competicao entre as energias de solvatacao dos contraions multivalentes
no volume e proximos a superficie da particula coloidal. Tais interacoes podem ser
significantes na presenca de grandes quantidades ou concentragoes de sal monovalente.

Os resultados descritos acima mostram que a presente teoria estd de acordo com
recentes experimentos e simulagoes de Monte Carlo e Dinamica Molecular. Além disso,
ela fornece condi¢oes necessarias simples para a ocorréncia da inversao de carga, que é
o resultado do ganho favoravel de energia livre eletrostatica devido a fortes correlagoes
posicionais entre os contraions multivalentes condensados. Os resultados originais deste

capitulo foram publicados na referéncia [42].
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Nesta tese, obtivemos a carga efetiva das particulas coloidais em duas situagoes:
solugoes deionizadas ou com a adicao de sal monovalente e solugoes na presenca de ions
multivalentes. No primeiro caso, o de suspensoes coloidais com ions monovalentes, a
teoria de Poisson-Boltzmann (PB), que descarta as correlagoes entre os microions, pode
ser utilizada e seus resultados estao em bom acordo com simulagoes e experimentos.
No entanto, mesmo nesta situacao de baixa forca ionica, a teoria de PB nao é adequada
para o estudo de suspensoes coloidais diluidas, onde o modelo da cela nao funciona.

Para solucionar este problema, foi entao proposto o modelo do Jellium renor-
malizado, um modelo alternativo que nao faz uso da aproximacao da cela e que pode
ser usado no estudo de sistemas coloidais diluidos. Nesta tese, testamos este modelo
para duas geometrias: particulas coloidais esféricas e cilindricas [23]. Os efeitos da
adicao de sal monovalente também foram investigados [23]. A boa concordancia ob-
servada entre a pressao calculada no modelo do Jellium renormalizado e as simulagoes
de Monte Carlo confirma a relevancia deste modelo para propoésitos tedricos e experi-
mentais. Além disso, a carga efetiva, calculada no modelo do Jellium renormalizado,
¢ mais relevante para o estudo da interacao efetiva entre as particulas coloidais do
que aquela do modelo de Poisson-Boltzmann na cela (PBC). Nossa compreensao atual
de suspensoes coloidais é essencialmente baseada na teoria de DLVO, que faz uso da
descricao de campo médio das nuvens microionicas. Para densidades coloidais finitas,
o potencial de DLVO sai naturalmente do formalismo do Jellium renormalizado, en-
quanto que ele precisa ser introduzido extrinsecamente dentro do modelo PBC, ja que
a interacao entre as celas é nula.

Considerando suspensoes deionizadas, tanto para particulas coloidais esféricas
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como cilindricas, a pressao na aproximacao do Jellium renormalizado estd em bom
acordo, até densidades relativamente altas, com aquela obtida dentro do modelo PBC,
enquanto que as cargas efetivas diferem significativamente. Nos também mostramos
que, para particulas coloidais cilindricas, o cenario para a condensacao de contraions
é similar aquele do modelo da cela, ja que a condensacao de Manning também esta
presente no modelo do Jellium renormalizado. Quando sal monovalente é adicionado,
tanto para particulas coloidais esféricas como cilindricas, as cargas efetivas dos modelos
em questao continuam diferindo, coincidindo apenas no limite de dilui¢ao infinita. A
concordancia para baixas fracoes de volume das particulas coloidais, assinala uma
regiao onde o sistema é dominado pelo sal. Quanto & pressao osmotica, estes modelos
também apresentam resultados compativeis no regime de densidades intermediarias,
enquanto que, para baixas densidades, observou-se desvios ja esperados.

No segundo caso estudado, o das suspensoes coloidais na presenca de uma mis-
tura de sais multivalentes e monovalentes, a teoria de Poisson-Boltzmann falha, uma
vez que as correlacoes entre os fons multivalentes sao importantes e nao podem ser
desprezadas. A forte interacao eletrostatica entre a particula coloidal e os contraions
multivalentes faz com que uma parte deles se associe a ela. Em determinadas condi-
¢oes, o numero de contraions condensados é grande o suficiente para inverter a carga
da particula coloidal.

Introduzimos, entao, um modelo para suspensoes coloidais com uma mistura de
sais monovalentes e multivalentes. Um ingrediente fundamental da nossa teoria é a
condensacao de contraions multivalentes dentro de uma camada em torno da particula
coloidal, formando assim um complexo. No volume, considera-se também que os mi-
croions se associam formando aglomerados, cujas densidades sao determinadas através
da lei de acao das massas. Aplicando nossa teoria para o caso com sal trivalente adi-
cionado e microions com diametro a. =4 A, nés encontramos que a inversio de carga
pode ocorrer se e somente se I';;, > 1.95, ou de modo equivalente, quando a densidade
superficial de carga estiver acima do seu valor critico, o > o, = 0.18/(3% [42]. Esta

condicao ¢é necessdria mas nao suficiente. Para particulas coloidais com carga quimica
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Zpare € raio a satisfazendo o > o.,., a inversao de carga ocorrera se a concentragao de
sal monovalente estiver abaixo do limiar critico C' < Co(Zpare, a) [42].

A nossa teoria para inversao da carga da particula coloidal esférica concorda
com os resultados de recentes experimentos e simulacoes de dinamica molecular, os
quais mostram que numa solu¢ao contendo sais monovalentes e multivalentes, a adicao
de pequenas quantidades de eletrolito 1 : 1 tem um pequeno efeito na inversao de
carga, enquanto que a adigcao de grandes quantidades deste sal fazem este fenomeno
desaparecer completamente. Além disso, nossa teoria fornece condicoes necessarias
simples para a ocorréncia da inversao de carga, que ¢ o resultado do ganho favorével
de energia livre eletrostatica devido a fortes correlagdes posicionais entre os contraions
multivalentes condensados.

Em resumo, nesta tese fomos capazes de compreender melhor o comportamento
de suspensoes de particulas coloidais idnicas tanto na presenca de ions monovalentes

como multivalentes.



5. APENDICE A

5.1 A teoria de Poisson-Boltzmann (PB) para

particulas coloidais esféricas

5.1.1 O caso com sal adicionado

Vamos considerar uma suspensao de particulas coloidais esféricas com carga
quimica negativa —Zpgreq (Zpare > 0) € sal monovalente adicionado.
O potencial eletrostatico ¢(r) gerado por uma distribuigdo de carga satisfaz a

equagao de Poisson, que é dada por (CGS)

4m

Vilr) = =T py(n), (1)
onde p,(r) é a densidade volumétrica de carga. Dentro do modelo da cela e para uma
suspensao coloidal com sal monovalente adicionado p,(r) = ¢[ns(r) —n_(r)], onde
n+(r) sao as densidades dos microions. Neste caso, as correla¢oes entre os microions
podem ser desprezadas, de modo que n(r) = c,e™%). Como este ¢ um problema de
simetria esférica ¢(r) — ¢(r). Com isso, colocando a origem do sistema de referéncia
(coordenadas esféricas) no centro da cela de WS e utilizando o potencial adimensional

o(r) = Bqp(r) obtém-se a equagao de PB

A7 Bq?cy

V2(r) = —TPLCs [em0r) _ 00] (5.2)

3

2

Usando-se a definigao k2,, = 8mlpc,, com g = (3¢ /e, obtemos a equagao (2.2)

V2¢(r) = k2., sinh é(r), a<r<R. (5.3)

TES
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Definindo-se 7 = r/a chegamos a forma final da equagao de PB em variaveis adimen-
sionais

V2(7) = (Kresa)? sinh@(7),  1<7<R, (5.4)
ou equivalentemente (usando simetria esférica),

Po(7) |, 2do(7)

_ 2 _: ~ ~ ~
72 Fdr - (Hresa) sinh Cb('f’) , l1<r<R. (55)

As condigoes de contorno sao dadas por

i p—; (5.6)
dr R

d¢ o ZbareEB

rl, a (57)

Os parametros necessarios para a resolucdo da equacao (5.5) 840 Zparelp/a (a
carga da particula coloidal), #,...a (a concentracio de sal do reservatorio) e R (a fracio

de volume ocupada pelas particulas coloidais via n = R™3). A densidade de carga dos

microions pode ser escrita como

2
p(7) = _%;; sinth ¢(7) . (5.8)

A equagao (5.4) pode ser linearizada em torno do potencial na fronteira da cela

de WS, ¢(R), de modo que

V3%6(7) = (kppa)? [0 +00(7)], 1<7 <R, (5.9)

sendo 0(7) = ¢(7) — ¢(R), %o = \/1— (Kres/sipp)* = tanh¢(R) e (kppa)® =

(Kres @)? cosh ¢(R). As condicoes de contorno agora sao

Jp(R) =0 (5.10)
dgf =0, (5.11)

A condicao (5.10) é o requerimento de consisténcia da linearizagao e a condigao (5.11)

assegura a eletroneutralidade dentro da cela. Estas condigoes de contorno garantem que

as solucoes do problema nao linear e do linearizado coincidam em 7 = R, como requer a
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metodologia de Alexander [19]. A equacao (5.9) pode ser resolvida analiticamente [54]

e sua solucao ¢

~ elipBa/F e—fipBaf
06(F) = o | =1+ fr——me + fomr] (5.12)
onde ~
R+1 5
fo= 7“’323:%& eFrraafl. (5.13)

A densidade de carga, equagao (5.8), também pode ser linearizada em torno de o(R),

de modo que
2

pppu(F) = 7 b+ 06(7)]. (5.14)

Da equagdo (2.1) podemos calcular a carga efetiva, que é dada por
R
Zoprq = dma® / ppp(F) 72 dF. (5.15)
1

Inserindo-se a equacao (5.14) em (5.15) obtemos que [54]

{[(KJPBCL)2R — 1] sinh[kppa(R — 1)] + kppa(R — 1) cosh[kppa(R — 1)]} .
(5.16)

7 =
I HPBgB

Note que d¢(7) satisfara a equagao (5.7) com Zygre — Zefy-

5.1.2 O caso sem sal adicionado

No caso de suspensoes sem sal adicionado (auséncia de coions), a equagao de

PB ¢é dada por

V3p(r) = - ny(r), (5.17)

que nas unidades adimensionais é equivalente a

V2(7) = —dnlpa®n’ e=*™) (5.18)

onde n?r ¢ determinado pela condicao de eletroneutralidade. No caso de suspensoes

deionizadas, é conveniente impor que ¢(R) =0 [54], 0 que leva a

V2p(F) = —(kpga)?e @D, (5.19)
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onde (kppa)? = 4nlpa’n,(R) = 4rlpa®n?. As condigoes de contorno siao

¢(R) =0 (5.20)
do(r)|
o | = 0. (5.21)

Para se resolver numericamente este sistema, o valor de kpp é determinado de modo
que ¢(7) satisfaca a lei de Gauss na superficie da particula coloidal, expressao (5.7),
para um dado valor de Zy,,..05/a.

A linearizacdo da equacio (5.19) em torno de ¢(R) = 0 é dada por
V2(F) = —(rppa)®[1 — o(F)]. (5.22)

A solucao desta equagdo, com as condi¢oes de contorno (5.20) e (5.21), é fornecida pela
expressao (5.12) fazendo-se 7o = 1 [54] e com isso

Kppar —Kppar
efPB e fPB

—f

o(F) = ll — I+ : (5.23)

7 P
com fy dadas pela expressao (5.13). A carga efetiva é dada pela equacdo (5.16) para
v = 1 [54], ou seja,

L {[(sppa)* R — 1] sinhlxppa(R — 1)] + mppa( R — 1) coshlppa(R2 — 1)]}.

(5.24)

7 =
/7 HPBgB

5.2 A teoria de PB para particulas coloidais

cilindricas

5.2.1 O caso com sal adicionado

No caso de particulas coloidais cilindricas com uma densidade linear de carga ne-
gativa —Apareq (Apare > 0), a equacdo de PB em coordenadas cilindricas e nas unidades

adimensionais é dada por

V2H(7) = (Kresa)? sinh@(7), 1<7<R, (5.25)
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onde 7 é a distancia em relacao ao eixo principal do cilindro escalada com o raio a.

Equivalentemente,
d?*o(F 1do(r =
;;(;) = ‘ZEZ”) = (Kpesa)? sinh (7)), 1<i<R. (5.26)
As condicgoes de contorno sao
d _
d—;f = 07 para 77' = R (527)
d
d—;f = 2>\bare€B7 para r=1. (528)

A equagao (5.25) pode ser linearizada em torno de #(R), de modo que
V24(7) = (kppa)* [0 +60(F)], 1<F<R, (5.29)

com as mesmas condigoes de contorno (5.10) e (5.11). A solucdo desta equa¢ao em

coordenadas cilindricas é dada por |26]
60(7) =0 {—1 + rppaR[l (kppaR) Ko(kppat) + Ky (kppaR)lo(kppa f)]} , (5.30)

onde [; e K; denotam as funcoes de Bessel modificadas de ordem j do primeiro tipo e
do segundo tipo, respectivamente. A carga efetiva segue da aplicagao da lei de Gauss
na superficie da particula coloidal, ou seja,

dog(r)
dr

= 2)\eff€B , (531)

1

com 0¢ dado pela equagao (5.30). Com isso obtém-se que |26]

)‘eff = QZTOB(HPBCLFQ [[1(/<LPBCLFL)K1(/<LPBCL) — Il(mpBa)Kl(mpBaR)} . (532)

5.2.2 O caso sem sal adicionado

No caso de uma suspensao de particulas coloidais cilindricas sem sal adicionado

a equacao de PB ¢ dada por

V2o(7) = —(kpga)? e ®D) (5.33)
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onde (kpgpa)? = 4mlga’nl, ja que convenientemente impomos ¢(R) = 0. As condigdes
de contorno sdo dadas por (5.27) e (5.28). Este sistema em coordenadas cilindricas

tem solucao analitica [44], que é dada por

() =2In [L\/l + a2 cos (a In — )] , (5.34)

R Ry
onde a constante adimensional de integracao « estd relacionada com kpp através da
relagio (kppaR)? = 2(1+a?). A aplicagio das condi¢des de contorno nos fornece duas

equacoes acopladas

) 1—-A areg
aln Ry} = arctan — 2B (5.35)
a
R 1
aln = = arctan —. (5.36)
Ry «

A combinacao destas duas equacoes leva a uma tnica expressao que pode ser resolvida

numericamente para se encontrar o valor de «

- 1 Moareln — 1
aln R = arctan — + arctan Zbare™B
o «

(5.37)

Uma vez conhecido o valor de o, a outra constante de integracio Ry, pode ser obtida
usando-se (5.35) ou (5.36).

Linearizando-se a equa¢ao (5.33) em torno de #(R) = 0 obtemos
VEH(7) = —(rppa)’[L - ¢(7)], (5.38)

com as condigoes de contorno (5.20) e (5.21). Similarmente ao caso esférico, a solugao

desta equacao é dada pela expressao (5.30) para vy = 1, de modo que [26]
QS(f) =1- /{pBCLé [ll(KPB&é)KQ(I{pBCL ’l:) + Kl(I{pBCLé)Io(I{pBCL ’l:)} . (539)
A carga efetiva (equagao (5.32) para vy = 1) adquire a seguinte forma |26]

1 ~ - .
)\eff _ %(/‘JPBQFR [Il(KPBaR)Kl(K'PBa') — Il(KJPBa)Kl(KJPBCLR)} . (540)
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6.1 O modelo do Jellium renormalizado para
particulas coloidais esféricas

Da equagao (2.25) temos que a equagao de Poisson-Boltzmann (CGS) em coor-

denadas esféricas ¢ dada por

4
V2p(r) = == |~k pq+ Xonizmge (6.1)

com as seguintes condi¢oes de contorno

o(r) = Yoo para 1 — 00 (6.2)
d Z are£
fig) = baz B para T =a. (6.3)

Linearizando-se esta equacao em torno de ¢, temos que
2 471'(_[ 0 —Bqz; —Bqz;
Vp(r) = - — Zyack P+ an z; [e7PIFIPe — Bz e PP p(r)] ¢ (6.4)
onde §p(r) = (1) — Yoo. A equagdo (6.4) é equivalente a
2 _ 47Tq 0 —Bqzipoo 0 2 —0qzipso
\4 590(7") = _? —Zpack P+ Znizie - anﬁqzz € 590(7") . (6-5)
Da condicao de eletroneutralidade temos que
_Zback pq-+ Z n?'zzq e_ﬁquspoo =0. (66)

A aplicacao desta condi¢ao na equagao (6.5) leva a

4 2
V3p(r) = 7725(] Zn?zf e PP 5 (1) . (6.7)



6. Apéndice B 95

Utilizando o potencial adimensional ¢(r) = Gqp(r) temos que
V2o (r) = K*60(r), (6.8)

onde k? = dnlp >, ndz? e %=, As condigdes de contorno sao

do(r) — 0, para 1 — 00 (6.9)
d5¢(7“) o ZbaregB o
o 2 para r=a. (6.10)

Considerando o conceito de carga efetiva, esta equacao tem solucao dada por

—k(r—a)

Zeff €B €
(14 kKa) 7

G(r) " oo — (6.11)

6.1.1 O caso sem sal adicionado

Neste caso nao ha coions na solucao, apenas contraions monovalentes, e com

isso a equacao (6.1) para o potencial adimensional ¢(r) ¢ dada por
V2¢(r) = —4nlp [—Zback,o —I—n?F e_‘b(’")} ) (6.12)

Escolhendo-se ¢, = 0, a condicao de eletroneutralidade impoe que
—Zpack p + 1. =0. (6.13)

Aplicando este resultado na equagao (6.12) temos que

ZbackeB
3

V2p(r) = 3n (1—e M), (6.14)

onde 1 = (4/3)mpa® é a fragdo de volume ocupada pelas particulas coloidais.

6.1.2 O caso com sal adicionado
Usando n4(r) = ¢, e na equagao (6.1) temos que
V2¢(r) = 47l [ Zpaerp + 2¢ sinh ¢(r)] (6.15)

onde ¢ = Bqp e Ip = Bq¢*/c. Para k.., = 8mlpc, e T = r/a a equagdo acima adquire

a forma

ZbackeB

V2(F) = 3n + (Kyesa)? sinh ¢(7) . (6.16)
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6.1.3 A pressao osmotica

A pressao osmoética no caso de uma suspensao coloidal com sal monovalente

adicionado é dada por
Bll = p+ni(R)+n_(R) — 2¢;. (6.17)

Como n(R) = ¢ eT® temos que ny (R)+n_(R) = 2c, cosh ¢(R). Usando a relagio
cosh ¢(R) = \/1 + sinh? ¢(R), obtemos que

ny(R) +n_(R) = \/4c2 + 4¢3 sinh® $(R) . (6.18)
Da condi¢ao de eletroneutralidade, dada pela equagao (6.6), tem-se que
—Zefrp = 2cssinh ¢(R) . (6.19)

Aplicando-se este resultado em (6.18) obtemos que

ny(R) +n_(R) = \J4c2 + Z2;;p* . (6.20)

Introduzindo-se este resultado na equagao (6.17), a pressao osmotica adquire a seguinte

No caso sem sal adicionado ¢, = 0 e com isso a pressao ¢ dada por

forma

BIl =p+ Zessp. (6.22)

A contribuicao entropica de gas ideal das particulas coloidais pode ser descartada

quando Z.s¢ > 1, resultando em

ﬁH—p:Zeffp:ﬁP. (623)



7. APENDICE C

7.1 O calculo dos raios efetivos dos aglomerados

A interacao de esferas duras forma uma regiao de exclusao em torno de cada
a-fon livre e de cada aglomerado. No caso de um a-fon livre, o volume excluido é uma

esfera de raio igual ao seu diametro a., como mostra a figura 7.1.

Fig. 7.1: Representagdo da zona de exclusdo, esfera pontilhada de raio a., para um a-ion

livre. A esfera tracejada mostra a maxima aproximacao de um ion livre.

Vamos agora identificar a zona de exclusao dos aglomerados de ordem 1, for-
mados por um a-ion e um anion associado. Neste caso, a zona de exclusao é tracada
pelo centro de um ion livre em contato com o aglomerado, representado pela esfera
tracejada da figura 7.2 (a). Para facilitar o calculo dos potenciais quimicos de excesso
dos aglomerados, vamos aproximar a zona de exclusao real (area sombreada na figura
7.2 (a)) por uma esfera simetricamente centrada de raio Ry, representada pela esfera
pontilhada da figura 7.2 (a). O valor de raio efetivo R; do aglomerado é calculado de

modo que o volume da esfera de aproximagao seja igual ao volume da zona de exclusao
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real. Cabe ressaltar que o volume de exclusao real v, pode ser escrito como

4 4
U = g al + 3T az — vy (7.1)

onde v, é o volume resultante da superposi¢ao das duas esferas de raio a. (regido
hachurada da figura 7.2 (b)). O valor de v, pode ser facilmente calculado, resultando
em

5 3

Uh = P57 (7.2)
Igualando o volume da zona de exclusao real com aquele de uma esfera de raio R,

temos que

(7.3)

Fig. 7.2: (a) Representagao da zona de exclusao de um aglomerado de ordem 1, que é tracada
pelo centro de um ion livre (esfera tracejada) em contato com o aglomerado. A
esfera pontilhada representa a aproximacdo da zona de exclusao real por uma
esfera simetricamente centrada de raio R;. (b) A regiao hachurada corresponde a

superposicao dos volumes das duas esferas de raio a..

Vamos agora calcular o raio efetivo de um aglomerado de ordem 2 formado por
um a-fon e dois anions associados. A zona de exclusao é tracada pelo centro de um ion
livre (esfera tracejada na figura 7.3 (a)) em contato com o aglomerado. Novamente,

vamos aproximar a zona de exclusao real (area sombreada na figura 7.3 (a)) por uma
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esfera simetricamente centrada de raio Ry, que corresponde & esfera pontilhada na
figura 7.3 (a). O valor do raio efetivo Ry do aglomerado é calculado de modo que o

volume da esfera de aproximacao seja igual ao volume da zona de exclusao real.

(b)

Fig. 7.3: (a) Representagao da zona de exclusao de um aglomerado de ordem 2, que é tracada
pelo centro de um ion livre (esfera tracejada) em contato com o aglomerado. A
esfera pontilhada representa a aproximacgao da zona de exclusao real por uma
esfera simetricamente centrada de raio efetivo Ra. (b) As regides hachuradas

correspondem a superposicao dos volumes das trés esferas de raio a..

De modo similar ao caso anterior, o volume de exclusao real v, pode ser escrito
como

4 4 4
vT:§7raZ’+§7rai’+§7raZ’—2vh, (7.4)

onde v, é novamente o volume resultante da superposicao das esferas de raio a,. (regides
hachuradas da figura 7.3 (b)). Usando o valor de vy, encontrado anteriormente podemos
igualar o volume da zona de exclusao real com aquele de uma esfera de raio R; de modo
que

5 4

4 <1 — ﬂ) Tad = gng, (7.5)

fornecendo o seguinte raio efetivo: Ry = 1.334 a..



8. APENDICE D

8.1 O calculo das funcoes de particao dos
aglomerados
A funcao de particao interna de um aglomerado de ordem i é dada por
1 3 3 —pU
@:7/mwwﬂ , (8.1)
7!

onde U é a energia coulombiana. Como noés estamos interessados no caso a = 3, é
preciso calcular apenas as fungoes de particao dos aglomerados de ordem ¢ = 1,2, 3.

Para um aglomerado de ordem ¢ = 1, a fungao de particao ¢ dada por

& = /dr3 e PUL (8.2)
onde
V= (8.3)
elr, — 1]
Fixando o a-ion e colocando a origem do sistema de coordenadas no seu centro
temos que

é-l = /dgT’l eﬁaq2/€|r1\ . (84)

Em coordenadas esféricas a integral acima torna-se
Ry Ry
&1 :/ r2dr sin 0 df dp e**5/" = 47?/ 2 dr e/ (8.5)

onde Ry é a distancia maxima na qual os anions podem ser considerados como asso-
ciados ao a-ion. Neste caso, as configuracoes de interesse sao aquelas a baixas tem-

peraturas, ou seja, flutuagoes em torno da configuragdo em 7' = 0 (onde os microions
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se tocam). No célculo destas flutuagoes, é conveniente fazer a seguinte mudanga de

variavel r = a.(1 + s), o que conduz a
L
& = 47rai’/ © ds (1 + s)2etp/acts) (8.6)
0
Observe que as configuracoes de mais baixas temperaturas correspondem a pequenos
valores de s, em particular s = 0 representa o sistema em 7" = 0. No limite de {5 — o0
(T — 0), podemos fazer uma expansao em torno de s = 0 e reter somente os termos

lineares em s. Dentro desta aproximacao, a funcao de particao torna-se

&~ 47m§/ ds etn1=s)/ac (8.7)
0

onde usamos que 1/(1 + s) 297 1 — 5. Note que podemos tomar o limite superior da

integral como sendo igual a infinito, ja que as configuragoes de ordens mais altas em
s foram desprezadas e, portanto, nao contribuem para a integral. A equacao (8.7) é

facilmente integrada resultando em

4al
— dradeote/a < “c_> _ 2T jats/ac 8.8
51 Ta.e OégB 0463 € ( )

No caso de um aglomerado de ordem ¢ = 2 a funcao de particao ¢ dada por
1
£y = 3 /d3r1 d®ry e P2 (8.9)

onde Uy = Us(|ry — 11]) + Ua(|ra — ra]) + Ua(|r1 — r2]). A energia coulombiana dos
segundos vizinhos ¢é igual a

BU(|ry — o) = b (8.10)

1 — T2
A fim de simplificar os céalculos, vamos fixar o a-ion e um dos anions coline-
armente, deixando o outro anion livre para mover-se (veja a figura 8.1). Com isso, a

equacao (8.9) em coordenadas esféricas ¢ dada por
1
& == [ dryr? sin6, dby dyq dry r2 sin 6, db, dpo e P2 8.11
9 1 2

onde

OéfB OéfB EB
Uy = — — . 8.12
ﬁ 2 1 T2 +(7’%+7’%+2T17’2C0882>1/2 ( )
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Fig. 8.1: Esquema para o calculo da fungdo de parti¢ao de um aglomerado de ordem i =
2. Para simplificar os célculos, fixa-se o a-fon e um dos &nions colinearmente,

deixando o outro anion livre para mover-se.

Novamente, de modo similar ao caso anterior, para calcular as configuracoes de
interesse a baixas temperaturas, vamos fazer as mudancas de variaveis r; = a.(1 + s1)
e ry = a.(1+ s9) e, em seguida, uma expansao em torno de s; =0, s5 =0 e 0y = 0,

retendo os termos de ordens mais baixas nestas variaveis, de modo que

&g /aif dsy sin 0y dfy dp; a® dsy 0y dby dpy e P2 (8.13)
onde
BU, = BUL(0) + ajB (51+ ) — 63(26: %) ?ZZ% . (8.14)
A energia coulombiana em 7" = 0 ¢ dada por
BU,(0) = ogte s (1=4)ls (8.15)

a. 2a. 2a,

Resolvendo as integrais em 61, ¢; e o na equagao (8.13) e reorganizando as

integrais restantes obtemos que

£, = 8n2ale=PV20) / > 0y dy ¢~ 503/160c / > dsy e~ (@151 /ac / > dsy e~ @1/ D52 /ac
0 0 0
(8.16)

ou equivalentemente,

2
4a 16a 102472a’
_ gr2gSe U200 ¢ < > _ c_ cllaN)tp/2: (817
§2 = 8mace (da—1lg| \205) " (da—1726° (8.17)
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Finalmente, a funcao de particao para um aglomerado de ordem ¢ = 3 é dada
por

1
53 = 6 / d37’1 d37’2 d37’3 6_BU3 s (818)

onde Us = Y°7_, Us(|r; — rol) + Us(|rs — r1|) 4 Us(|rs — ra]) + Us(|ry — ra).
A configuragao deste aglomerado em T = 0 esta representada na figura 8.2.
Para simplificar o calculo desta funcao de particao, vamos fixar o a-ion mais dois anions

colinearmente, enquanto que o terceiro anion esta livre para mover-se. Similarmente

dc

Fig. 8.2: A configuracdo do aglomerado de ordem ¢ = 3 em T = 0. Os anions estao

localizados nos vértices de um tridngulo equilatero.

aos casos anteriores, utilizando coordenadas esféricas e fazendo a mudanca de variaveis

r; = a.(1+ s;) obtemos que

3
§3 = / H [dsj ai’(l +sj)2sin 6, do; dgoj} e PUs (8.19)
j=1
onde
> OéeB €B €B
= 7 N T AF T A= 2
BU; ;( P +Cj+ +Cj_> : (8.20)

e os termos C’f sao dados por

Up

[ag(l + 5;)2sin” 6; cos? @, + [a.(1 + s;) sin 6; sin ; & a.]? + a2(1 + s;)2 cos? 9]1
(8.21)

CF =

1/2 "
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Neste caso, o calculo das flutuagoes ¢é feito através de uma expansao em torno

de s; = 0 e p; = 0, retendo-se os termos de ordens mais baixas nestas varidveis, de

modo que
3
53 = / H (ai de sin Qj dﬁj dQOj) 6_'6U3 s (822)
j=1
com [U;z dada por
lp 1 g .
U3 = pU3(0) + a—c (a — ﬁ) sj + TQCLC sin? 0; go?. (8.23)

A energia coulombiana proveniente da configuragao em 7' =0 é
Up
BU3(0) = — (V3 — 3a). (8.24)

Qe

Aplicando os resultados (8.23) e (8.24) na equagao (8.22), pode-se reescrever a fungao

de particao como

£y = elpBa=V3)/ac (/ﬂ a? sin 0 d /OO dp e3¢5 5”0 9%/4v/2a. /OO dse ” (a—%)s/ac ’
0 0 0 (8.25)
As integrais acima podem ser facilmente resolvidas resultando na seguinte expressao
99/4.79/2

& = a027/26(3a—\/§)f3/ac .
3/2(V2a — 1))

(8.26)
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9.1 A teoria de Debye-Hiickel-Bjerrum (DHBj) para
0os complexos macroion-contraions

Vamos calcular a contribuicao para a energia livre que vem das interagoes entre
os complexos macroion-contraions e as demais espécies idnicas: os aglomerados de
ordem i, os coions monovalentes livres, os contraions monovalentes e os a-contraions
livres. Para isso vamos usar uma extensao da teoria de DHBj para particulas coloidais
carregadas |12, 81].

Considere uma suspensao em equilibrio térmico. Enquanto que os complexos
estao mais ou menos uniformemente distribuidos na solucao, as posicoes das demais
espécies idnicas estao fortemente correlacionadas com as posicoes dos complexos. Sendo

assim, pode-se tomar como aproximacao de ordem dominante a funcao de correlacao

complexo-complexo como g.. = 1. As fungoes de correlagao do complexo com as
demais espécies ionicas sao dadas por: g., = e‘ﬁq“"(r), e = €+quo(r)7 Jea = e‘ﬁo‘q‘P(’“),
Je(ary = €PN g o = emBlaRaplr) | g = emPar(r),

Escolhendo o sistema de coordenadas de tal modo que a origem esteja localizada
sobre um complexo, o potencial eletrostatico a uma distancia r < a satisfaz a equagao
de Laplace, enquanto que para distancias r > a ele satisfaz a equagao de Poisson,
equagdo (3.2). Utilizando as fungoes de correlagdo acima, a densidade de carga na
regiao r > a pode ser aproximada por

«

pa(1) = —Zessap+ qCe P _ge_ oP190) 4 ey e P9 4 Z(a —i)e;q e PlamDae)
i=1
(9.1)
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No contexto da teoria de Debye-Hiickel, deve-se linearizar as exponenciais da equagao

acima, de modo que a distribuicao de carga em torno do complexo se reduz a

pp(r) = =BG Cop(r) + BePc_p(r) = BaPdPeop(r) = D Bla — i)’ gPep(r).  (9.2)
i=1
Entao, para r > a o potencial eletrostatico satisfaz a equacao de Helmholtz com xk =
VB8TlpI, sendo I = §[C + c_ + ¢y + X5 (o — )?¢;] a forga ionica. A solucdo para
tal equagao é dada por

Zerpqf(ka)e ™"

o (r) = o ; (9.3)

enquanto que a solucao da equacao de Laplace para r < a é

Zerrq

ea(l+ ka) (94)

p(r) =

A energia eletrostatica devido a interacao entre o complexo e as espécies idnicas ¢

ue =5 [ e [py(r) + a:(0)e(r), (9.5)

onde p,(r) é a densidade de carga das espécies i6nicas dada pela equacao (9.2) e ¢.(r)

¢ a densidade de carga na superficie de um complexo

Ge(r) = — 20595018 | — a) (9.6)

4mra?

Efetuando a integracao obtém-se que

Z2 2
7 S L (9.7)
2¢(14+ka) |a  2(1+ ka)

A energia livre eletrostatica de um complexo dentro da suspensao é obtida usando-se

o processo de carregamento de Debye

1 2 . >\ Z2 2
Fc:/ i) Lyt (9.8)
0 A 2ea(1 + ka)
Note que esta energia livre é a soma da auto-energia dos complexos
Z2 q2
Fauto — eff 9.9
¢ 2ea (9.9)
com a energia de solvatacao
72 .¢*ka
Fsolv - _ eff 9.10
¢ 2ea(l + ka)’ (9.10)

que o complexo ganha por estar dentro de um “mar i6nico”.
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