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SINOPSE

O objetivo deste trabalho € a analise nao-1li-
near de pilares de concreto armado com secgao transversal e
distribuic¢do da armadura arbitrarias, varidveis ao longo do
eixo, e com condigOes genéricas de apoio nas extremidades. A
fluéncia e a retracao do concreto sao consideradas na anali-

\

sel

A solucao € obtida através do método dos ele-
mentos finitos, com um modelo em deslocamentos, empregando
um algoritmo que usa a rigidez tangente e um algoritmo que u

sa a rigidez secante.

Estao incluidos exemplos de utilizecdo do mé-
todo proposto.



SUMMARY

The aim of this work is the nonlinear analy-
sis of reinforced concrete pillars of arbitrary cross sec
tion and reinforcement distribution, variable along the
axis, and with arbitrary boundary conditions. Creep and
shrinkage of concrete are considered in the analysis.

The solution is obtained by the finite ele-
ment method, using a displacement model. Tangent and secant
stiffness approaches are both used.

Some examples of application of the proposed
method are included.
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1 - INTRODUCAO

A analise de um pilar submetido a flexo-com -
pressao obliqua € um problema tridimensional. A deformada do
pilar & uma curva reversa e o plano de flexdo é variavel, de
secao para secao, em virtude da propria deformacdo da barra.

Este trabalho apresenta um método para a ana-
lise de pilares de concreto armado submetidos a flexo-com-
pressdao obliqua. Os pilares a serem estudados podem apresen-
tar secao transversal de forma qualquer, inclusive Variével
ao longo do comprimento. A distribuicdao da armadura na secido
transversal é arbitrdria, também podendo variar ao longo da
peca. As condicdes de vinculacao e de carregamento s3o gené-

ricas.

No estudo, sao consideradas a ndo-linearidade
geométrica e a ndo-linearidade fisica. A nao-linearidade geo
métrica € considerada ao levar-se em conta os deslocamentos
na analise da peca. A nao-linearidade fisica é considerada
pela utilizacdo dos diagramas tensao-deformacdo adequados pa

ra os materiais.

No Capitulo 2, deste trabalho, estd apresenta
da a forma de solucao utilizada para o problema. A solucdo é



2

obtida através do método dos elementos finitos, com um mode-
lo em deslocamentos, conforme S. Rajasekaran, no capitulo 12
da referencia [12]. Emprega-se, neste Capitulo, o termo viga
-coluna, como uma generalizagao para o caso de pilar.

No Capitulo 3, estdo expostas as propriedades
dos materiais idealizadas e a determinacao das rigidezes ne-
cessarias para a utilizacdo do método apresentado no Capitu-
lo 2.

No Capitulo 4, estd apresentado o método em-
pregado para a avaliacao das deformagdoes de fluéncia e retra

cao no concreto.

No Capitulo 5, resultados obtidos através do
método apresentado neste trabalho, s3o comparados com outros
resultados tedricos e experimentais.



2 - 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA VIGAS-COLUNAS

2.1 - Generalidades

2.1.1 - Conceituacao Basica

O método dos elementos finitos consiste basi-
camente na obtencao de um modelo analitico para uma estrutu-
ra real por subdividi-~-la em um numero finito de elementos. O
comportamento de cada elemento pode ser estudado independen-
temente dos outros, através de um conjunto arbitrario de fun
¢oes que aproximam os deslocamentos {ou as tensdes) naquela
regiao. O processo de ligacao dos elementos para formar o mo
delo completo € puramente topoldgico e independente da natu-
reza fisica do problema. O conjunto de func¢des para os deslo
camentos (ou tensoes) deve ser escolhido de tal forma que fi
que assegurada a continuidade (ou equilibrio) através de to-
do o sistema. Para a solugao numérica de um problema utili -
zando o método dos elementos finitos é necessiaria a montagem
e a resolucdao de um grande sistema linear de equagdes algé-

bricas.

Embora a formulacao dos elementos finitos pos
sa estar baseada tanto num campo de tensOes quanto num campo
de deslocamentos, esta ultima é mais frequentemente usada ,
por ser mais facilmente programavel em computadores digitais

[12]. Assim, neste trabalho, um modelo em deslocamentos & u-



tilizado para obter as relagdes forcas-deslocamentos para o

elemento de viga-coluna pela consideracao do principio dos

trabalhos virtuais.

modelo

A aplicacao do método dos elementos finitos ,
de deslocamentos, envolve os seguintes passos:
discretizagao do corpo em elementos finitos;
determinacao da rigidez dos diversos elementos;

montagem das matrizes de rigidez e de forgas externas

aplicadas;
aplicacao das condigcdes de contorno;

obteng¢dao dos deslocamentos nodais pela solugdo do sis
tema de equagdOes resultantes;

calculo de deformacgdes e de tensdes a partir dos des-

locamentos nodais.

As vantagens do metodo dos elementos finitos

o método permite a analise de estruturas com irregula
ridades de carga, material, geometria e variadas con-
dicoes de contorno;

o método permite uma facil automatizacio.

As limitac¢Oes do método dos elementos finitos

sao principalmente as seguintes:

o método requer relativamente grandes quantidades de

memoria e tempo computacional;

a interpretacao dos resultados é de fundamental impor
tancia pelo grande volume de resultados gerados pela
aplicacao do método.

2.1.2 - HipOteses Assumidas

Adotou-se o termo viga-coluna (beam-column em

[12]) neste capitulo, por se tratar do estudo de um elemento

estrutural que apresenta tanto as caracteristicas de uma vi-

ga,quanto de uma coluna.



Neste estudo, considera-se que as segoes per-
manecem planas apos a deformacdao. Assume-se ainda que a rigi
dez ao longo dos elementos €& constante. Note-se que os valo-
res_EA, EIx, EIy, GKT,
formulagao, sao as rigidezes dos elementos. Assim, EA é o va

que aparecem no desenvolvimento desta

lor da integral do mddulo de deformacao E sobre a area A, e
ndo o simples produto de um determinado médulo de deformacao
por uma area. Esta notacdo também foi adotada em [12] e [29].
Deve-se ainda observar que as referéncias a centros de gravi
dade, eixos principais, etc., sao relativas d rigidez da se-
cao. (ver item 3.2).

Uma vez que o objetivo deste trabalho é a ana
lise de pecas de concreto armado, o problema da torg¢dao, como
uma simplificagao para este caso[68], foi considerado segun-
do a torgao de St. Venant.

Para o desenvolvimento desta formulacao, par-
tiu-se das equacdes de equilibrio total. Portanto, os médu -
los de deformagao utilizados sdo secantes. Com poucas altera
coes, partindo das equacdes de equilibrio incremental, che-
gar-se-ia a expressOes semelhantes. Nesta outra formulagao ,
a rigidez tangente deve ser empregada.

O desenvolvimento segundo a formulacdo incre-
mental encontra-se apresentado em [12] e foi aqui omitido de
vido a sua semelhanca como o desenvolvimento da formulacao
de equilibrio total. As conclusdes finais das duas formula-
¢oes sao basicamente iquais. Deve-se ter apenas o cuidado de
que na primeira formulagdo usam-se valores totais de desloca
mentos, deformagoes, forcas, tensdes, etc., e na outra, in-

crementos destas mesmas quantidades.

2.2 - Formulacao das Equacoes Basicas de Equilibrio

A equagao de equilibrio total sera desenvolvi
da usando o principio dos trabalhos virtuais. Este é mais ge
ral do que a formulagao da energia potencial, 3ja que as ex-~

pressoes desenvolvidas pelo principio dos trabalhos virtuais



sio validas tanto para problemas elasticos como plasticos.

Uma segdo transversal arbitraria de uma viga-
coluna & mostrada na Fig. 2.1. Os pontos C e O representam a
origem do sistema de coordenadas e um ponto arbitrario. x,y
e z representam os eixos de coordenadas de um sistema dextrd
giro com origem em C. A expressac do trabalho virtual para
um elemento de viga-coluna, desprezando as forcas de volume e
de superficie, pode ser escrita como

fV (c 8¢ + Toz 6sz + Tz 6yyz) dav = & ti Su, (2.1)

desde que o = 0 = T = 0 para uma viga-coluna.

Na Eq.(2.1), ¢ é& a tensao normal e Tyey ©

a(sen(p.5,)-seng) alcosp-coslsio,))

y
N A
P X
uXD
u
Yo
01[‘"—"‘1
y
u =u  ~a cosl{i-cos0 )-a senBsend
X Xo z z
u =u +a cosBsen? -a senB(l-cosf )
Yy Yo z z
a cosf = x - e

a senff =y - e
y

Figura 2.1 - Coordenadas da seg¢ao transversal



Tyz sdo as componentes da tensdo de cisalhamento e {¢, Gsz e

stz sd3o as deformagdes virtuais correspondentes em um ponto
arbitrario N. Na Eq. (2.1), ti e éui representam forg¢as nodais

e deslocamentos virtuais correspondentes.

As resultantes de tensGes m_, m , m , £ , £ e
X Y z X Y

fz sdo consideradas positivas nas direcdes indicadas na Fig.
2.2. Por conveniéncia desta formulacao o sentido positivo do
momento fletor my, ndo seque a regra da mdo direita para mo-
mentos. Note~se que a for¢a normal fZ e 0s momentos fletores
m. e my sdo reduzidos ao eixo C, enquanto os momentos torso-
res m, € Os esforgcos de corte fx e fy sdo reduzidos ao eixo
0. Deve-se notar ainda que as forgas transversais de corte fx
e fy ndo podem ser definidas em funcgdo das deformagdes como
as demais solicitagdes. Por isso ndo sao consideradas como
tensdes generalizadas. Sdo chamadas reac¢des por serem necessé

rias somente para o equilibrio.

@ —
' ‘,,/’ ~— |

fx

Figura 2.2 - Resultantes de tensoes
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As relagdes entre tensOes e resultantes de ten
sdes sdo estabelecidas pelas seguintes equacdes de equilibrio

fx = jA Tz dA = dmy/dz = m'y

_fy = fp Tyy 6A = dm /dz = m'

fz = IA c dA = P (2.2)
Px = IA oy dA

my =Jp0X da

m, = [, [Tyz (x - ex) - Tyq (y - ey)] dA = Toy

onde, m, é o momento torsor correspondente a torgdo de St. Ve~
nant. O momento torsor TSv é resultante do torque devido as
tensoes de corte.

No caso de problemas que envolvem estabilidade,
mudancas de geometria devidas as deformacgdoes devem ser conside
radas nas equag¢lOes de equilibrio. Assim, a forma nao-linear

das relagoes deformacoes-deslocamentos é adotada como

1 2 2 2
= u + = (u + u + U
€ z,2 2 ( X,2 Y,Z z,z)
Y = u + U + (u u + U u + U u )
XZ Z,X X,2 X, X X,2 VX Y,Z zZ2,Xx 2,2
= u + 1 + {u u + U u + u u )
Yyz = Yz,y * Yy,z X,y %,z 0 Uy,y ¥.z2 " z,y z,2
(2.3)
onde u_, uy e u, sao os deslocamentos do ponto arbitrario N
nas direg¢des x, y e 2z, respectivamente e uz z = auz/az, etc.
14

Para estabelecer uma relacao entre os desloca-
mentos de um ponto da segao transversal, e o deslocamento e a
rotacao da secao transversal, adotou-se a hipotese de que a
forma da segdo transversal permanece inalterada durante a de-
formagao.

A seguir sera demonstrado que o deslocamento de

um ponto da secao transversal pode ser descrito por trés compo



nentes de deslocamento ug uy
0 0
cao transversal, respectivamente, nas direcoes x, y e z e 0 an-

e u, , nos pontos O e C da se-

gulo de rotagao ez sobre o eixo longitudinal. Os deslocamentos

ux, uy de um ponto arbitrario N podem ser descritos como ( ver
Fig. 2.1)
u, = u, - (y - ey) sen 6 - (x - ex) (1 - cos 62)
| (2.4)
uy = uyo + (x - ex) sen ez -y - ey) (1 - cos ez)

Contudo, por serem as rotagoes de torgao peque-

nas (sen 6, = 8,7 cos 0, ¢ 1), os deslocamentos u e uy das Egs.

(2.4) podem ser reduzidos para

u, = uxo - (y - ey) ez
(2.5)
uy = uyo + (x - ex) ez
onde u =u_ (z) e u = u_ (z) representam os deslocamentos do
Xo Xo Yo Yo

eixo que passa através de O nas direcOes X e y, respectivamente
e e, ey posicionam O com respeito a origem C e 6, = 6z(z) e a
rotacao da sec¢ao transversal sobre qualquer eixo longitudinal .
Tem-se ainda que

= - - '
u, =u__ y uxo x ug (2.6)

As Egs.(2.5) e Egq.(2.6) dao os deslocamentos de
um ponto arbitrario N da secdo em termos de uXO ' uyo, u,. e ez
ou suas derivadas, para qualquer posicac de 0 e C, consistentes
com as hipoOteses da teoria de viga-coluna. '

Substituindo as relacdes nao lineares deforma-
¢Oes-deslocamentos, isto &, as Egs.(2.3), na Eq.(2.1), a expres
sao do trabalho virtual se reduz para

Iy {[05(“z,z) * Tyg a(uz’x + ux’z) t Ty, G(uz,y + uy’z)]
* [O(ux;z Gux,z * uy,z 6uy,z) t Txz 6(ux,x Y,z *
+ uy,x uy,z) + Tyz cS(uX,y gzt uy,y uy’z)]} av =
= It du, - (2.7)

1
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Na Eq. (2.7) os termos contendo produtos de deri-
vadas de u, foram negligenciados.

Agora, aplicando a expressao do trabalho vir-
tual, Eg.(2.7), para o segmento de viga-coluna, uma forma varia
cional da equacao de equilibrio total € obtida substituindo-se

Uy uy das Egs. (2.5) na Egq.(2.7), e usando as Egs.(2.2) para as

tensoes
f(f [P Gu;c - m éu;o - my Gu}';o + Tgy Ge;] dz +
+ 15 £, 808, up ) - £, 80, uy ) 4 : Slagd 4 w2 4
+ 2 ey u;o 6, = 2 e, u§0 6,) + m,, 6(u§0 6,) -
- m, G(u;o 6,)1 dz = [P* tu, + f* du, -+ f; auYO -
- m; 6u§0 - m§ 6u;0 + m; éez]g 2.8)

Na Eqg. (2.8), u; e u; sao as curvaturas de fle-

] 0
x3o da segao transversal sob os eixos y e x, passando atraves
do ponto O. Estas curvaturas sao referenciadas neste trabalho,

tambem por @y e @X.

A Eq.(2.8) é uma forma variacional da equagdo to
tal do trabalho virtual que é valida para eixos de referéncia
arbitrarios O e C. E aproximada somente pelas imposigoes das hi
poteses da teoria de viga-coluna e por negligenciar os termos
de ordem mais alta. Desde que nenhuma hipdtese foi feita com
respeito a origem das tensoes, € igualmente valida para anali-
ses elasticas e plasticas.

2.3 - Relagdes TensOes Generalizadas-Deformacoes

Considerando gue para uma viga-coluna, somente
as tensOes normais contribuem para a plastificacdao dos mate-
riais , a relagao entre a deformacao total e as deformacdes
generalizadas u' , u" e u" €& obtida da Eq.(2.6)

zC Yo Xy

€ = u;c -y u;o - x u;o (2.9)

Substituindo-se a Eq.(2.9) na Eq.(2.2), as ten-



11

sOes generalizadas P, m, e my para a segao transversal de uma
viga-coluna podem ser expressas em termos das deformacoes ge-
neralizadas u;c, u" e u; sobre os eixos de referéncia

Yo 0
(P ) " f,E4rn S, Ex dA J,E y a’] | uéc‘
{ m, b= /o Ex*da J, ExydA { —up o
L m, i fA E y? dA_d \ -u;o
(2.10)
e o momento torsor de St. Venant tem 6 valor
Tév = GKT 6; (2.11)

onde E é o mdédulo de elasticidade longitudinal, G € o mdédulo
de elasticidade transversal e KT é a constante torsional de
St. Venant. '

2.4 - O Modelo para Elementos Finitos

Considere-se o elemento prismatico mostrado na
Fig. 2.4. O elemento tem deslocamento axial, de flexao e de

torcao sob a acdo de forcas nodais P*, fx*' fy*, mx*,m *e!n%*.

L 4

Escolhendo os eixos de coordenadas X,y como OS
eixos principais da secao transversal e selecionando C e O co
mo centro de gravidade e centro de corte, os termos fora da
diagonal na matriz dos coeficientes das relagoes tensoes gene
ralizadas~deformagdes. Eq. (2.10), se anulam. Assim as tensoes

generalizadas P, m, e my podem ser escritas como

P = ([A E dA) u;c = EA uéc
m, = - ((A E y? d4a) u;O = - EIx u;o (2.12)
my = - (jA-E x2 da) u;0 = - EIy u;o

e Tgy = GKpo,

Substituindo as relagOes tensOes generalizadas
~-deformagoes da Eq. (2.12) na Eq.(2.8), a equacdo de equili-
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Figura 2.3 - Deslocamentos nodais de um elemento

»P
p*P

Figura 2.4 - Resultantes de tensOes de um elemento
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brio do trabalho virtual total é obtida como

2’ L L] [1] " " 1" ) 1 }
fo (EA U Guzc + EIx uyO GuYO + EIy uxo duxo + GKT ez Gez] dz

' B 12 12
) - £ 6(6Z uXO) + 5 S (u + u +

'3
+ fo (£ &(6 . o

u'
X zZ Yo
+ 2e u' H68'=-2e u' 98" +m_ S(u o'y -
Y Xo Z X yo z Y Yo 2

- ' ' = * * *
mx G(uxO 62)] dz [P duzc + fX éuxo + fy Guyo

L
— m* 1
m; 6u§0 my GuXO + m; Gez]O

(2.13)

A equacdo acima coloca que §U (trabalho virtual
interno) = Gwe (trabalho virtual externo). Para estabelecer as
relacoes forcas-deslocamentos para o elemento de viga-coluna,os

deslocamentos continuos na Eq. (2.13), tais como u e

, U, u
zcC X Yo
6, devem ser escritos em .termos dos deslocamentos nodais nas ex
tremidades e por integragao ao longo do comprimento do elemen-

to. Isto sera feito a seguir.
2.4.1 - Escolha das Funcgoes-Deslocamentos

Para qualquer formulacdo numérica aceitavel, a
solucao numérica deve convergir ou tender para a solugao exata
do problema, se as subdivisOes da viga-coluna forem feitas em
maior numero. Isto foi mostrado para o método dos elementos fi-
nitos para problemas lineares [76]. A formulacao em deslocamen-
tos aproxima por cima a verdadeira rigidez da viga-coluna e as-
sim, uma formulacao de elementos finitos convergira para o des-
locamento exato por baixo. A fim de que esta convergéncia seja
rigorosamente assegurada, trés condigoes devem ser cumpridas pa

ra a escolha das fungoes-deslocamentos

(a) A funcao-deslocamento deve ser continua dentro do ele-
mento e o deslocamento deve ser compativel entre ele-
mentos adjacentes. Isto € assegurado se o campo de des
locamentos & continuo no contorno interelementos para
a derivada de uma ordem a menos que a derivada de or-
dem mais alta que aparece nas relacoes deformacoes-des
locamentos. Esta condicao na literatura sobre elemen-
tos finitos & conhecida como "condigcao de compatibili-

ide" ou "de conformidade™.
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(b) A funcado-deslocamento deve incluir deslocamento de
corpo rigido do elemento.

(c) A funcao-deslocamento deve incluir estado de deforma
cao constante do elemento.

As duas Ultimas condigOes sdao conhecidas como
"critério de completidade". Para satisfazer o critério de com
pletidade, a expansdo dos deslocamentos deve ter ao menos um
polinomio completo de ordem igual a da derivada mais alta que
aparece nas relacoes deformacdoes-deslocamentos.

Para um elemento de viga-coluna as relacoes de
formacdoes-deslocamentos contém derivadas segundas em desloca-
mentos laterais e derivadas primeiras nos deslocamentos axi-
als e de torcao. Assim, &€ necessario escolher as funcgdes-des-
locamentos, tais que, uzc, uxO, Oyo = u;o, uyo, eXo = u&oe ez
devem ser continuos nos nds. Isto pode ser obtido adotando-se
um campo de deslocamentos linear para u,

c
deslocamentos cubico para os outros graus de liberdade. Usan-

e ez e um campo de

do a notacao < > para um vetor linha e { } para um vetor colu

na, u_ é escrito como
0

07
02
u =<1 z 2% 2z3 >V 3 (2.14)
Xo
a3
Oy
e
a3
du o2
— Xo _ 2
eyO =3z - <0 1 22z 3z2 > « 4 (2.15)
o3
Oy

Substituindo os valores correspondentes para
as extremidades p e g do elemento de viga-coluna mostrado na
Fig. 2.4, obtém-se
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[ WP 1 0 0 0 o
Xy
6P 0 1 0 0 as
Yo L
W = { } o= [AG.] {a}
ud 1 g3 22 o3
Xy
0d o 1 21 32 o 2.16
L yo P, - ) \ J ( 01 )
Assim,
uP }
X0
oP
P -1 o 2.17)
u =<1 oz 2 2 > [A] | a (2.
X
pd
Yo
ou
uxo = <n, > {EXO} (2.18)
onde <n, > € a funcao de interpolacdo cubica dada por
<n; > = <(1-3B*+28%), (B-2B*+B%>), (332-28%), (B> -B%)> (2.19)
e <u_ > sdo os deslocamentos nodais
0
p P q q
< = < u L ' £ 0 > 2.20
2%, Xo ! 6Yo Ux, Yo ( )
onde
B =2/2 (2.21)

Procedendo-se de forma analoga, obtém-se expres-
sOoes semelhantes para os outros deslocamentos. Assim, resumin-
do, os deslocamentos de um elemento sao representados pelos des
locamentos nodais como

uXO = <N, > {BXO}
u = <n, > {u 2.22
Yo 3 {“Yo} ( )
u = <Nni> {EZ }

C



16

6, = <n;> {g,}

onde
<ny> = <(1-g),8>

e os deslocamentos nodais do elemento nas extremidades p e g

sao dados como

<Exo> =< uzo r 2 650 ! ugo' . 630 g

<EY0> =< u§° r 2 eio ! ugo' * ego g

@, - < 95 , eg , (2.23)
YUz = < uzc ' ugc g

Portanto, em cada no de um elemento de viga-co-
luna ha seis graus de liberdade (uxo, exo,‘uyo, eyo, uzc e ez)
como mostra a Fig. 2.4.

2.4.2 - A Matriz de Rigidez para um Elemento de Viga-Coluna

A equagao de equilibrio total para um elemento
de viga-coluna pode ser obtida em termos dos deslocamentos no-
dais nas extremidades, substituindo-se as Eq. (2.22) na Eqg.
(2013).

Por exemplo, o primeiro termo da Eq. (2.13) /
(EA Guéc uéc) pode ser escrito na forma matricial como

T
EA (Guéc) (u;c) = escalar
onde
) _4a _da_
(uzc) dz (uzc) =3z M {uzc}
_1d. I
=7 @ P> {8 =g onix (2.24)
L T _l ]
(sul )™ = & <du, > (n})
T

e o indice simboliza o transposto de um vetor. A linha asso-
ciada com a funcao de forma simboliza a diferencial com respei
to ao parametro nao dimensional B = z/%
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Assim,

EA

/% EA w',_ sul_ dz = <su, > EB (fs (n{} <n{> a8) {u, } (2.25)

zc zc

. Similarmente, todos os outros termos da Eq.

(2.13) podem ser escritos em funcao dos deslocamentos nodais.

Agrupando-se os termos semelhantes, obtém-se a equacao de e-
quilibrio total do trabalho virtual como

EI
1 n n 1 __E ]

<su, > [ 'E¥ {nf} <ni> dg + sy 5 (nd} <nf> dp) (u, )

1 (Peg-m)) 1
+ fy “‘XI“" {n}} <n{> dg - Sy £, (nJ} <ny> dp) {8 }]

y z
1 EIx [1] ” 1 P ] 1

+ <52y°> [fo = {ny} <nj> d4g + fo ) {n)} <nJ> dg) {EYo}

1 (-Pex‘l"m ) 1
+ Uy 2 {nJ} <ni>dg + f £, (nj} <ny> dB) {g,}]

| 1 GKp

+ dgz [(fo T {ni} <ni> dg) {Qz}

1 (Pe,-my) 1
* (Jg —=5— {ni} <nJ>das - J, fy {n;} <nj> dg) {Exo}

1 (-Pex+m ) 1
+ (fo —_——E—_X— {n{} <ny> dp + fo fx {n;} <nj> dg) {u_ }]

Yo
+ <GHZC> fg E% {n}{} <ni{> d4R) {gzc}
= [P* Guzc + fx* Guxo + fy* GuYO - mx* aex - my* aey +
)
+my* 60,1y - (2.26)
Aqui se usam as notacgoes 6X6= ex e 6y0 = Gy em

concordancia com a notagdo usada para a rotacgiao 6, - Os termos
contidos dentro dos primeiros parénteses da Eq.(2.13) e que po
dem também ser encontrados na Eq. (2.26), constituem a matriz
de rigidez a flexdo usual [kS] e 0s termos remanecentes na in-
tegral do lado esquerdo da Eq. (2.13) representam a matriz "de
rigidez geométrica" [kG].

Assumindo-se propriedades constantes, carga a-

xial constante e variacdo linear de momentos ao longo do com~
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stj, _ .1

t
gh ] = fO 8 > dBR (2.28)

[k h

| s
n_} <n
{ g9
Os indices g.e h sdo os graus dos vetores de in
terpolagdo, s e t sdo os graus de diferenciacdo e j é o expoen
te do fator de multiplicacao B. As matrizes que aparecem nas
Egs. (2.27) sao dadas na Tab. 2.1.

A equacao de equilibrio total, Egs. (2.27), no
sistema de coordenadas locais x,y,Z para um elemento de viga-

coluna pode ser escrito em forma compacta como
[kgl {uly + kgl {u} = {£} (2.29)

onde {u}L sao os deslocamentos nodais e {f}L sao as forgas no
dais. [ks] é a matriz de rigidez usual a flexdo do elemento e
[kG] € a matriz de rigidez geométrica. O nome da matriz de ri-
gidez geométrica vem de que ela depende da geometria do elemen
to deslocado. As matrizes de rigidez a flexao kgl e a geomé-
trica [kG] sao dadas na Tab. 2.2. Note-se que a estas matrizes
correspondem deslocamentos e forgas com sentidos segundo um
sistema dextrogiro, conforme a Fig. 2.5 e nao mais com os sen-
tidos adotados anteriormente para o desenvolvimento da formula

cao.

2.5 - A Matriz de Rotagao e a Matriz de Rigidez Total

Antes de se obter a matriz de rigidez total pa-
ra a estrutura inteira, montando a matriz de rigidez dos ele-
mentos, uma matriz de rotacdo [R(3x3)] é necessaria para trans
formar um vetor do sistema global (X,Y,Z) para o sistema local

(x,vy,2). Assinm,

{v(3)}= [R(3x3)] {V(3)} (2.30)
local global
ou
Ve (xX) (xY) (x2) V.
1V Ve = | %) (yY)  (y2) | { vy L (2.31)
k v, -_(zx) (zY) (zZ)_ﬂ v, |
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-36

36

36

-3

-36

30 [k319]

12 [k}

-12

12

-6

12

12 [k

Tabela 2.1
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Figura 2.5 - Convencao de sentidos para as resultantes de

tensOes e para os deslocamentos



24

Figura 2.6 - Deslocamentos de um elemento

onde (xX) & o cosseno diretor entre o eixo de coordenadas lo-

cais x e o eixo de coordenadas globais X, etc.

No calculo da matriz de rotagdo, [R(3x3)1, os
deslocamentos totais devem ser considerados, Seja um elemento
que, apds a deformacdo, tenha a posicao AB a partir dos pontos
originais AiBi e os vetores unitarios no sistema local {in} ’
{vyi} e {vzi} sd3o os seguintes

(xix) (in) (ziX)
vy (x,¥Y) ¢ {vyi (y;¥) ¢ v, (z,Y) ¢
(xiZ) J L (in) (ziZ)

(2.32)

Depois da deformacao, os pontos das extremida-
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ezla

Figura 2.7 - A transformacao de eixos

des mudam-se de {UA} e {UB}, assim

%, |
XA XAi UxA
A { Y, } o= i Yag b+ 4 Upn
!
Za [ %pi Uzn |

(2.

33)
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( ) \
Xp Xpi UxB
Br { Yg t =4 Yoo b o+ ] Uop (2.34)
| Zp | 1 Uzp |
O comprimento de AB & agora
L= /(Xg-X,)? + (Yg-¥,)7 + (25-2,)° (2.35)

e o novo eixo z fica determinado pelo vetor unitario

{ 3 3

(zX) (XB;XA)/L
v,} =4 (z¥) b= (Y=Y, ) /L } (2.36)
| (22) (Z25-2,) /L

A determinacao do novo eixo y nao & direta. Pri
meiro, o eixo ' gira sobre o eixo zZ; pelo angulo médio da ro-
tacao das extremidades Ai e Bi’ mais a rotacao dos eixos prin-
cipais y, devida a plastificacao da secao.

T =% (8., 4+ 6_.) 4y (2.37)

zi 2 zZiA ziB

Assim, o eixo y é obtido como mostra a Fig. 2.7.

— ) ( — , — )

(yX) (in)cosezi—[(in)(ziZ)—(in)(ziY)]senGzi

vz} =4 @) | = {(y;¥)cost, ;- [(y;2) (2,X)- (y;X) (z;2)]send,, |
\ (yz) J L(in)cosezi-[(in)(ziY)—(in)(ziX)}seneziJ

(2.38)

Ja que a diregado do eixo y coincide com a proje

cao de {v§} no plano perpendicular ao eixo z,

(yX) (YX) = M(zX)
_ 21 Jy) -
{vy} =< (yY) } = L, {(YY) - M(zY) } (2.39)
(yZ) (yz) - M(zz>‘
J
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onde M é o produto escalar de {v§} e {vz}

M

vz} <v,> = (¥X) (zX) + (YY) (2Y) + (YZ) (22Z) (2.40)

e o comprimento de {v;} projetado é

L, JIEX) - M(zX)]® + [(FY) - M(zY)]? + [(Y2) - M(zZ)]?
(2.41)

0 vetor unitario do novo eixo x, {vx}, é obtido

pelo produto vetorial de {vy} e {v 1,

) (
(xX) (yY) (zZ) - (yZ) (2Y)

{vx} = { (xY) o= (yz) (zX) - (yX) (zZ2) } (2.42)
(x2) J (yX) (zY) - (yY) (2X)

Agora, a matriz de rotacgdo do segmento AB, de-

pois da deformacdo € determinada das Egs. (2.36), (2.38) e
(2.42).
Cxx) xv) (x2) |
[R(3x3)] = (yX) (yY) (y2) (2.43)
i (zX) (zY) (22) _

Assinale-se que esta matriz de rotacdo foi obti
da levando em considerag¢do, tanto as mudangas geométricas, co-
mo a plastificagdo dos materiais. Ndo foram levadas em conta
nesta matriz as translacdes dos centros de gravidade dos ele-
mentos, ja que este efeito fica minimizado pela utilizacdo de
um maior numero de elementos. Assim, o vetor de forcas {f(12)}
e o vetor de deslocamentos {u(12)} no sistema local sdo trans-
formados para o sistema global para {F(12)} e {U(12)} usando a
matriz [R(12x12)].

(F(12)} = [RY(12x12)] {£(12))}

(2.44)

(U(12)} = [RY(12x12)] [u(12)}

onde
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— a—

RT (3x3)

1O

RT (3x3)

RY (12x12) = T (2.45)
) R (3%3)

O

RT(3x3)-J

Agora a relacao da Eq.(2.29) pode ser também
transformada para o sistema global pelo uso das Egs. (2.44).

{F(12)} = [RT(12x12)] [k(12x12)] [R(12x12)] {U(12)}
(2.46)

Montando esta relacao para todos os elementos ,
a relacdao para a estrutura inteira é obtida

{E(N)} = [K(NxN)] {U(N)} (2.47)
onde
[K(NxN)] = matriz de rigidez total = I [R]® [k] [R]

N = 6 x (nimero de nos)

A matriz de rigidez [K(NxN)] é& simétrica e ban-
da, podendo ser armazenada para calculo na matriz [K(NxNB)]. A
largura de banda NB é dada por

NB = 6 x (0 maximo numero de ndés ligados)

No caso de uma viga-coluna, somente dois nos

sao conectados por elemento, e assim NB = 12.

-

Aplicando-se a Eg.(2.47) o que foi determinado
para a Eq. (2.29), obtém-se que '

{F} = [KS] {Uu} + [KG] {u} (2.48)

2.6 - Os Métodos de Solucdo para o Problema das Vigas-Colunas

No caso das vigas-colunas, o problema deve ser
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resolvido por uma aproximagao carga-deslocamento. Isto envol-
ve a solugao da Eq. (2.48), que por causa da dependéncia de
[KG] em relacao a {U}, & na3o linear. Existem diversos métodos
para a resolugdo deste conjunto de equagdes nado-lineares, em-
bora, basicamente, a maioria destas técnicas numéricas possam
ser divididas em dois grupos, o dos métodos incrementais e o
dos métodos iterativos. Os méetodos incrementais n3ao satisfa-
zem necessariamente as condig¢oes de equilibrio, enquanto os
métodos iterativos verificam o equilibrio a cada estagio de
carga. Este trabalho utilizara dois métodos iterativos, um em

pregando rigidez tangente e outro rigidez secante.
2.6.1 - Solucdao Numérica Utilizando a Rigidez Tangente

A matriz de rigidez tangente total da estrutu-
ra [K] & cobtida com a utilizacdao em seus calculos das proprie

dades instantaneas da secao.

Considere-se uma estrutura que esteja sujeita
a forcgas {FA} e que tenha deslocamentos {UA}. Este estado é
representado pelo ponto A na Fig, 2.8a. Quando as forcas sao
aumentadas de {FA} para {FB}} os deslocamentos passam para
{UB}. O valor correto de {UB} nao pode ser obtido diretamente

por causa da nao-linearidade do sistema.

Ja que a rigidez do sistema é uma funcdo dos
deslocamentos atuais, a matriz de rigidez tangente muda de
[KA] para [KB] durante a variacao de deslocamentos de {UA} pa
ra {UB}. Na Fig. 2.8a, estas rigidezes estao representadas pe
las inclinagoes da curva carga-deslocamento. Assumindo-se que
a rigidez do sistema varie monotonamente, a rigidez [K] entre

os dois estados A e B & limitada por

IA
el

A
=

| (2.49)

5l
ou, usando-se um fator interpolador, o, ela pode ser expressa

por

[K] = a [Ky] + (1-a) [K] (2.50)

B

O fator interpolador o €& limitado por
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(Fy}

o |

{u,} ) {ug)}

{AF} AF,
(F2] 8

P2

[Fi] /ﬁ e

{Fa} |
[Ug]| (Vs

0 {U,} {ug!

(»)

Figura 2.8 - Técnica iterativa utilizando a rigidez tangente
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0 sa s (2.51)
Nos casos extremos

o = 1 [K] = [K,] limite superior

A

a =0 [K] = [K.] limite inferior

B

Se o fator a pudesse ser corretamente estimado,
os deslocamentos {UB} poderiam ser diretamente encontrados sem
o uso de técnicas iterativas laboriosas. Como isto nao & pos-
sivel, procura-se por aproximagoes sucessivas chegar a solu-
cao, empregando um valor fixo de a.

Conforme a Fig. 2.8b, a variacao inicial de for

cas é
{AF,} = {FB} - {FA} (2.52)

Usando a rigidez tangente no ponto A, [KA], os
novos deslocamentos {U;} sao calculados por

(12} = k17" {aFg) + {Uy) (2.53)

Destes deslocamentos, a rigidez tangente [K;] é
obtida. As forgas correspondentes {F;} sdao calculadas usando a

Eq. (2.50) como

{F1} = [0 K, + (1-a) K;] {U; - UA} + {FA} (2.54)

A

Este estado & representado pelo ponto P, na Fig.
2.8b. Existem forcas nao equilibradas de

(AF1} = {Fg} - {Fy) (2.55)

Repete-~se a mesma rotina para obter o novo esta
do

1

{u,} [K1]_ {aAF,} + {Uu;}

{Fz} [O. Kl + (1—(},) Kz] {Uz— Ul} +{F1} (2.56)
(6F,} = {Fg)} = {F,)

Depois de n ciclos de iteracao as relagoes aci-
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ma ficam
=1
(o} = (K170 {aF 4} + {U _;}
- {Fn} = [a Kn_1 + (1-a) Kn] {Un - Un_1} + {Fn-1} (2.57)

{aF_} = {Fg} - {F}

Este procedimento é repetido até que as forgas
nao equilibradas {AFn} tornam-se menores que um limite prescri
to de tolerdncia. Esta verificacdo de convergéncia €& feita a-
través da comparagéo do quociente da norma das forcas nao equi
libradas pela das forgas aplicadas com um valor de tolerancia
¢ (tomado como 107°).

Adotou-se neste trabalho para o fator interpola
dor um valor de 0,5. O fluxograma para o método esta apresenta

do na Fig. 2.9.
2.6.2 - Solucdo Numérica Utilizando a Rigidez Secante

A matriz de rigidez secante total da estrutura,

[K], e obtida a partir das propriedades secantes dos materiais
que compdoe a peca.

Seja uma estrutura que esta sujeita a forcas
{FA} e que tenha deslocamentos {UA}° Este estado é representa-
do pelo ponto A na Fig. 2,10a. Quando as forgas crescem de
{FA} para {FB} os deslocamentos passam para {UB}. O valor cor-
reto de {UB} nao pode ser diretamente obtido, pois a rigidez
[KB] é dependente de {UB}. A matriz de rigidez secante muda de
[KA] para [KB] durante a variacao dos deslocamentos de {UA} pa
ra {UB}. Na Fig. 2.10a, estas rigidezes estao representadas pe

la inclinacao das retas secantes a curva carga-deslocamento.

Segundo a Fig. 2.10b, a variacao inicial de for

cas é
{AF,} = {FB} - {FA} (2.58)

Usando a rigidez secante no ponto A, [KA], os
novos deslocamentos {U,}s3o calculados por
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INICIO

n 0

{AFo} = {Fgl - (F

At

[Kel = [Ky(Uy)]

n = n+1

-1
Ul = (K177 {aF 1)} + {U__.}
[K)1 = [K (U )]
(K] = [0 K _, + (1-a) K]
(P} = (K1 {u - U .} + (F _,}

{AFn} = {FB} - {Fn}

T
NZO {AFn} {AFn}

<

Figura 2.9 - Fluxograma para solucio usando rigidez tangente
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B [Kg ]

{F‘}

0 {u,

 ta) (Vs
{aFR} {aF} 8
{F.} 1 2 //
[Fz] [Kz]
Py
[F.] ]
L
A [ K, ]
{F 1 A
[ U] R RIRULEY
o 5
{UAJ (b) {UB}

Figura 2.10 - Teéecnica iterativa utilizando a rigidez secante
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U} = (K17 {aFo} + {U,} (2.59)

Com estes deslocamentos, a rigidez secante ,
[K,], & obtida. As forcas correspondentes {F;} sao calculadas

como
{F.} = [K,] {U;} (2.60)

Este estado é representado pelo ponto P, na
Fig. 2.10b. Existem forgas nao equilibradas de

{aF1} = {Fg} - {F:} (2.61)

Repete-se a mesma sequéncia para obter o novo

‘estado

U} = [K)7" {8F;) + {Uy)
{F,} = [K;] {U,} (2.62)
{aF,} = {Fg} - {F.}
_ Depois de n ciclos de iteragao as relagoes aci-
ma ficam
(U} = K17 (aF .} + {U__.}
(F} = [K ] {U} (2.63)

{AFn} = {FB} - {Fn}

Este procedimento é repetido até que as forgas
nao equilibradas {AFn} tornam-se menores que um limite prescri
to de tolerancia. A verificacdo da convergéncia é feita pela
comparagao do quociente da norma das forc¢as nado equilibradas
pela das forcas aplicadas com um valor de tolerancia e( tomado

como 10-5).

O fluxograma do método esta apresentado na Fig.



36

{aF,)} = {Fg} - {F,}

A

[Ko] = [Ko (Uo)]

n = n+t

-1
{u} = [K _,4] {aF 4,1 + {0 4}

—~—

+r

—
1}

(K1 (U

{AFn} = {FB} - {Fn}

T
NAO {AFn} {AFn}

T
(Fg}" (Fy)

<

€

Figura 2.11 - Fluxograma para solugao usando rigidez secante



3 - DETERMINACAO DAS PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS

3.1 - As Caracteristicas dos materiais

3.1.1 = O Ac¢o

Adotou-se como diagrama tensdao-deformacao para
o ago, o diagrama bilinear da Fig. 3.1, que & o proposto pelo
Codigo Modelo CEB-FIP [21] para os agos obtidos por laminagem
a guente e resfriados naturalmente.

O valor do modulo de elasticidade inicial do
ago Es foi tomado igual a 210.000 MPa e os valores das resis-
téncias a tracao e a compressao do ag¢o Sao OS mMesmos (fyt =
f = f ).

yc Y
3.1.2 - O Concreto

O diagrama tensao-deformagdo para o concreto,
conforme o Codigo Modelo CEB-FIP [21], apresenta a forma es-
quematicamente apresentada na Fig. 3.2.

Segundo [21], a deformacdo relativa maxima €cu
é funcao nao s6 da resisteéncia do concreto, como também, do
formato da secao em estudo. Seu valor pode variar de -0,0035
ate -0,0970. Da mesma maneira, a abscissa do ponto correspon-
dente a maxima tensao pode assumir valores entre -0,0020 e

-0,0025, e a tensao ultima valores compreendidos entre 0,75
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4%
O'.""
orclg Eg
—— i
s
Og=x f,c
Figura 3.1 - Diagrama tensao-deformagao idealizado para o ago
ocu (eu)
(-)
o £¢
tcu
Figura 3.2 - Diagrama tensdo-deformacdo esquematico para o

concreto
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Para a zona comprimida do concreto € apresen-
tada no Codigo Modelo CEB-FIP [21], uma curva proposta por
Grasser [34]), que foi obtida por ajustagem a resultados de
ensaios de corpos de prova submetidos a cargas de curta dura

cao.

Esta curva para o diagrama tensao-deformacao
do concreto, que aparece na Fig. 3.3, € expressa analitica -

mente pela equacao

2

Og KM =17 (3.1)
fc T 1 + (k=2) n
onde
n = ec/ec1
Eq, = -0,0022 (deformaciao maxima para a compressao cen-
1
trada)
k = (1,1 Ec) gcl/fc

Ec = modulo de elasticidade longitudinal do concreto

Figura 3.3 - Diagrama tensao-deformacac proposto para o con-

creto
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0 modulo de elasticidade do concreto pode ser

obtido pela expressao

_ 1/3
Ecm = 9500 (fcm)
ou (3.2)
_ 1/3
Ecm = 9500 (fck + 8)
onde Ecm' fcm e fck devem ser fornecidos em MPa.

Para a zona tracionada do concreto foi feita a
suposicdo de que a forma da curva tensdao-deformagdo é seme -

lhante aquela obtida para a zona comprimida, ou seja,

* * *2
:ct _ 1K+ T *_2? _ (3.3)
ct K n
onde

* = *
n* = ec/ec1

* —
ecl = 2,7 fct/Ec (3.4)
k- *

A resisténcia media a tracao do concreto pode

ser obtida conforme [21] por

£ /3

ctm 0,30 (f

2
ck)
e (3.5)

fctk = 0,7 £

3.2 - A Rigidez Axial e a Flexao dos Elementos

3.2.1 - Determinacao da Rigidez dos Elementos

Para obter-se as rigidezes axial (EA) e a fle-
Xao (EIx;EIy) correspondentes aos eixos principais da secao
transversal de cada elemento &€ preciso integrar-se a inclina-
cao dos diagramas tensao-deformacao dos materiais sobre a se-

¢ao. Adotou-se para o elemento a rigidez de sua segdo central

Com este propodosito foi desenvolvido um proces-
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8 = 1/2+a B =31/2 -0

Figura 3.5 - Rotacao dos eixos de coordenadas
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so automatico e geral, que obtém estes valores para uma segao
poligonal de forma qualquer e com uma distribuigdo arbitraria
das barras da armadura. Note-se que as expressoes,centro de

gravidade, eixos principais, etc., referem-se a rigidez.

3.2.1.1 - Processo de Calculo

Seja uma secao de concreto armado de forma po-
ligonal arbitraria, dada através das coordenadas de seus vér-
tices e das barras da armadura, segundo dois eixos ortogonais
x,y, conforme & mostrado na Fig. 3.4. Sao conhecidas, ainda,
para cada eixo, as curvaturas da secao (®X;¢ ) e a deformacao
especifica longitudinal (e,) na origem do sistema de coordena
das. Para qualquer ponto da secao, considerando-se que a se-
¢ao permanece plana, pode-se obter a deformacdo longitudinal

e(X,¥y) = €9 + Y @x - X @y (3.6)

Em primeiro lugar, determina-se um sistema de
referéncia auxiliar u',v', de tal forma que o eixo v' é per-
pendicular a linha neutra, orientado no sentido da fibra me-
nos comprimida da segdao e o eixo u' forma com v' um sistema

dextrdgiro que passa pela origem do sistema x,y.

_ Analiticamente, faz-se esta transformacao de
sistema de coordenadas da maneira que sera exposta a seguir ,

e que aparece na Fig. 3.5. Calcula-se o angulo diretor o como

a = arctg (@x/Qy) (3.7)

Conforme os sentidos de @x e ®y, recai-se em
um dos casos da Fig. 3.5. Pelas expressoes que aparecem na fi
gura, determina-se o giro 6 que ocorreu na transformacao de

sistema de coordenadas e consequentemente as novas coordenadas

ul

X cos B + y sen 6
(3.8)

Vl

y cos 6 - x sen 6§

A curvatura ¢ da secao transversal fica deter-

minada por

———————— e

o = /o2 4+ o2 (3.9)
X y
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rd

Figura 3.6 - Translacao dos eixos de coordenadas

Em seguida, faz-se uma translacdo da origem des
te novo sistema, de tal forma que o novo eixo u coincida com a
linha neutra (ver Fig. 3.6).

Assim,
u=u'
- (3.10)
v=v+v
onde
V = g,/9 (3.11)

Agora € possivel determinar a deformagao longi-
tudinal de um ponto qualquer da secao transversal pela expres-
sao

e(v) = v ¢ (3.12)

Comparando-se a Eq. (3.6) e a Eq.(3.12), nota-se
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Figura 3.7 - Segao poligonal com o novo sistema de referencia

——e=—=-1{ 0

Figura 3.8 - Divisao da secdo em regides trapezoidais



que agora a deformacgao longitudinal e funcao de uma Gnica coor
denada. Isto vai simplificar de forma extraordinaria a obten-
cao analitica das expressdes das integrais para calculo das ri

gidezes das segoes.

3.2:1.2 - Integracao dos Diagramas Tensao-Deformacao sobre a

Secgao

A secgao de concreto armado de forma poligonal
arbitraria, que foi considerada na Fig. 3.4, pode ser agora da
da através das coordenadas de seus vértices e das barras da ar
madura, segundo os dois novos eixos ortogonais u,v, conforme é
apresentado na Fig. 3.7. O estado de deformacao da secao fica

H

definido somente pela curvatura V.

Tracando-se segmentos de reta, paralelos ao ei-
x0 v, a partir dos vértices, ateé encontrar o eixo u, pode-se

definir uma série de trapézios sobre a secao (ver a Fig. 3.8).

Os trapézios que se encontram nos quadrantes
correspondentes a valores de v positivos sao inteiramente tra-
cionados, enquanto os demais sao inteiramente comprimidos. Ca-
so na regiao tracionada, seja atingida a deformacao correspon-
dente a fissuragado, a area que excede este limite deve ser des
considerada por nao contribuir para a rigidez da pega (Fig.
3.9).

Embora se formem alguns triangulos e retangu-
los, eles nao deixam de ser casos particulares de trapézios.
Desta forma, substitui-se o calculo das rigidezes de uma area
poligonal qualquer, pelo calculo das rigidezes de areas trape-
zoidais. No final, somam-se as rigidezes das diversas areas
trapezoidais que compoem a secdo com a rigidez oriunda das bar
ras da armadura.

A integracao do modulo de elasticidade longitu-
dinal do concreto sobre a area trapezoidal e a do médulo de e-
lasticidade longitudinal do aco sobre as barras da armadura se

rao apresentadas nos itens 3.2.2 e 3.2.3.
3.2.1.3 - Determinagao dos Eixos Principais

Obtidas as rigidezes da secao segundo o sistema



46

N

F ISSURAGAO
|
Vo : a
! |
i\ d o['®
L _ >\
TN\ it
| '
|
{
[}
! 1
v
Figura 3.9 - Divisao em regiodes trapezoidais no caso da secao
fissurada
de eixos u,v (EA; ES_; ES ; EI ; EI_; EI ) determina-se a po
u v u v uv =

sicao do centro de gravidade através das expressoes

Ug

ESV/EA

(3.13)
Mfe

ESu/EA

ApOs, obtém-se os valores das rigidezes para

um sistema de eixos paralelos a u,v e gque passa pelo

centro
de gravidade da secao
EIuG = EIu - EA Vé
EIVG = EIV - EA ué (3.14)
EIuVG = EIuv - EA uG VG

Finalmente obtem-se as rigidezes da secao se-
gundo Os seus eixos principais

1 2 EI

Yy = —2— arctg ('E”I————_—-E—T— (3.15)
u vG



47

e
= 2 2 -
EIxp = EIuG cos‘y + EIvG sen*y EIqu sen 2y
(3.16)
- 2 2
EIYP‘_ EIvG cos?*y + EIuG sen®y + EIqu sen 2y

Assim, os valores para entrar na matriz de rigi
dez, obtida no capitulo anterior, sao a rigidez axial EA, as

rigidezes a flexao EI_=EI e EI_=EI e a rotacao dos eixos
g X" UXp y o yp’ ¢

principais (y+8).
3.2.2 - As Propriedades Tangentes da Segao
3.2.2.1 - Rigidez Tangente para o Aco

Conforme o diagrama da Fig. 3.1, pode-se deter-

minar que

E

& Es para 0 =< |eS| < €

(3.17)

e E 0 para Ie

t

onde Et € o moédulo de elasticidade do aco.

Desta forma, a rigidez proporcionada através de
cada barra da armadura &€ dada por

EAS = Et AS
ESus = vs Et As
ESvs = uS Et AS
(3.18)

EI =v: E, A

us s t s

— 2

EIvs = Ug Et As
EI =u_ v_E A

uvs s s t s

onde AS é a area da secao transversal da barra, u e v sao as
coordenadas do centro de gravidade da barra e o médulo de elas

ticidade tangente do ago, E é dado pelas Egs. (3.17).

tl

3.2.2.2 - Rigidez Tangente para o Concreto

Em primeiro lugar sera analisada uma regido tra
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-(v)

‘(I!ﬂh)

l(u|,v')

- i&

v D (uy,0) C(u,0)

Figura 3.10 - Regiado trapezoidal na zona comprimida do concre-
to

pezoidal na zona comprimida do concreto (ver Fig. 3.10).

A expressao da reta AB que define o lado supe-
rior do trapézio & dada por

Vv = au + b (3.19)
onde
Uz;-u;
a =
V2=V,
(3.20)

b =v; - au;

Os valores, que se procura determinar, sao ex-

pressos pelo seguinte conjunto de integrais
EA, = ffA Gt(V) dv du

ES

ffA Gt(v) v dv du

uc
(3.21)
ESvc = ffA Gt(v) u dv du
- 2
EIuc = IIA Gt(v) v? dv du
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—_ 2
EIvc = ffA Gt(v) u? dv du

(3.21)

EIuvc = ffA Gt(v) u v dv du

onde Gt(v) é a funcao que define o médulo de elasticidade tan-
gente do concreto e A € a area da regiao trapezoidal. O valor

do modulo de elasticidade tangente & funcdo somente da deforma
cao longitudinal do concreto e; assim, pela Eq.(3.12), uma fun
cao da ordenada v. Pela definicao de modulo de elasticidade

tangente, tem-se que
Gt(V) = ac (3.22)

Da Eg. (3.12) vem que

ou (3.23)

do - do dv - 1 do (3.24)

Usando o resultado da Eq.(3.24) nas Egs.(3.21)
e integrando tem-se

_ (up .au+b , _ w2 1 au+b
EAc = ful IO Gt(v) dv du = fu1 [<I> o(v)|0 ] du
_ Ju, au+b _
ES . c = fu1 fo Gt(v) v dv du =
_ou 1 au+b 1 au+b
= fu1 [® o(v) vlo -3 fo g(v) dv] du
_ ,u, .au+b _ uz 1 au+b
ES . = fu1 Io G (V) u dv du = fu1 [3 ov) ulo ] du
_  u, .au+b 2 _
Elc = fu1 fo Gt(v) v? dv du =
_ a1 ;(au+b 2 .au+b
= ful [® o(v) v IO - % fo o(v) \4 dv] du
ET = su2 fau+b G, (v) u? dv du = fu2 [l g (v) u’lau+b] du
ve Uy 0 t u; ¢ 0

(3.25)
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' _ .u, .au+b _
EIuvc = fulfo Gt(v) uvdv du =
(3.25)
_ U1 au+b _ u .au+b
=gl oW v g 5 /o ofv) avl du
Substituindo a Eq, (3.12) na Eq.(3.1), obtém-se
Kdv b2y
- <
€ €
slv) = —=2 G- £ (3.26)
1 + (k=2) —
€c,
Operando, encontra-se
1 : BC
EG(V) —AY+B—y—+—C- (3.27)
onde
fc
A=- —S
Ecl (x=~2)
£
C 1
B = T (=27 (x + E:E) (3.28)
€
c = —S1
® (k=-2)

Substituindo a Eq. (3.27) nas Egs. (3.25) e inte-

c¢rando, encontra-se

u? u, BC au,+b+C
EA, = [Aa = + (Ab+b) u]ul - ln(SGT:E:E) (3.29a)
- _é 2 Es_ 2 Al)2 a u»
ESuc = [2 (a 3+ abu?) + ‘*ir'* BC (lna - 2)) u]ul +
BC? auz +b+C b+C b+C
+ = 1n(au1+b+C) + BC (u, + 3 ) In(u, + 3 ) -
- BC (u; + b;C) 1n(u, + b;C> (3.29b)
- u u? BC _.u,
ESVc = [Aa 3 * (Ab+b) > - 3 u]u1+
BC au,+b+C
+t 37 {(b+C) ln(EE::B:E) (3.29c)
y 2
EI_, = [% (a* 5 + a’bu’) + (Aab® + BCa) 5+
Ab? 2 2 a u,
+ ( 3+ BCb + 3BC? - 2BC lnc) u]ul -
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- B ln(gﬁiigig) - 2BC* (u, + 25 In(u, + 26
+ 2BC? (u; + 2C) In(u, + 2 (3.294)
EI,, = [Ra %} + (Ab+b) %; - %? %; + gg (b+C) U]Ei -
- 38 (beo): 1n(§%f{§}%) (3.29e)
BT = 32 @% 2 %)+ B ped - md) L
+ gg (3C+b) u]Si - BC? (2;C) 1n(23iigig)
+ By - &5 inw, « 2§
- B i - &S in@ 26 (3.29f)

Pode acontecer que o valor de a na Eq.(3.19)
seja nulo (o trapézio estaria degenerado em um retangulo). Nes
te caso, as Egs. (3.29) nao sao utilizaveis, e torna-se necessa
riq lancar mao do seguinte conjunto de expressdes

BC u,

EAC = [(Ab + B - B:E) u]u1 (3.30a)
_ Ab? BCb C u,

ESuc = [( 5 = biC BC ln(B:E)) u]ul (3.30Db)
_ BC 1_13_ u,

ESVc = [(Ab + B -~ B:E) 5 Lll (3.30¢c)
_ Ab? BCb? C Us

EIuc = [( 3~ " Beo t 2BCb + 2BC? 1n(BTE)) u]u1 (3.304)
_ BC u_’_ o

EIVC = [(Ab + B - B-IE) 3 ]ul (3.30e)

T = [ (AR _BCD _ poo1n(Cy) w22 (3.30f)

uvce 2 b+C b+C uj ‘

No caso em que a curvatura ¢ da secao seja nula
(compressao ou tragao simples), as Egs. (3.29) e as Egs. (3.30)

tornam-se nao utilizaveis. Nesta situacdo, deve-se uysar este

outro conjunto de expressodes
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2
EA, = E, [E%- + bu]:;i (3.31a)
Et au? u
ES,. = 5 [ T+ abu? + b’u]ui (3.31b)
_ au bu? . u,
Esvc = Et [T + = 0 (3.31c)
Et a*u* 3ab?u? u
EIuc = - [ 7 ¢ a?bu® + = b3u]ui (3.314)
_ au’ bu? . u,
EIvc = Et [—3— + 5 uy (3.31e)
Ee azys ' ul b2u? . u
Elwe =72 [ 5~ + 2ab 3t T2 ]ui (3.31£)

onde E_ € o modulo de elasticidade tangente do concreto, que
pode ser calculado pela Eq.(3.32), obtida por derivacao da Eq.
(3.1). B

E = (2-x) n? - 2n + « fc

t [1 + («k-2) nl°? E;l

(3.32)

Para a zona tracionada do concreto pode-se to-
mar as mesmas expressoes, Egs.(3.29), Egs.(3.30) ou Egs.(3.31),
tendo-se apenas o cuidado de usar os parametros gque aparecen
na Eq. (3.3).

3.2.3 - As Propriedades Secantes da Segao
3.2.3.1 - Rigidez Secante para o Aco

Segundo o diagrama da Fig. 3.1, pode-se estabe-
lecer que

= <
Ecec ES para 0 < |e

(3.33)

sec fy/es para | e

onde Esec € o médulo de elasticidade secante do aco.

Desta maneira, a rigidez proporcionada atraves
de cada barra da armadura & dada por
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EA = A

s sec ‘s
ESis © Vs Bsec Bs
ES =u_ E A

vs s "sec 's

(3.34)

EI = v? E A

us s “sec ‘s
EI = u? E A

vs s 'sec s
Elwws = %5 Vs Bgec Bs

onde A_ é a area da secao transversal da barra, u_ e v sao as
coordenadas do centro de gravidade da barra e o modulo de elas

ticidade secante do aco, E , € dado pelas Egs. (3.33).

sec
3.2.3.2 - Rigidez Secante para o Concreto
Seja uma regiao trapezoidal situaca na zona com

primida da secgao de concreto, conforme a Fig. 3.11. A expres -
sdo da reta AB que define o lado superior do trapézio &€ dada

por
v = au + b (3.35)
onde
a = S27W
Va=V3
e (3.36)

b=v1-au1

Os valores, que se busca determinar, sao defini

dos pelo seguinte conjunto de integrais

EAC = ffA GS(V) dv du

ESuc = f[A GS(V) v dv du

(3.37)
ESVc = ffA GS(V) u dv du
EI =

2
uc ffA Gs(v) v? dv du
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- 2
EIVc = ffA Gs(v) u? dv du
(3.37,
EIuvc = ffA Gs(v) u v dv du
onde GS(V) € a fungdo que define o modulo de elasticidade se-
cante do concreto e A é a area da regido trapezoidal. O valor
do modulo de elasticidade secante € fungido somente da deforma-
cao longitudinal do concreto e, assim, pela Eq.(3.12), uma fun

cao da ordenada v.

Pela definicao do médulo de elasticidade secan-—
te, tem-se que

Gs(v) = o/e (3.38)
Da Eq.(3.12), vem que
v = g/¢ (3.39)

Substituindo-se as Eq. (3.38) e Eq.(3.39) na Eq.
(3.1), obtém-se

B
Gs(v) = A (1 - y+C) (3.40)
-{v)
L ]
Alug gl
.(" ,"’

-

u th,O) c (u',o)

Figura 3.11 - Regido trapezoidal na zona comprimida do concre-

to
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onde
A fe
=T ;cl K=2
Ec 1
B = ——]—.(K_z) (K + ——K—z) (3.41)
_fih__
¢ = o (k=-2)

Substituindo-se a Eq. (3.40) nas Egs.(3.37) e in

tegrando, encontra-~-se

- au? a u,
EAc = A [ 5= + (b + B (1 - lna)) u]ul -

AB ((u, + 9§9) 1n(u, + 2S)

b b+C

a )) (3.42a)

- (u; + ;C) In(u, +
ES =A% ,a b-B) L4 o - B) + BC (1n2 - 1)) u]"?
uc 7 3 2 2 nE - ula,
+ ABC ((u, + b+c)ln(u2 + b+c) -
a a
- (u, + bgc) In(u, + b;C)) (3.42b)
- au’ 1 a,, u? B b+C u,
ESVC—A[3+(b+B(2—lnC))—2——§'(a)U]ul-
AB b+C b+C
- 5 (W - (39)7) In(u, + 225 -
- (w3 - &G2) 1nw, « 26 (3.42¢)
a* u" 2 B, u’ au?
EIuc = A [?r 4 ta (b - 5) =5 ¢+ {(b? -Bb+BC) =+
b? _ Bb 2 a u,
+ ((3 5+ BC) b + BC? (1 - lnE)) u]ul -
- ABC? ((u} + 22C) 1n(u, + 22C) _
a a
- (uy o+ 2€) anq, .+ B2G)), (3.424)
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au* 1 a u? b+C, u?
EIVC—A[4+(b+B(§-—lnE))T‘B(a)—6—‘+
b+c 2 Euz .A_B_ 3 b+C 3 b+C -
+B(a) 3]111_ 3((u2+ ( )3 )1In(u, + a)
-l + &Sy 1nqu, + 29 (3.42e)
a a
_ 2 0 u’ b _
EIuvc = A [a g * a (b-B) 3+ (b (2 B) +
a _1,, u BC b+C u,
+ BC (lnE - 2)) 5+ > ( 3 ) u]ul +
+ 25 (w3 - &G @, « 26 -
- i - &S ing, bgc)) (3.42f)

Se acontecer que o valor de a na Eq.(3.35) se
ja nulo, as Egs.(3.42) ndo sao utilizaveis, e torna-se necessa

rio usar o seguinte conjunto de expressoes

b+C) u,

EA_ = (A (b - B In( ul (3.43a)
ES_ . = (A (—— - Bb + BC 1n(29)) uly? (3.43b)
ES,_ = [A (b - B In2E)) %;]Ei (3.43c)
EI _ = [A ]331 - -1%2— + BCb - BC? 1n(béc)) u]zi (3.434d)
EI__ = [A (b - B In(22)) %;]Ei (3.43e)
EI . = [A (b (— - B) + BC 1n(b+c)) %;lﬁj (3.43f)

No caso em que a curvatura ¢ da segao seja nula
(compressao ou tracao simples), as Egs.(3.42) e Egs. (3.43) tor
nam-se nao utilizaveis. Nestas condicdes, deve-se usar este ou
tro conjunto de expressoes
au?

_ u,
EAC = Esec [ 5~ + bu]ul (3.44a)




57

ES,, = Eifc [aifs , 2abu’ b?u] )2 (3.44D)
BSye = Bgec [i‘gi + ]9—‘2’—2]‘32 (3.44c)
EI_ . = Eifc [aif" + a*bu’ + EEQ;Eilﬁi (3.444)
EI__ = Egoq [i%i + 9§i]3i (3.44e)
BT = Eszec [azz“" +2ab & 4 bzzuz]gi (3.44f)

onde E_ é o modulo de elasticidade secante do concreto, que
p&de ser calculado pela Eq. (3.45), obtida a partir da Eq.(3.1).

f
E = —K=n___ EE (3.45)

sec 1+ (k=2)n o1
Para a zona tracionada do concreto pode-se to-
mar as mesmas expressdes, Egs. (3.42), Egs.(3.43) ou Egs. (3.44),
tendo-se apenas o cuidado de usar os parametros due aparecem
na Eq. (3.3).

3.3 - A Rigidez Torsional dos Elementos

3.3.1 - HipOteses Basicas

As secOes cheias de concreto armado submetidas
a4 torcdo funcionam segundo a torcdo de St. Venant[68]. A secdo
fica sujeita basicamente a tensdes de corte. As segdes apresen
tam um pequeno empenamento, que nao afeta em nada a capacidade
de carga da pecga.

O comportamento estrutural de uma secao de con-
creto armado submetida a torgao de St. Venant difere nas condi
¢Oes fissurada e ndo fissurada. Assim, adotou-se conforme [14],
as seguintes relagodes

GK = 0,30 E_ I
C

T (3.46)

t

GK =0,10 E I
c

PIT (3.47)

t
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. Net=degt /6

’ ~o A4t het ~espessura efetiva
-] ’ det ~diimetro efetivo
Figura 3.12 - Secao efetiva para o caiculo do momento de inér-

cia a torcao

i

\\\Q\\\R'ék\—\
\\\g
k

S‘>

}
R

5% S

4
L

a
2

Figura 3.13 - Secao efetiva no caso de secdes compostas por re

tangulos
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onde GKmy € a rigidez para o estadio I (nao fissurado), GKnry
é a rigidez para o estadio II (fissurado), I, € o momento de
inércia a torgao e E, € o mdédulo de elasticidade longitudinal

do concreto.

Buscando uma automatizacdao e uma dgeneraliza -
cao do calculo, adotou-se o modelo apresentado por [21] para
avaliacdo do momento de inércia a torcao da segao transversal
(Fig. 3.12).

No caso de sec¢oOes transversais compoétas por
retangulos (do tipo T ou L), a forma da segao efetiva pode
ser obtida, conforme [16), da aplicagao das regras, para OS
retangulos componentes da segdo de maneira separada (ver Fig.
3.13).

Apesar do proposito do modelo se destinar a de
terminacdo da resisténcia dltima a torcao de uma secao de con
creto armado, os resultados do calculo do momento de inércia
a torcao para este modelo nao diferem significativamente para

os de. segao cheia.
3.3.2 - Determinacao da Rigidez Torsional dos Elementos
3.3.2.1 - Propriedades das Segoes Delgadas Fechadas

Para o desenvolvimento desta formulagao, consi
derar-se-a o elemento prismatico da Fig. 3.14, posicionado
conforme o sistema de coordenadas x,y,z , de tal forma que o
eixo dos z, coincide com o eixo da barra prismatica, e os ou-
tros dois com os eixos principais de inércia da segao trans-

versal.

Designando-se por A a area da secgao e por I,
e Iy os seus momentos de inércia em relacdo, respectivamente,

aos eixos dos x e dos y, tem-se

fA da = A ; fA y dA = 0 ;

fA xdAa =0 ; fA xyda =0 ; (3.48)
2 - 2 -

fA y? dA = Ix ; fA x? dA = Iy
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Figura 3.14 - Elemento prismatico submetido a torgao

_t=1(s)

Figura 3.15 - Centro de corte e centro de rotagao
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Pode-se determinar para uma secao transversal,
conforme a Fig. 3.15, a area setorial w correspondente a um
centro de rotacao qualquer O'. A partir desta, pode se chegar
a area setorial principal w, aplicando-se a seguinte expres. -
sao

w=w+ ax + by + c (3.49)

A area setorial principal correspondem as se-

guintes propriedades

S, wdA =0 ; S

A w dA =0 ;

AY

fowdA= 0 ' (3.50)

Usando a Eq. (3.49) e as propriedades dadas pe-
las Egs. (3.48) e Egs. (3.50), tem-se

J. w dA

A J, w dA + a fA X dA + b fA y dA + c fA da =

A

=/, wdA + cA=0 (3.51)

De maneira analoga

IA X w dA = fA X w dA + a Iy =0 (3.52)
fA Yy w dA = fA Yy w dA + b IX =0 (3.53)
Donde se conclui que
a=-=—f & xdA
I A
y
1 -
b= - T fA w y dA (3.54)
X
c = - 1 S, w dA
A A

Estes sao os coeficiéntes a se introduzir na
Eq. (3.49) para obter-se a area setorial procurada. Conhecida
a area setorial w correspondente ao centro de rotacdo 0', de
coordenadas x, e y,, € possivel determinar as coordenadas X,
e Y, do centro de corte C, com as seguintes formulas, onde a

e b sao os coeficientes dados pelas Egs. (3.54)
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X = X, + b
o]
(3.55)
Yo © Yo — A
Ainda, para secoes delgadas fechadas tem-se
que
- ds
'w = w - A¥ ILT (3.56)

onde s é a coordenada que descreve o desenvolvimento L da

parede, t é a espessura da parede e A* €& uma constante da

secao que vale

2t

2A
m

A% = (3.57)

onde Am € a area limitada pelo eixo da parede e It é o mo-
mento de inércia a torcao, dado por '

I, = —2& (3.58)

3.3.2.2 - Calculo das Propriedades dos Elementos

A seguir, serao determinadas as propriedades
da secdo, conforme o item anterior, a partir das coordenadas
dos vértices do perimetro médio da secdo efetiva do elemento.

As propriedades da se¢ao ~ area, momentos esté
ticos e momentos de inércia - podem ser obtidos pelas seguin-
tes expressoes

NL
A =ii1 {ti [(xi+1—xi) cos a, + (yi+1-yi) sen ai]} (3.59a)
NL ti
= 1 2 —u?
Sx - i1 [ZSenai (yi+1 yi)]
ou quando sen oy = 0 (3.59b)
NL
Sx =ii1 [ti Y; (xi+1-xi) cos ai]
N ‘ ti
= —_— 2 w2
Sy -—iz=1 [ZCOSai (xi+1 xi)] (3.59¢)
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ol

Figura 3.16 - Lado genérico da secao transversal do elemento

ou quando cos @, = 0
NL
Sy = f;1 [ti X, (yi+1—yi) sen ai] (3.59c)
NL ti
- . . 3 . |
Iy = ?;1 [3senai (yi+1 yi)]
ou quando sen ay = 0 (3.59d)
NL
- o 2 .
Iy = ;;1 [t; v] (x5,97%;) cos oyl
NL ti
— .- 3 3
Iy - f;1 [BCOSOLi (Xi+1 Xi)]
ou quando cos a, = 0 (3.59e)
NL
_ 2 -
Iy = fi1 [ti X3 (yi+1 yl) sen ui]
NL 3 -x3 y? .-y?
Xy = 7 {(t, 1 l+; 1 sen o, + 1+; L cos a, +
i=1
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(x2 . -x?+y2-y?2 )
i+1 71741 i+
+ lyy cos a; - x; sen a,) 3 1} (3.59f£)

onde NL & o numero de lados da secao efetiva. -

Com estes valores determinam-se os eixos princi
pais de inércia e faz-se a translacdo e a rotagao necessarias.
Por simplificacdo da notacg¢ao, serao mantidos X /¥, agora como
coordenadas que definem a secao efetiva com relagao aos eixos
principais da segao.

A distancia Gi do centro de rotagao O' até o la

do i da segao & dada por

Gi = sen a, (xo-xi) + cOs o, (yi—y°) (3.60)

onde x,,yY, sao as coordenadas de O'.
O comprimento b, do lado é dado por
bi = cos oy (xi+1—xi) + sen a, (Yi+1_yi)
(3.61)

A area limitada pelo eixo da parede Am e o mo-

’
mento de inercia a torgao I, serao assim dados por

t
NL b, §,
- i’i
A= I ( 5 ) (3.62)
i=1
e
4 A;
It = ﬁ—_—b— (3.63)
(=)
i=1 i

Usando a Eq. (3.56), obtém-se a expressido para a
area setorial

-1 I
- _ — t
w= I wTj + (Gi - E_X;_EI) [(x-xi)cosai+(y—yi)senai] (3.64)

‘ I
. = -t - -
Wpy = (Gj 5 A tj) [(xj+1 xj)cosaj+(yj+1 yj)senaj] (3.65)
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Com a expressdao para a area setorial w, Eq.
(3.64), pode-se determinar o valor das integrais que aparecem
nas Egs. (3.54). Assim, obtém-se '

_ NL I y3 oL -y3 Y. =Y.
= t i+t 11 i+1 “1
fowxdA = ¢ {(5.t, - ) [ + ¥y e -
A i=1 i’i 2Am 3tgui e § tgai
Yie17Y] Yi,17Y3
i+l i i+1 21
" ¥i Ttga; 1 T T XY Yy gyy) o
x3 _-x? x? _-x?
i+1 7i - x i+l i] .
* 3 i 2
i-1 ti
2 _y2
+(j£1 wTj)[Zcosai (Xi+1 xi)]} (3.66)
— NL Le  ®ia7%
JpwydA = 151 {(s,t; - 2Am)[ 3 tgo, +
x2 1—x2
i+ i
+ ly;-2x;tga;) 2 XXy xy) (xytgay -y ) o+
3 _y3 2 2
. yi+1 yi N yi+1 y1] R
3 ¥y 2
i-1 _ t.
—x 2 _2?
+ (ji1 wTj)[2sendi (yi+1 Yi)]} (3.67)

_ NL I, %, 2
fA w X dA = 121 {((Siti - ’érm') ['—2'- (yi+1-—yi) 1 +
i-1 _
+ (j£1 wTj)[tixi(Yi+1_Yi)senai]} (3.68)
3 2 3
[y wy da = fg‘ (6.t - ;:‘)[yﬂ;1 It L3 R S
i=1 m
i-1 oty
+ (j§1 wTj)[TT (yi,,-yi)sena,;l} (3.69)

Quando senai =0 (yi =Y. ,),as Eq.(3.66) e

i+1
Eq. (3.67) ficam como



NL I x3 X, x? x?3
- t i+ i“i+t - i
[, wx dA = {(6,t ) ([ 3 - 3 7;] +
A joq i T 2R
i-1 _ ti , , (3.70)
+ (.Z wTj)[TT (xi+1-xi)cosai]} .
j=1
NL I .
- t 1 - 2
Jpwydh= 1 (8,6 - 53[5 (x4 X104
i=1 m
-
+ (j§1 wTj)[tiyi(xi+1—xi)cosai]} (3.71)

Entrando com estes valores nas Egs.(3.54), de-
terminam-se a e b. Substituindo a e b nas Egs.(3.55)
obtém-se as coordenadas do centro de corte da segao.

’



4 - AS DEFORMACOES DEVIDAS A RETRACAO E A FLUENCIA DO CONCRETO

4.1 - Conceitos Basicos

Uma peca de concreto colocada ao ar livre perde
parte da agua nd3o fixada quimicamente durante o endurecimento.
Produz-se assim uma diminuicao de volume, denominada retracgao.
Se por outro lado a pega €& imersa em agua, absorve agua adicio

nal e apresenta um aumento de volume.

A fluéncia & definida como um aumento das defor
macoes relativas ao longo do tempo devido a tensdes permanen-
tes que atuam sobre o concreto. Uma peca de concreto ao ser
carregada, sofre uma deformacao imediata. Devido a esta defor-
macgao imediata, ocorrera uma diminuig¢ao do volume da pega, pro
vocando o deslocamento da agua quimicamente inerte, existente
no concreto, para regides onde sua evaporacdo ja tenha se pro-
cessado. Isto desencadeia um processo, ao longo do tempo, ana-
logo ao da retracao, que produz um aumento das deformacoes ,

mantido constante o carregamento sobre a pega.

A fluéncia e a retracao dependem, entre outrcs
fatores, da umidade ambiente, das dimensoes da pega, da compo-
sicao do concreto, da temperatura ambiente e da velocidade de
endurecimento do concreto. A separacao entre fluéncia e retra-
cao & apenas convencional pois tratam basicamente do mesmo fe-

nomeno fisico.
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4,2 - O Comportamento do Concreto ao Longo do Tempo Conforme o
Codigo Modelo CEB/FIP

4.2.1 -~ Generalidades

No Boletim N9 124/125 [21] do Codigo Modelo CEB
/FIP, anexo e, sao apresentadas uma série de fung¢Oes obtidas
experimentalmente, gque descrevem o comportamento do concreto
no tempo. No presente trabalho foi adotado este anexo para a a

valiacao das deformacdes de fluéncia e retracao do concreto.

Este anexo concerne a fluéncia e a retracao do
concreto sob uma tensao de compressao constante, no maximo i-
gual a 0,4 fcj’ sendo j a idade de entrada em carga e sob con-
dig¢Oes termo-higrométricas constantes. Para a fluéncia, seu do

minio estende-se também para o concreto em tracao.
4,2.2 - A Fluencia
4.2.2.1 - Hipoteses

No dominio das tensdes utilizadas, as deforma-
¢oes de fluéncia devidas a uma parcela de tensdo aplicada em
dois instantes diferentes sao consideradas como aditivas (hipd
tese da superposicao). Nao se enquadram na hipotese da superpo
sicao e consequentemente na hipotese da linearidade sob tensao

constante, aquelas em que as tensdoes sao mais elevadas.

Da hipotese da superposicao tem-se que a defor-
macao de fluéncia sob tensdo constante estd ligada linearmente
a tensao. Referindo-se convencionalmente a deformagdo inicial
para uma pega em carga a 28 dias, o coeficiente de fluéncia

¢(t,to) e definido pela equacao

ag
e (Eite) = g 0 (t,t,) (4.1)
C2s
onde:
ec(t,to) - & a deformacao de fluéencia no instante t sob
tensao constante o0, aplicada no instante t,.
E. - & o mbdulo de elasticidade longitudinal do concre—

C2s
to a 28 dias.
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A deformacdo total no instante t sob tensdo cons
tante (a deformacao inicial no instante t mais a deformacao de
fluéncia) € dada por

1 ¢(tlt0)

€ (t,to) = QJyp ( + )
tot Ec(to) ECZB

(4.2)

onde Ec(t°) € o modulo de elasticidade longitudinal inicial a u

ma idade t,.

0O termo

1 o (t,ty)

+ (4.3)
Ec(to) EC

F(t,to) =
28

é chamado fungao de fluencia. Note-se que por razdes de simpli-
ficacao, o indice ¢ para o concreto &€ omitido daqui em diante

para os simbolos ¢ e o.

A fungao de fluéencia F(t,t,) representa a rela-
cao no tempo da deformagao total do concreto no instante t sob
tensao constante unitaria.

4.2.2.2 - Determinacao do Coeficiente de Fluéncia

O coeficiente de fluéncia pode ser determinado

por
(4.4)
com
£, (to)
Ba(to) =0,8 (1 - —f————) (4.5)
C >
onde:
0q - € o coeficiente de fluencia para a parcela da

deformacao elastica retardada, tomado igual a 0,4.
o = ¢f1. ¢f2 - & o coeficiente de fluencia  para a
parcela de deformacao plastica retardada.

¢f1 - €& um coeficiente gue depende do meio ambiente
(Tab. 4.1, coluna 3).
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Figura 4.1 - Variacdo da resisténcia do concreto com a idade
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Figura 4.2 - Influéncia da espessura ficticia sobre a fluéncia
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Figura 4.3 - Desenvolvimento no tempo da deformacgidc elastica de

fluéncia
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Figura 4.4 - Desenvolvimento no tempoc da deformacgao plastica de

fluéncia
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- & um coeficiente que depende da espessura ficti
cia hy (Fig. 4.2).

¢f2

Bd - & a funcao correspondente ao desenvolvimento no tempo
da deformacao elastica de fluéncia (Fig. 4.3).
Be - € a fung¢ao correspondente ao desenvolvimento no tempo

da deformacao plastica de fluéncia (Fig. 4.4).

t - & a idade do concreto no momento considerado, corrigi-
da segundo o item 4.2.4.

ty - € a idade do concreto no momento em que a pega € car-

regada, corrigida segundo o item 4.2.4.

A deformacao total sob tensido constante unitaria
(funcao de fluéncia) é obtida da Eq. (4.4)

+ + +

E_(t,) E E E
C Cog Cys Cos

F(t,to) =

(4.6)

0 valor do moédulo de elasticidade Ec(to) que ca-
racteriza a deformacdo inicial deve ter em conta somente a de-
forma¢® o que ocorre nos primeiros instantes apdos a aplicacao da
carga (os primeiros 30-60 segundos). Na auséncia de ensaios es-
pecificos, Ec(to) deve ser tomado igual a 1,25 Ecm’ com Ecm de-
terminado por meio da Eq. (4.7), sendo fcm(to) a resisténcia do
concreto no instante t;, (idade corrigida segundo o item 4.2.4).
Na falta de dados mais precisos esta resisténcia pode ser tira-
da da Fig. 4.1.

E,, = 9500 [f_ (€)1 1/3 (4.7)

cm m

Pelas Egq.(4.4) e Eq.(4.6) admite-se que a defor-
magao lenta resulta da soma de trés parcelas:

- o0 termo Ba(t°)/Ec28’ representa a parcela de deformacao
que se desenvolve dentro das primeiras horas apdés a

aplicagao da carga (24 horas);

- o0 termo ¢d Bd(t-to)/Ecz , representa a parte reversivel
8

da deformacao de fluéncia; a parcela reversivel é supos-
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ta independente do tempo, fato este caracterizado pelo
valor constante do coeficiente ¢d;

- o0 termo of [Bf(t) - Bf(t°)]/Ecza’ representa a deforma-
cao de fluéncia irreversivel; esta parcela varia bastan
te dependendo da idade de entrada em carga da peca.

Os valores indicados na Tab. 4.1 para ¢f1 e Esl
se referem a concretos com consisténcia plastica. Devem'ser re
duzidos de 25 % para os concretos de consisténcia seca e aumen

tados de 25 % para os concretos de consisténcia mole.
4.2.3 - A Retracgao

A deformacdo especifica de retracao que se de-

senvolve em um intervalo de tempo (t-t,) €& dado por

eg(tito) = e LB (t) - B (to)] (4.8)
onde
€. = € . ¢ - & o coeficiente de retracao;
Sy Sa S
eg. = € um coeficiente que depende do meio-ambiente
1
(Tab. 4.1, coluna 4);
€g. - é um coeficiente que depende da espessura fic-
2
ticia hy (item 4.2.5 e Fig. 4.5);
g - € a fungdo que corresponde ao desenvolvimento da re-

tragao no tempo (Fig. 4.6); depende da espessura fic
ticia hy(item 4.2.5);

t - & a idade do concreto no momento considerado, corrigi
do segundo o item 4.2.4, empregando-se a = 1 em todos

Os casos;

t, - &€ a idade do concreto a partir da qual a influéncia
da retracao é considerada, corrigida segundo o item

4.2.4, empregando-se o = 1 em todos os casos.
4,2.4 - Idade Corrigida

Para considerar-se a temperatura ambiente que o
corre durante o endurecimento do concreto, se ela & sensivel-

. mente diferente de 20°C, e do tipo de cimento, a idade real do
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Figura 4.6 - Desenvolvimento da retragao no tempo
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concreto deve ser corrigida.

Considerando-se cada periodo real At , no curso
do qual a temperatura média ambiente & T(tm), o tempo corrigi-
do é_obtido pela relagao

t
m

S {[T(tm) + 10] Atm} (4.9)

onde:
o - € um coeficiente que assume os seguintes valores:

1, para os cimentos com endurecimento normal e lento
2, para os cimentos com endurecimento rapido

3, para os cimentos com endurecimento rapido e de al
ta resisténcia.

T - € a temperatura média diaria do concreto em graus cen
tigrados;

At - numero de dias em que a temperatura diaria média te

ve o valor T.
4.2.5 - Espessura Ficticia

A espessura ficticia e definida por

he 2 A, (4.10)
u
onde:
A — & um coeficiente que depende do meio-ambiente ( Tab.
4.1, coluna 5);
A, - € a area da secao de concreto;

u - € o perimetro em contato com a atmosfera.

4.2.6 - Formulacao Geral

Pela aplicacao do principio da superposigao, a
deformacao total no concreto sera

- para variagOes descontinuas da tensao:

gtot(t'to) = en(t) + o9 F(t,ty) + ¢ F(t,ti) Ao(ti) (4.11)
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- para uma variacd3o continua da tensdo:

crot (Erte) = e (£) + 0g Flt,to) + [ Flt,7) dolr) (4.12)
com
en(t) - deformacdo independente da tensdo (retracao);
F(t,t) - funcdo de fluéncia;
Ac(ti) - variacdo da tensdo no instante ti;
do (1) - variacdo da tensdo em um intervalo infinitesimal

de tempo.

4.3 - Ajustagem das Curvas que Descrevem o Comportamento do

Concreto no Tempo

4.3.1 - Generalidades

Para automatizar o calculo das deformagdes as-—
sumidas pelo concreto no decorrer do tempo, € necessario que
se tenham expressdes analiticas para o conjunto de curvas pro
postas pelo CEB e que foram apresentadas no item 4.2. Com es-
te proposito fez-se a ajustagem destas curvas com curvas do
tipo logaritmico, Eq. (4.13), ou potencial, Eg.(4.14). O CEB
propbs expressdes analiticas para algumas destas curvas em um
anexo do Boletim N@ 136 [22]. Contudo ndo foi possivel obter
estas expressdes até a data de conclusdo deste trabalho.

a + b ln x (4.13)

y

y = a xP (4.14)

Conforme a necessidade, a ajustagem foi feita
por trechos, de forma a permitir que a expressdo obtida para

a curva fosse a mais fiel possivel.
4.3.2 - Resultados Obtidos
4.3.2.1 - Variacd@o da Resisténcia do Concreto com a Idade

A expressdo obtida para a curva da Fig. 4.1,
que relaciona a variacao da resisténcia do concreto com a ida

de (fc(t°)/fcw x to) foi da forma seguinte

£, (te) / £ .= a+ b ln t (4.15)
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onde os valores de a e b estdao apresentados na Tab. 4.2, e ¢ty
é dado em dias.

4.3.2.2 - Influéncia da Espessura Ficticia sobre a Fluéncia

A curva logaritmica definida pela Eq.(4.16) re-
presenta adequadamente a curva da Fig. 4.2, que expressa a in-
fluéencia da espessura ficticia sobre a fluéncia

b = 2,6833 - 0,21392 1ln h, (4.16)
2 .

onde h, é dado em dias.

4.3.2.3 - Desenvolvimento no Tempo da Deformacao Elastica de

Fluéncia
A expressao que de melhor maneira descreve a
curva do desenvolvimento no tempo da deformagdao elastica de

fluéncia, conforme a Fig. 4.3, e da forma potencial apresenta-
da pela Eqg.(4.17).

Bq(t-to) = a (t-t,) P (4.17)

onde t e t, sdo dados em dias e os valores de a e b sdao os que

aparecem na Tab. 4.3.

4.3.2.4 - Desenvolvimento no Tempo da Deformacao Plastica de

Fluéncia

As curvas apresentadas na Fig. 4.4, que descre-
vem o desenvolvimento no tempo da deformacdo plastica de fluén
cia foram divididas para ajustagem em diversos trechos. Deter-
minados trechos apresentaram melhor ajustagem por uma curva
logaritmica, enquanto outros se ajustaram melhor a uma curva
potencial. Desta maneira, as curvas da Fig. 4.5 ficaram avalia
das ou por uma expressao de curva logaritmica, Eq.(4.18), ou

por uma expressao de curva potencial, Eq.(4.19).
Bf(t) = a+ blnt (4.18)

onde t € dado em dias e os coeficientes a e b sd3o dados pela
Tab. 4.4.

Be(t) = a P (4.19)
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t a b
) t < 20 0,080161 0,18899
20 < t < 200 0,30811 0,11526
200 £ t £ 1000 0,65541 0,048194
t z 1000 1 0
Tabela 4.2 - Coeficientes para a expressao da variaééo da re-
sisténcia do concreto com a idade
t -ty a b
t -ty £ 10 0,27461 0,16049
10 <t - t, £ 100 0,22979 0,24065
100 < £t - t, £ 500 0,31075 0,17930
500 < t - t, £ 1000 0,58758 0,075304
t - t, > 1000 1 0

Tabela 4.3 - Coeficientes para a expressao do desenvolvimento

no tempo da deformacao elastica de fluéncia
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onde t & dado em dias e os coeficientes a e b s3o dados pela
Tab. 4.5.

4.3.2.5 - Influencia da Espessura Ficticia sobre a Retracao

A curva apresentada na Fig. 4.5 que exprime a
-influéncia da espessura ficticia sobre a retragdo é aproximada

pela expressao

e = a h,P (4.20)
S,

onde h, &€ dado em dias e a e b sdo obtidos na Tab. 4.6.
4.3.2.6 ~ Desenvolvimento da Retracao ao Longo do Tempo

Para as curvas da Fig. 4.6 gque descrevem o de-
senvolvimento da retragdao ao longo do tempo, foi necessario a-
dotar o mesmo critério do item 4.3.2.4 sobre o desenvolvimento
no tempo da deformacao plastica de fluéncia. Assim, trechos
das curvas da Fig. 4.6 ficam avaliadas por meio de uma expres-
sao logaritmica, Eq.(4.21), e outros por meio de uma expressio

potencial, Eq. (4.22).

a b
h, £ 50 1,2000 0
50 < h, < 200 2,7117 -0,20752
200 < h, < 600 2,0473 -0,15563
600 < h, < 1600 11,4387 ~0,097608
h, z 1600 0,7000 0

Tabela 4.6 - Coeficientes para a expressao da influ-
éncia da espessura ficticia sobre a re-

tracgao
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ho < 50 100 200 400 800 2 1600
£10 a=0,059435 | a=0,013379
b=0,59523 b=0,92859
105££100 a=0,032886 | a=0,0093713 a=0,0001958
b=0,55730 b=0,71732 b=1,1858
100551000 a=0,028119 | a=0,0047746 | a=0,0020192
b=0,46993 b=0,65274 b=0,67665
 £21000 a=0,81970
b=0,023378

Tabela 4.8 - Coeficientes para a expressdao potencial para o desenvolvimento da retragao ao longo

do tempo

ve



umidade expressoes para calculo
(u) dos coeficientes
¢f1 = 2,8 -2u
uz 90 % €y, = -0,0022 + 0,0023 u
1
A = =220 + 250 u
¢f1 =5,5~-5nu
70 % < u < 90 % €g. = 0,00311 - 0,0049 u
1
X =-10,75 + 17,5 u
be = (13 = 10 u)/3
1
ucs< 70 % €g. = (-0,00236 - 0,002 u)/3
1
A= (1 + 5 u)/3
Tabela 4.9 - Coeficientes dependentes da umidade pa-

Bs

onde t € dado em d
Tab. 4.7.

Bs

onde t dado em d

é
Tab. 4.8.

ra a fluéncia e a retracao

(t) a+blnt (4.21)

ias e os coeficientes a e b sao dados pela

b

(t) at (4.22)

1}

ias e os coeficientes a e b sao dados pela

4.3.2.7 - Coeficientes Dependentes da Umidade para a Fluéncia

e a Retr

Af

acao

im de obter-se os coeficientes dependentes

da umidade para fluéncia e retracdo interpolou-se linearmente

os valores apresentados na Tab. 4.1. As expressoes resultantes

estao apresentadas

na Tab. 4.9.
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4.4 - Influéncia da Armadura sobre a Fluéncia e a Retracgao do

Concreto

Quando ocorre fluéncia e/ou retracao em pecas
armadas de concreto, a armadura, devido a aderéncia, acompa-
nha estas deformacdes e fica por isso submetida a tensdes adi
cionais. Pelas condigcoes de equilibrio ha uma redistribuicao
interna de esforgos, as tensdes de compressao no concreto di-

minuem e as tensdes no aco aumentam.

Suponha-se que uma secao de concreto armado
(1) (1) o 5 (1)
y

com deformagoes ¢ , @ tenha um incremento de de
formagoes Ae, A@x e A@y devido a fluéncia e/ou a retracao.Con

X
siderando-se a linearidade dos diagramas tensao-deformacao

dos materiais para a regiao de validade deste estudo, as re-
sultantes de tensdes para a secdo antes do incremento de de-

formacoes sao as seguintes

(i)

N = ¢ E A + ¢ E A
C C S S
M =0 B g 1 ¢ W g g (4.23)
X X C XC X S XS
M =06 B g 1 L+ 1) g 1
Y y c “yc s "ys

onde N & o esforco normal e Mx e M sao os momentos fletores
equilibrados pela secao; E, e E sao os modulos de deformacgao
do concreto e do ago respectivamente; Ac’ Ixc' ch sao a area
e os momentos de inércia principais da secdo de concreto; As’

I sdo a area e os momentos de inércia principais da se

s I
XS ys
cao de acgo.

Como a fluéncia e a retracdo ndo causam direta
-mente tensoes adicionais no concreto e como apds o incremento
de deformagoes os esforcos equilibrados pela segao nao variam,

as expressOes para as resultantes de tensdes passam a ser

_(f) (£)
N = ¢ EC AC + (e + Ag) ES AS
_ (f) (£)
M=o e 1 e ) ey BT (4.24)
(£) (f)
M = ¢ I 0] 0]
y =% Eolye t (O w80 ES Il
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onde s(f), Qx(f)’ ¢y(f) sdo as deformacOes da se¢ao, dgue cau-

sam tensdo no concreto e sao obtidas pelas Eqgs. (4.25).

. A
c(£) _ (1) _  Bs Bg
- E_ A + E_ A
c ¢ s s
. AP E I
) (£) = & (i) - 5 X +S§ X§ | (4.25)
X X c "xc s "Xs
. AP E I
® (£) _ 5 (1) _ Y s ys
Yy y EC ch + ES IYS

Nas Egs. (4.25) fica evidenciada a parcela da va

riagcdo de deformagao no concreto devida a presenga da armadura.

4.5 - Determinacdo das Deformagoes do Concreto ao Longo do Tem
Po

Para considerar-se a variacdo das tensdoes sera
empregado o principio da superposicao dos efeitos, conforme o
item 4.2.6. Assim, o periodo referente ao tempo de atuagao do
carregamento sera dividido em varios intervalos de tempo, ao
longo dos quais a tensao sera considerada constante. Devido a
variacao da deformacdo ser mais acentuada no periodo que se se
gue a aplicacdo da carga, determinou-se [29] gue uma subdivi-
sao logaritmica para o intervalo seria mais adequada. Conforme
estudos comparativos realizados em [29] e [62] ficou demonstra
do que a utilizacao de cinco intervalos de tempo conduz a er-
ros inferiores a 5%, ao passo que, para oito intervalos os er-
ros sao inferiores a 1%.

Portanto, para a avaliacao das deformagoes de
fluéencia e retracao basta aplicar 3 Eq, (4.11) o esquema que a-
parece na Fig. 4.7. Assim, o efeito da tensao 0, para calculo
das deformagoes sera considerado no intervalo de tempo de to a
té t; o efeito do acréscimo de tensdo A0) sera considerado no
intervalo de tempo ti1 até t, e assim sucessivamente.

O processo de calculo segue entdo a seguinte se

quéncia. Inicialmente determinam-se as deformacgdes, consideran
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Figura 4.7 - Variacadao das tensoes ao longo do tempo

do-se as deformacoes de fluencia geradas pela acao da tensao
o, no periodo ty;-t, e que vao produzir o acréscimo de tensoOes

Ao,, por meio das Egs. (4.26).

Ec(to)
€1 = €9 (1 + (b(t,tg) T—— (1 - A)) + En (to) (1 - A)
Cos
Ec(to)
®x1 = @xo (1 + ¢p(t,ty) S (1 - B)) (4.26)
Cos
Ec(to)
@yl = @yO (1 + ¢(t,ty) Ec (1 - C))
28
onde
E AS
A=A +E &
C C S S
ES IXS
B = (4.27)
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C = s "ys
T E_1I + E_ I
c “yc s 'ys
A seguir, determinam-se as variagoes de defor-
macdes que vado produzir tensdes no concreto através das Egs.

(4.28), usando i=1.

Ae; = = (8i - 61—1) A
= - - ) 4.2
AG s (0 = ¢y j_¢) B (4.28)

Finalmente, determinam-se pelas Egs. (4.29), as

novas deformacdes, ja considerada a acao de Ao;.

E (t.)
€11 = €5 * beg (1 + olE,t,) g (1 - A)) +
Cog
+ (e (€)= e (£, 1)) (1 - A))
Ec(ti)
@x 191 T i * A 5 (1 + ¢(t,ti) & (1 - B)) (4.29)
Cas
Ec(ti)
®y i1 = ®yi + AQyi (1 + ¢(t,ti) Ecza (1 = C))

Repete-se a utilizagao das Eqgs.(4.28) e Egs.
(4.29) até o Gltimo intervalo. Entao ficarao determinados os
acréscimos de deformacdes da secac devidos 3 fluéncia e & re-
tracao do concreto.

4.6 - Consideracao das Deformagoes devidas 3 Fluéncia e & Re-

tracido no Algoritmo de Solugao

Os acréscimos de defcrmagdes devidos as defor-
macoes de fluéncia e de retracao nadao vao produzir diretamente
tensdoes no concreto. Assim, para a avaliacao da rigidez devi-
da ao concreto de uma certa secao, desconta-se do valor da de
formacao total, determinada para esta secao, a parcela de de-
formacdo que foi originada diretamente pela fluéncia e/ou re-
tracao. Ja, para a avaliacao da rigidez devida ao ago, empre-
ga~se a deformacao total.
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Da mesma maneira, os deslocamentos resultantes
do acréscimo de deformacado devido a fluéncia e a retragdo,ndo
vao produzir esforg¢os de primeira ordem no pilar. Deste modo,
estes deslocamentos sdo simplesmente impostos a pecga, e nao
participam do equilibrio. Assim, na verifica¢ao do equilibrio,
no algoritmo que utiliza a rigidez secante, deve-se descontar
esta parcela dos deslocamentos totais ({F} = [K] {U}).



5 - EXEMPLOS

Neste capitulo sao apresentados diversos exem-
plos para a avaliacao do método. Resultados experimentais e
tedricos sa3o comparados com os obtidos pela aplicagao do pro-

grama.

5.1 - Exemplo 1

Com o objetivo de analisar a precisao da solu-
cdo em um problema com ndo-linearidade geométrica, um pilar e
lastico com imperfeicdao inicial & examinado. Como mostra a
Fig. 5.1, o pilar & bi-rotulado nas extremidades e tem uma de
formada inicial de forma senoidal, conforme

- z

u(z) = u, sen %T (5.1)
onde u, é o deslocamento inicial no centro do pilar, L. é o
comprimento do pilar e z & a coordenada que descreve o desen-

volvimento do pilar.

A solucao exata para o deslocamento no centro

do pilar pode ser obtida através da Eqg. (5.2).

Up
u = 3 (5.2)

PL
EI EA

1
L=
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Figura 5.1 - Pilar elastico linear bi-rotulado

A carga critica de Euler para este pilar, con-

siderando-se que a rigidez axial seja infinita, & dada por

n?2 EI
PE = 3T (5.3)
Usando um pilar com deslocamento inicial de
u,/L = 0,0002 e com a relagdo EA/PE = 10000, foram obtidos os
resultados que estdo apresentados na Tab. 5.1 e na Fig. 5.2 .
Os "incrementos de carga empregados foram AP = 0,10 Pr. Nesta

analise o pilar foi subdividido em oito elementos.

5.2 - Exemplo 2

Compararam-se os resultados obtidos pelo pro-
grama com os valores determinados experimentalmente apresenta
dos em [44], para um pilar de concreto armado sob flexo-com-
pressdo obliqua. O pilar tinha um comprimento de 514,5 cm e u
ma secdo transversal com 17,40 x 26,55 cm. A armadura longitu
dinal era constituida por quatro barras de canto, sendo que a
taxa total de armadura era de 2,80 %. O ago utilizado, BSt 42

/50, apresentou uma tensdo média de escoamento de 453,3 MPa .
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A resisténcia prismatica média do concreto determinada no dia
do ensaio foi de 25,4 MPa e o modulo de elasticidade longitu-
dinal do concreto foi de 30500 MPa.

31 dias de idade. As caracteristicas geometricas

O pilar foi ensaiado aos
do pilar ,
bem como a posicao de aplicacao da carga, estao apresentadas

na Fig. 5.3 (pilar S XII).

O carregamento do pilar foi aplicado em esta-
gios de aproximadamente 1/10 da carga de ruptura esperada -
50000 N. Assim,i

centro do pilar e das deformacdes nos vértices da

compararam-se os valores das flechas obtidas
no secao

transversal para cada um dos estagios de

central do pilar,
carga, com os valores obtidos empregando-se os algoritmos que
utilizam rigidez tangente e rigidez secante. Estes valores es
tao apresentados na Tab. 5.2 até Tab. 5.6 e nas Fig. 5.4 até

Fig. 5.8. Na analise, o pilar foi subdividido em dez elementos.

O giro da secgao transversal, no seu plano, no

meio do pilar, para a carga de 500 kN, medido no ensaio, foi
de 0,00055 radianos. O giro determinado pelo algoritmo tangen
te foi igual a 0,000496 radianos e o giro pelo algoritmo se-

cante 0,000498 radianos.
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Figura 5.3 - Segao transversal do pilar
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400 kN
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Figura 5.9 - Pilar bi-rotulado com segdo transversal variavel

5.3 - Exemplo 3

Analisaram-se comparativamente os resultados
obtidos pelo programa com os do processo tedrico para verifi-
cacdao a flexo-compressdao reta desenvolvido em [40]. Com esta
finalidade, aplicou-se o programa a um pilar bi-rotulado e a
um pilar livre-engastado, que estao apresentados em [40], co-
mo exemplificacdo do método. Utilizou-se como resisténcias dos

= 0,85 £ /1,4 ef =f,/1,15.

materiais para o calculo f
c yd

d

5.3.1 - Pilar Bi-Rotulado

Neste exemplo, verifica-se a estabilidade do
pilar esquematizado na Fig. 5.9. O pilar apresenta inércia va
riavel ao longo do comprimento e além da carga axial e do mo-
mento fletor, esta solicitado por uma carga distribuida trans
versal, com variacao linear, atuando no plano de menor inér-

cia.
Os dados do pilar sao

- Concreto: £ = 15 MPa
ck

- Ago: CA-50A
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- Percentagem geometrica de armadura: p = p' = 1,97 %

- Recobrimento da armadura: 4'/d = 0,10

Para a analise o pilar foi subdividido em dez

elementos. Os valores obtidos estao apresentados na Tab. 5.7.
5.3.2 - Pilar Livre-Engastado

Agora verifica-se a estabilidade do pilar apre
sentado na Fig. 5.10. O pilar tem inércia variavel ao longo

do comprimento.
Os dados do problema sao

Concreto: fck = 18 MPa

Aco: CA-50A

Percentagem geométrica de armadura: p = p' = 0,59 %

Recobrimento da armadura: 4'/d = 0,10

Para a analise, o pilar foi subdividido em oi-
to elementos. Os valores obtidos estao apresentados na Tab.

>-8. 1000 kN

400 kNm
1 (60x60) 2000 ____

" n T

X
( 120) -L_
—— 80x dm )*'F"!”

Figura 5.10 - Pilar livre-engastado com secao transversal va-

riavel
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Figura 5.11 - Sec¢ao transversal em "L"

5.4 - Exemplo 4

Neste exemplo, buscou-se determinar a influén-
cia da rotacao da sec¢ao transversal sobre a capacidade de car
ga do pilar. Com este propdsito, testou-se um pilar com secao
transversal em forma de "L", conforme a Fig. 5.11, e que apre
senta a mesma area de concreto e de ago que o pilar do exem-
plo 1. O comprimento do pilar, as resisténcias dos materiais
e a idade de entrada em carga foram também tomadas 0s mesmos

do exemplo 1.

O pilar foi dividido para a analise em dez ele
mentos e os resultados obtidos para a flecha no meio do vao

estao apresentados na Tab. 5.9.

0 giro da secao transversal obtido, no centro
do pilar, na ultima etapa antes da ruptura, foi de 0,007342
radianos pelo algoritmo tangente e de 0,007355 radianos pelo

algoritmo secante.

Analisou-se novamente o pilar, impedindo-se a
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rotacao da secao transversal. A variac3o nos deslocamentos en
contrada foi muito pequena. Para a flecha no centro do pilar
na etapa que antecedeu a ruptura, a variacao encontrada foi

um pouco inferior a 1 %.

5.5 - Exemplo 5

Finalmente,compararam-se resultados obtidos pe
lo programa, com valores determinados experimentalmente, para
pilares de concreto armado, submetidos a cargas de longa dura
cao [24] (pilares B-1-B e B-3-B).

Os pilares ensaiados tinham um comprimento de
396,24 cm e uma segao transversal de 12,7 x 12,7 cm, conforme
a Fig. 5.12. A armadura longitudinal era constituida por qua-
tro barras de canto de 12,7 mm de diametro. O acgco utilizado a
presentou uma tensao média de escoamento de 394,2 MPa. Os en-
saios foram realizados a uma temperatura média de 24 °Cc e com

uma umidade relativa do ar media de 50 %.

O primeiro pilar a ser comparado apresentou o

27

127

4 ¢ 12,7 mm

Figura 5.12 - Secao transversal dos pilares
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concreto com uma resisténcia prismatica média, determinada a
28 dias, de 24,68 MPa. Aos 28 dias o pilar foi carregado ate
76.205 N. Esta carga foi mantida por 181 dias, e entao, foi
feito um carregamento rapido até a ruptura. A ruptura ocorreu
para uma carga total de 136.080 N. Um pilar de mesmas caracte
risticas, ensaiado até a ruptura, aos 28 dias, rompeu para u-
ma carga de 154.224 N. Na Fig. 5.13, estao apresentadas as
curvas carga-deslocamento correspondentes a estes ensaios, u-
tilizando-se o algoritmo que usa a rigidez tangente e o que u

sa a rigidez secante.

O segundo pilar a ser comparado tinha um con-
creto com uma resisténcia prismatica média, a 28 dias, de
26,58 MPa. Aos 28 dias, o pilar foi carregado até 104.328 N .
Esta carga foi mantida por 631 dias, e entao, foi feito um
carregamento rapido até a ruptura. O pilar rompeu para uma
carga total de 124.740 N. Na Fig. 5.14, estao apresentadas as
curvas carga-deslocamento, correspondentes a este ensaio, uti
lizando-se o0 algoritmo que usa a rigidez tangente e o que usa
a rigidez secante. Nesta figura, aparecem também, as curvas

para um carregamento de curta duracao feito a 28 dias.

Deve-se observar que atraves do algoritmo pro-
posto nao é viavel determinar a carga exata de ruptura da pe-
¢a. Assim, nas curvas da Fig. 5.13 e Fig. 5.14 os deslocamen-
tos maximos correspondem ao Ultimo estagio de carga que foi e
quilibrado pelo pilar. Ao acrescentar-se um novo invremento
de carga, nao foi mais possivel consequir o equilibrio. Isto
equivale a dizer que a carga de ruptura exata estimada pelo
processo esta dentro deste intervalo (da ordem de 8% da carga
total).
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6 - CONCLUSOES E SUGESTOQES

Os resultados obtidos através da aplicacao do
processo desenvolvido neste trabalho apresentaram uma boa a-
proximacdo em comparacdo com valores tedricos e experimen -~

tais.

No primeiro exemplo, apresentado no capitulo
anterior, o pilar bi-rotulado de material elastico linear,os
valores obtidos tanto pelo algoritmo que emprega a rigidez
tangente, como pelo algoritmo que emprega a rigidez secante,
ficaram bem proximos da solugdo exata. A pequena variagao en
tre os resultados €, principalmente, uma consequéncia do cri
tério dé convergeéncia adotado. Assim, caso fosse empregado
um critério mais rigoroso, as solugOes tenderiam a se aproxi

mar.

No segundo exemplo, os valores determinados
pelo programa reproduziram de maneira bastante fiel o compor
tamento real do pilar submetido a um carregamento de flexo-
compressao obliqua de curta duragao. A variacdo para os re-
sultados experimentais, € naturalmente,em maior escala, uma
decorréncia da imprecisao na qualificacao das propriedades
dos materiais. Cabe aqui observar, que o aumento da diferen-

ca nas ultimas etapas de carga, entre os resultados obtidos
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pelo algoritmo que usa a rigidez tangente e o que usa a rigi
dez secante, & uma consequéncia do modelo empregado, para a
obtencao da rigidez. a partir da fissuracao. Surge uma inde-
terminacao ao tentar-se avaliar a rigidez tangente de uma se
cao fissurada. Contornou-se este problema, no algoritmo que
utiliza a rigidez tangente, nao se considerando a rigidez da
zona tracionada do concreto a partir da fissuragao. Com isto,

superestima-se um pouco a rigidez da secao.

No terceiro exemplo, da comparacao dos valo-
res obtidos pelo programa, com os do processo para analise
de pilares a flexo-compressao reta desenvolvido em [40], ve-
rificou-se que para os casos testados, existe uma boa aproxi

macao de resultados.

No quarto exemplo, apesar da rotagao da secgao
transversal do pilar em "L" ser da ordem de dez vezes supe-
rior a do pilar retangular, os efeitos decorrentes deste gi-
ro, parecem nao ter importancia no comportamento global da

estrutura.

No quinto exemplo, as cargas de ruptura obti-
das ficaram bastante prdoximas das determinadas experimental-
mente, para os pilares submetidos a carregamentos de flexo-

compressao-obliqua de longa duracao.

E necessario ainda, que se teste o modelo de
resisténcia a tracado no concreto, em pecas em que a zona tra
cionada seja mais significativa. Com isto sera possivel veri

ficar, se este & realmente um modelo adequado.

Seria também interessante, a obtencdo de um
modelo mais realistico para avaliacdao da rigidez torsional
de uma peca de concreto armado. Com isto, poder-se-ia confir
mar, se a rotacao da secdo transversal, como efeito secunda-

rio da flexo-compressao obliqua, é efetivamente desprezivel.



BIBLIOGRAFIA

ANG, A.H.S. & TANG, W.H. Probability concepts in enginee-
ring planning and design. New York, John Wiley, 1975 .

v.1l.

ASSOCIACXO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS. Projeto e execu
cdo de obras de concreto armado: NB-1. Rio de Janeiro,
1978.

.BASU, A.K. & SURYANARAYANA, P. Analysis of restrained

reinforced concrete columns under biaxial bending. In:
SYMPOSIUM ON REINFORCED CONCRETE COLUMNS, Ottawa, Oct.
1973. Detroit, ACI, 1975. p.211-32.

BERWANGER, C. Effect of axial load on the moment-curvatu
re relationship of reinforced concrete members. In:SYM
- POSIUM ON REINFORCED CONCRETE COLUMNS, Ottawa, Oct.
1973. Detroit, ACI, 1975. p.263-88.

BRANSON, D.E. Deformation of concrete structures. New
York, McGraw-Hill, 1977.

BREBBIA, C.A. & FERRANTE, A.J. Computational methods for
the solution of engineering problems. London, Pentech
Press, 1978.

. The finite element technique. Porto Alegre, Ed.
da UFRGS, 1975.




8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

119

BRESLER, B. Design criteria for reinforced columns under
axial load and biaxial bending. Journal of American
Concrete Institute, Detroit, 57(5):481-90, Nov. 1960.

_BUDYNAS, R.G. Advanced strength and applied stress analy

sis. New York, McGraw-Hill, 1977.

CAVALCANTI, L.F. Automatizacao do dimensionamento das pe

cas de concreto armado submetidas a flexdo com forca

normal. Porto Alegre, Curso de POs-Graduagao em Enge-
nharia Civil da UFRGS, 1975. 80p. Tese mestr. engenha

ria civil.

CHEN, W.F. Theory of beam-columns - the state-of-the-art
review. In: INTERNATIONAL COLLOQUIUM ON STABILITY OF
STRUCTURES UNDER STATIC AND DYNAMIC LOADS, Washington,
May 17-19, 1977. New York, ASCE, 1977. p.631-48.

CHEN, W.F. & ATSUTA, T. Space behavior and design. In:
. Theory of beam-columns. New York, McGraw-Hill,
1976-77. v.2.

CHEN, W.F. & SHORAKA, M.T. Tangent stiffness method for
biaxial bending of reinforced concrete columns. Mémoi-

res. Association Internationale des Ponts et Charpen-
tes, Zirich, 35(1):23-44, 1975.

COMITE EURO-INTERNATIONAL DU BETON. Buckling and instabi
lity. Paris, 1978. (Bulletin d'Information, 123)

. Buckling manual. Paris, 1975. (Bulletin 4'In -

formation, 103)

. Compléments au code-modéle CEB-FIP 1978. Paris,

1980. (Bulletin d'Information, 137)

. Design of sections under axial action effects at

ultimate limit state. Paris, 1980. (Bulletin d4'Infor
mation, 135)

. Documentation complémentaire au Manuel de Calcul

CEB-FIP: flexion-compression. Paris, 1972. (Bulletin
d'Information, 83)



19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

120

. Manual bending and compression. Paris, 1972 .

(Bulletin d'Information, 82)

. Manuel de calcul "effort tranchant-torsion". Pa

ris, 1973. (Bulletin d'Information, 92)

. Vv.1: Régles unifiées communes aux différents ty

pes d'ouvrages et des matériaux - v.2: Code-modéle
CEB-FIP pour structures en béton. Paris, 1978. (Bulle
tin d'Information, 124/125)

. Structural effects of time-dependent behaviour

of concrete. Paris, 1980. (Bulletin d'Information ,
136)
DIAS, D.S.; LUCENA, A.J.P. & LIMA, F.L.F. Programagdo

FORTRAN para estudantes de ciéncias e engenharia. Rio

de Janeiro, Livros Técnicos e Cientificos, 1978.

DRYSDALE, R.G. & HUGGINS, M.W. Sustained biaxial load
on slender concrete columns. Journal of the Structu-
ral Division, New York, ASCE, 97(5):1423-43, May 1971.

FARAH, A. & HUGGINS, M.W. Analysis of reinforced concre
te columns subjected to longitudinal load and biaxial
bending. Journal of the American Concrete Institute,
Detroit, 661(7):569-75, July 1969.

FURLONG, R.W. Concrete columns under biaxially eccen -
tric thrust. Journal of the American Concrete Insti-
tute, Detroit, 76(10):1093-118, Oct. 1979.

FUSCO, P.B. Estruturas de concreto - solicitag¢des nor-

mais. Rio de Janeiro, Guanabara Dois, 1981.

~

GALGOUL, N.S. Analise do efeito de flambagem de colunas
esbeltas de concreto armado submetidas a flexdo com -
posta obliqua considerando a retracdo e a fluéncia do
concreto. In: SIMPOSIO SOBRE SISTEMAS COMPUTACIONAIS
PARA ENGENHARIA CIVIL, 3, Porto Alegre, 3-5 dez. 1979.
Anais. Porto Alegre, Pés-Graduacao em Engenharia Ci-~
vil da UFRGS, 1979. p.19-38.



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

121

. Beitraq zur Bemessung von schlanken Stahlbeton-

stliitzen fiir schiefe Biegung mit Achsdruck unter Kurz-

zeit- und Dauerbelastung. Miinchen, Technische Univer

sitdt, 1978. Tese dout. engenharia.

. Dimensionamento de segdo qualquer a flexdao com-
posta obliqua. Estrutura, Rio de Janeiro, 86:99-112,
1979.

. Novos conceitos para o dimensionamento a flamba
gem pelo CEB-1978. Estrutura, Rio de Janeiro, 89:44-
57, dez. 1979,

GERE, J.M. & WEAVER Jr., W. Analise de estruturas reti-

culadas. Rio de Janeiro, Guanabara Dois, 1981.

GHALI, A.; NEVILLE, A.M.; CHEUNG, Y.K. Structural analy
sis: a unified classical and matrix approach. 2.ed.
London, Chapman and Hall, 1978.

GRASSER, E. Darstellung und kritsche Analyse der Grund-
lagen flir eine wirklichkeitsnahe Bemessung von Stahl-

betonquerschnitten bei einachsigen Spannungszustanden.

Minchen, Technische Universitdt, 1968. Tese dout. en

genharia.

HAYS, C.O. & MATLOCK, H. Nonlinear discrete element ana
lysis of frames. Journal of the Structural Division,
New York, ASCE, 99(10):2011-30, Oct. 1973.

HEIDEBRECHT, A.C. & SWIFT, R.D. Analysis of asymmetri -
cal coupled shear walls. Journal of the Structural
Division, New York, ASCE, 97(5):1407-22, May 1971.

HILDEBRAND, F.B. Introduction to numerical analysis .
New York, McGraw-Hill, 1956.

HOFFMANN, J.R. Pilares esbeltos de concreto armado. Por

to Alegre, Curso de POs-Graduacdo em Engenharia Civil

da UFRGS, 1979. 186p. Tese mestr. endgenharia civil.



122

39. . Pilares esbeltos de concreto armado - método a-

proximado. Porto Alegre, Curso de Pds-Graduacgdo em
Engenharia Civil da UFRGS, 1980.

40. . Pilares esbeltos de concreto armado - metodo e-

xato. Porto Alegre, Curso de Pos-Graduacdo em Enge -
nharia Civil da UFRGS, 1980.

41. JAKOBSEN, A. Biaxial eccentric in ultimate load design .
Journal of the American Concrete Institute, Detroit ,
61(3), 1964.

42. JIMENEZ MONTOYA, P.; GARCIA MESEGNER, A.; MORAN CABRE, F.
Hormigon armado. 10.ed. Barcelona, Gustavo Gili '
1979. 2v.

43. KOLLBRUNNER, C.F. & BASLER, K. Torsion in structures :

an engineering approach. Berlin, Springer, 1969.

44. KORDINA, K.; RAFLA, K.; HJORTH, O. Traglast von Stahlbe
tondruckgliedern unter schiefer Biegung mit Achsdruck.
Deutscher Ausschuss fiir Stahlbeton, Berlin, n.265 '
1976.

45. LAMPERT, P. Postcracking stiffness of reinforced concre
te beams in torsion and bending. In: SYMPOSIUM ON A-
NALYSIS OF STRUCTURAL SYSTEMS FOR TORSION, Denver, Co
lo., Mar. 7-12, 1971. Papers. Detroit, ACI, 1973 .
p.385-433.

46. LANGENDONCK, T. van. Flexdo composta obliqua no concre-

to armado. Sdo Paulo, Associacdo Brasileira de Cimen
to Portland, 1977.

47. _ . Resisténcia dos materiais: deformagdes. Sdo Pau
lo, Ed. Cientifica/Edgard Blicher, 1960. 2v.

48. . TensGes. Rio de Janeiro, Ed. Cientifica, 1956.

49. LEONHARDT, F. & MONNIG, E. Construcdes de concreto. Rio

de Janeiro, Interciéncia, 1977-79. v.1, v.4.




123

50. MacGREGOR, J.G.; OELHAFEN, U.H.; HAGE, S.E. A reexamina
tion of the EI value for slender columns. In: SYMPO-
SIUM ON REINFORCED CONCRETE COLUMNS, Ottawa, Oct. 1973.
Detroit, ACI, 1975. p.1-40.

51. MARIN, J. Design aids for L-shaped reinforced concrete
columns. Journal of the American Concrete Institute,
Detroit, 76(11):1197-216, Nov. 1979.

52. MARTIN, I. & OLIVIERI, E. Test of slender reinforced
concrete columns bent in double curvature. In: SYMPO
SIUM ON REINFORCED CONCRETE COLUMNS, San Francisco ,
Calif., 1965. Papers. Detroit, ACI, 1966. p.121-38.

53. MAUCH. S.P. Effect of creep and shrinkage on the capaci
ty of concrete columns. In: SYMPOSIUM ON REINFORCED
CONCRETE COLUMNS, San Francisco, Calif., 1965.PaEers.
Detroit, ACI, 1966. p.299-324.

54. MONDKAR, D.P. & POWELL, G.H. Towards optimal in-core e-
qguation solving. Computers & Structures, Oxford, 4
(3):531-48, May 1974.

55. NEWMARK, N.M. Numerical procedure for computing deflec-
‘tions, moments and buckling loads. Transactions of

the American Society of Civil Engineers, New York P
108:1161-1234, 1943,

56. PACITTI, T. FORTRAN-monitor: principios. Rio de Janei-

ro, Livros Técnicos e Cientificos, 1978.

57. PANNEL, F.N. Failure surfaces for members in compres -
sion and biaxial bending. Journal of the American
_Concrete Institute, Detroit, 60(1):129-39, Jan. 1963.

58. PARME, A.L.; NIEVES, J.M.; GOUWENS, A. Capacity of rein
forced rectangular columns subjected to biaxial bend-
ing. Journal of the American Concrete Institute, De-
troit, 63(9):911-22, Sept. 1966.

59. PETRUCCI, E.G. Concreto de cimento Portland. 2.ed. Por
to Alegre, Globo, 1975.




60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

124

RIAD, L. Eccentrically loaded reinforced concrete co-
lumns with variable cross section. 1In: SYMPOSIUM ON
REINFORCED CONCRETE COLUMNS, San Francisco, Calif. ’
1965. Papers. Detroit, ACI, 1966. p.245-62.

RUSCH, H. Concreto armado e protendido. Rio de Janeiro,
Ed. Campus, 1981.

RUSCH, H. & JUNGWIRTH, D. Berlicksichtigung der Einfliisse
voh Kriechen und Schwinden auf das Verhalten der Trag
werke. 1In: . Stahlbeton-Spannbeton. Dussel-

dorf, Werner-Verlag, 1976. v.2.

SANTATHADAPORN, S. & CHEN, W.F. Tangent stiffness me-
thod for biaxial bending. Journal of the Structural
Division, New York, ASCE, 98(1):153-63, Jan. 1972.

SECHLER, E.E. Elasticity in engineering. New York, John
Wiley, 1952.

SOZEN, M.A. et alii. The reinforced concrete column in
perspective. In: SYMPOSIUM ON REINFORCED CONCRETE CO
LUMNS, San Francisco, Calif., 1965. Papers. Detroit,
ACI, 1966. p.1-11.

SPERANDIO NETO, E. Pilares esbeltos de concreto armado
com secdo retangular sujeitos a flexo-compressdo obli

qua. Porto Alegre, Curso de POs-Graduacdo em Engenha
ria Civil da UFRGS, 1982. 163p. Tese mestr. engenha-

ria civil.

SUSSEKIND, J.C. Concreto armado. In: . Curso de
concreto. Porto Alegre, Globo, 1980. v.1.

‘TAMBERG, K.G. & MIKLUCHIN, P.T. Torsional phenomena ana

lysis and concrete structural design. 1In: SYMPOSIUM
ON ANALYSIS OF STRUCTURAL SYSTEMS FOR TQRSION,Denver,
Colo., Mar. 7-12, 1971. Papers. Detroit, ACI, 1973.
p.1-102.

TEBEDGE, N. & CHEN, W.F. Design criteria for H-columns



125

under biaxial loading. Journal of the Structural Di-
vision, New York, ASCE, 100(3):579-98, Mar. 1974.

70. TIMOSHENKO, S.P. & GOODIER, J.N. Teoria da elasticidade.
- 3.ed. Rio de Janeiro, Guanabara Dois, 1980.

71. VIRDI, K.S. & DOWLING, P.J. The ultimate strength of
biaxially restrained columns. Proceedings of the Ins

titution of Civil Engineers, London, 61:41-58, Mar.
1976.

72. WALPOLE, R.E. & MYERS, R.H. Probability and statistics
for engineers and scientists. New York, McMillan,1972.

73. WANG, P.C. Numerical and matrix methods in structural

mechanics, with applications to computers. New York,
John Wiley, 1966.

74. WARNER, R.F. Biaxial moment thrust curvature relation .
Journal of the Structural Division, New York, ASCE ,
95(5):923-40, May 1969.

75. . Tragfahigkeit und Sicherheit von Stahlbetonstiit
zen unter ein- und zweiachsig Exzentrischer Kurzzeit-
und Dauerbelastung. Deutscher Ausschuss filir Stahlbe-
ton, Berlin, n.236, 1974.

76. ZIENKIEWICZ, O0.C. The finite element method in enginee-
ring science. 2.ed. New York, McGraw-Hill, 1971.






