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1 INTRODUCAO

Espumas sao sistemas termodinamicamente instdveis que apresentam uma
estrutura bifasica, geralmente gés-liquido, onde a fase gasosa se encontra distribuida
como células envoltas por filmes liquidos continuos. A estabilidade destes filmes
depende da presenca de surfactantes ou outras impurezas, o que chamamos de agentes

espumantes que, dispersos no liquido, difundem em direcdo a interface gds-liquido

organizando-se de modo a aumentar a tensdo superficial do filme.

Podemos observar bolhas esféricas ou poliédricas em diferentes estdgios da
vida de uma espuma. Quando o filme liquido € bastante espesso, a bolha apresenta
forma esférica e, conforme o liquido ¢ drenado pela acdo da gravidade, vemos a
formacio de uma estrutura predominantemente poliédrica. Sendo assim, temos dois
casos limites: a espuma seca (‘dry foam’) e a molhada (‘bubbly liquid’); a situacio

intermedidria chamamos de espuma timida.

Ilustracio 1.1 - Imagem fotogrifica de um tubo contendo uma espuma molhada que sofre um
processo de drenagem; nele ficam facilmente perceptiveis os diferentes estigios que uma bolha pode
apresentar; acima vemos bolhas poliédricas (dry foam) decorrentes da drenagem do liquido gracas a

aciio gravitacional, conservando um cariter intermedidrio de bolhas imidas (wet foam) até bolhas
mais esféricas (bubbly liguid) quando a matriz que a envolve é totalmente liquida. (imagem obtida de
www.physics.upenn.edu — drain foam image)

Além de diferengas geométricas e estruturais, as dindmicas nos casos limites
obedecem a leis distintas e j4 bem estabelecidas. Espumas secas obedecem a lei descrita
por von Neumann enquanto que espumas molhadas estdo no regime Ostwald Rippening

ou Lifschitz-Slyozov-Wagner (LSW) (como veremos nas se¢des seguintes). Porém, para



espumas timidas, em que a superficie das bolhas tem contatos entre si (superficie seca) e,
também, contato com a matriz liquida (superficie molhada), hd uma restri¢do na teoria,
ndo hd um modelo matematico que descreva de maneira geral a dindmica de espumas
secas, Uimidas ¢ molhadas, abrangendo a teoria jd existente para os comportamentos

limites de muito ou pouquissimo liquido na espuma.

Para o estudo deste sistema fisico vamos entender melhor sua estrutura e a base
da teoria ja existente sobre seus comportamentos estitico e dindmico, tratando também
de como € o procedimento para realizar simulagdes computacionais € mostrando alguns

resultados das simula¢des realizadas para diversas fragoes liquidas.

1.1 Elementos estruturais

Os elementos bdsicos de uma espuma liquida sdo: o gds, envolto por uma

matriz liquida, na qual existe uma distribui¢do de surfactantes.
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Ilustragiio 1.2 — Esquema ilustrativo da estrutura bifisica formada de gas e solug¢do aquosa, onde os
surfactantes acabam por estabilizar esta separacio das fases por apresentarem uma cabega
polarizada (tornando-a hidrofilica) e um corpo nio polarizado (hidrofébico). Os filmes de sabio

devem sua estabilidade a esta estrutura pois a presenca de surfactantes aumenta sua tensio
superficial. (www.jimseven.com — surfactant)

»

O filme de sabdo terd sua espessura determinada pela quantidade de liquido na
espuma e conseqiientemente teremos topologias distintas para suas bolhas. Sua estrutura
basica é estdvel gragas a presenga dos surfactantes (surface active agents) que, em geral,

sdo moléculas longas com uma ‘cabega’ hidrofilica polar e um ‘corpo’ hidrofébico néo-



polar. Quando dispersos em um liquido, os surfactantes difundem em dire¢do as
interfaces, organizando-se em camadas surfactante-liquido-surfactante, como

representada na Ilustragio 1.2.

As arestas das bolhas sdo conhecidas como canais de Plateau, que tém a forma
de tridngulos concavos e € através deles que ocorre a drenagem do liquido. J4 no
encontro entre arestas temos os vértices que, descritos pelas leis de Plateau, formam

angulos entre si de 120° em 2D e de 109°28°16"" (angulo tetraédrico) em 3D.

Ilustraciio 1.3 — Aqui representamos a estrutura mais estivel para juncio entre canais de Plateau.
Observa-se que as secg¢oes transversais dos canais desenham triingulos concavos, e que apenas
quatro bolhas se encontram por vértices, com angulos iguais. (www.maths.tcd.ie — Plateau border)

Quando se faz referéncia a espuma tridimensional trata-se da forma como a

encontramos naturalmente, bem como quando agitamos dgua com sabdo, por exemplo.

No entanto, se confinarmos uma espuma entre duas laminas, tal que a distincia
entre elas seja da ordem do raio médio da menor das bolhas, entdo teremos um sistema
bidimensional, com dindmica e estrutura andlogas ao sistema tridimensional, porém com
algumas mudangas conceituais: quando falamos de tamanho da bolha, ndo mais nos
referimos ao seu volume, mas sim a sua drea; as delimitagdes entre bolhas ndo serdo
mais suas dreas interfaciais mas os perimetros entre elas; e, no lugar de poliedros

teremos poligonos (ou seja, falaremos de circulos no lugar de esferas).

A partir daqui nos focaremos mais em sistemas bidimensionais. Por exemplo,
em alguns pontos, veremos uma descri¢do mais geral de forma a facilitar a compreensdo

dos pontos que estario sendo discutidos.



2 ESTABILIDADE

2.1 Lei de Laplace

Pierre Simon Laplace (1749-1827) em um de seus trabalhos demonstrou a
correlagdo entre a diferencga de pressdo numa interface e a sua curvatura (cfe. Ref. 1) é tal
que esta curvatura € diretamente proporcional a diferenca de pressio e inversamente

proporcional a tensdo superficial desta interface, isto €,

AP _F-P,
K'&_ oK —=
/4 /4 @.1)

onde k; € a curvatura local entre estas, P; ¢ P; sdo as pressoes das bolhas i e j,

respectivamente, e Y € a tensdo superficial.

Esta diferenca de pressdo ¢ basicamente a for¢ca motriz que rege a dinimica de
uma espuma, pois temos difusdo do gas de uma bolha para a sua vizinha mais préxima,

fazendo com que algumas bolhas cresgcam e outras diminuam e desaparegam.

Podemos determinar a diferenca de pressdo entre duas bolhas sabendo que a
energia livre do sistema é minimizada para superficies curvas. Para esse sistema a

energia a ser minimizada é a energia livre de Helmholtz dada por F=-pdV.
Considerando, a principio, o caso de bolhas esféricas. Escrevemos:

F=F (2.2)

Ginterno

+F + K +:1

Gexterno liquido finterna + Fflecrna

onde Fginerno © Feinerno 530 as energias livres do gds dentro da bolha e fora da
bolha. Fiiuidse € a energia do volume liquido que se encontra entre as faces interna A; e

externa A; e as energias livres destas faces sdo, respectivamente, Fuerna € Frexterna-

Temos a condigdo de minimizagdo da energia livre quando dF=0; e como o

liquido pode ser considerado incompressivel, dFquido=-PiiquidodViiquido=0. Portanto:

+dF, +dF, =0 (2.3)

finterna fexterna

dF,

Ginterno

+dF,

Gexterno



Reescrevemos a expressio em termos das pressdes do gds interno e externo a
bolha, e das tensdes superficiais y, utilizando dFjuce=ydAgce. De acordo com a hipétese
de incompressividade, o volume de gis que sai da bolha, aumenta o volume externo mas

conservando as densidades, desta forma dVginerno=-dVceverno=cV.

_.(P

Gintermo

~ PG:xlcmu )dv * y(dAi + dAz )= 0 (24)

PGinterno € PGexierno 580 as pressoes dentro e fora da bolha. Como dVjyguiz=0
podemos relacionar os raios de curvatura interno e externo, r; € rz, por rp2dr;=ry%dr;,

entdo escrevemos:

AP:ydA'+dA2

dav (2.5)

AP = 27{i + i)
h & (2.6)

Mas como em espumas em geral a espessura do filme pode ser desprezada,

ou,

reescrevemos (2.6) utilizando r;=rs.

AP = 4y(lJ
4 2.7

Isto para uma bolha esférica, mas facilmente notamos que, sob um elemento de

superficie, a variagdo de pressio é metade disto, AP=2y(1/r).

2.2 Leis de Plateau

O fisico francés Joseph Antoine Ferdinand Plateau (1801-1883), em 1873
publicou o que se considera o primeiro trabalho sobre espumas e bolhas de uma maneira
mais cientifica. E, nesse trabalho, definiu algumas regras necessérias para o equilibrio de

uma espuma (cfe. Ref. 1 e 13).

Primeira lei (2D): para uma espuma seca, somente trés filmes (arestas) se

interceptam por vértice, e sempre formando angulos de 120° entre eles.
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(3D): ainda para espuma seca, cada vértice da estrutura serve como jungio de,
no mdximo, quatro bolhas, o que equivale a quatro intersec¢des entre bolhas, e sempre

formando angulos simétricos com o valor de g=cos™'(-1/3).

Hustragiio 2.1 — Para uma espuma seca bidimensional, observamos vértices na forma de semi-arcos,
com diferentes pressdes entre bolhas vizinhas e vértices com dngulos de 120°. Em cada vértice, estes
dngulos representam o equilibrio entre as tensdes superficiais sobre eles aplicadas, do contririo
deve haver deslocamento nas posigoes gracas a esta forga resultante niio nula. (cfe. Ref. 13)

Como espumas sdo sistemas com energia de superficie, minimizar energia
significa minimizar a drea interfacial (3D) ou o perimetro (para o caso bidimensional).

Isto consequentemente resulta nas simetrias topolégicas que Plateau descreveu.

Segunda lei: de maneira geral, todas as paredes da bolha sdo sec¢des de arcos

circulares; e qualquer vetor tangente a sua superficie sempre varia suavemente.

Ilustragdio 2.2 — Estrutura molecular do canal de Plateau; aumentando a fragdo liquida do sistema,
diminuimos o stress entre as moléculas do surfactante aumentando o volume do vértice e resultando
em bolhas mais esféricas.
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Em espuma timidas observamos canais de Plateau com a forma de tridngulos
concavos. Bidimensionalmente podemos obter uma representagio de espumas tmidas
superpondo canais de Plateau sobre os vértices, pois ¢ neles que se acumula o liquido
injetado no sistema (Ilustracdio 2.2 acima) de forma a diminuir o stress entre as

moléculas do surfactante.

2.3 Relacao de Euler

Topologicamente, espumas sdo caracterizadas pelo nimero de arestas, nimero
de vértices, nimero de faces e niimero de células (cfe. Ref. 1 e 13). A relagio de Euler,
expressa na equacdo (2.8), nos dd uma relagdo entre estes pardmetros topolégicos, de

onde tiramos algumas informagdes importantes.

N N +N

s =N :5
Sfaces arestas vértices poliedros (28)

Temos ¢ como um invariante topolégico, que pode assumir os valores ¢=/ para
o plano ou para o espaco Euclidiano tridimensional, mas também pode assumir valores

como ¢=0 para toros e ¢=2 para superficies definidas por esferas.

Para uma espuma seca bidimensional, Npsjiedros=0, pois poliedros sdo estruturas
tridimensionais, e também Npuces=Nbotias € Narestas=Nyizinhos que definimos como n. Como
cada vértice junta 3 bolhas, Nyspices=%<n>Npoinas €, cada aresta separa 2 bolhas, ou seja,

Narestas=Y2<n>Npomas- LOgo a equagio (2.8) pode ser reescrita da seguinte maneira:

<n> <n>
Nboﬂlas [ Nbuﬂms + Nbu.ﬂ:as =1

3 2 (2.9)

ou,

<n>
N 1- =1
a‘mﬂms[ 6 J

Esta equagdo (2.10) deixa claro que para um niimero muito grande de bolhas,

(2.10)

Npothas— @, (1 - <n>/6)— 0, ou seja, temos que o niimero médio de lados das bolhas
tende a seis, <n>—6. No caso uniforme, temos uma rede hexagonal. Veremos como

este resultado se reflete na lei de von Neumann que trataremos a seguir.



3 DINAMICA

3.1 Lei de von Neumann

A lei de von Neumann (cfe. Ref. 1, 12 e 13) trata da dinimica de espumas
descrevendo a taxa de crescimento ou decrescimento de uma bolha apenas em fun¢éo do

nimero de vizinhos que esta bolha tem.
Para chegarmos a esta expressio consideramos cinco hipéteses:

a. Num vértice, apenas trés arestas se encontram e em angulos de 120°

(primeira lei de Plateau);
b. Todas as arestas sdo se¢Oes de arcos circulares (segunda lei de Plateau);

c. O raio de curvatura da aresta € inversamente proporcional a diferenca de

pressdo através dela;

d. O produto do comprimento de uma parede pela diferenga de pressdo

através dela € a taxa de difusio do gds que por ela passa;

e. Como as diferengas de pressdes sdao pequenas, podemos considerar uma
equivaléncia entre a difusdo de gds e a taxa de variagdo da drea das

bolhas.

Considerando uma bolha de n lados como a da Ilustragiio 3.1, podemos dizer

3 : — 2 Sy 5
que o angulo interno médio « € igual a — . Em um aproximacao por poligonos sabemos
n

que o angulo médio interno £ estd correlacionado com o dngulo a, dado que a soma dos

angulos internos de um tridngulo somam x radianos.

2+a=x G

ou seja,



Tlustragiio 3.1 — Representaciio geométrica de uma bolha de cinco lados, onde representamos o raio
de curvatura p, o fingulo interno para aproximacfio por poligonos 2 e o comprimento da aresta d.
Como os dngulos internos da bolha sfio 120°, vemos que £ +6 é igual a metade deste dngulo. (Ref. 1)

53

Pela primeira lei de Plateau, sabemos que o dobro da soma entre o dngulo f e o

(3.2)

angulo ¢ (que corresponde a diferenca entre o dngulo interno real da bolha e o angulo
aproximado pelo poligono) deve ser 120°, ou seja, 2—;:—r:.ldiarlc:s.. Temos que o € dado

por:

§=£_ﬁ=ﬁ(l-lJ
3 n 6 (3.3)

Como sabemos que cada lado € uma sec@o de arco circular, consideramos um
comprimento de arco médio d e, a partir deste comprimento, podemos determinar o raio

de curvatura r em termos do nimero de lados da bolha.
Considerando o tridngulo formado pela aproximagdo por poligonos e o centro

d
da curvatura da aresta (como representado na llustragdo 3.1), e sabendo que r=—,

temos que:

Z[E— §J+ Y=
2 (3.4)
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Reescrevemos e usamos a equagdo (3.3), para obter que y tem a seguinte

}/: 25: 2”(_1.__1_)
n 6 (3.5)

Agora, tomando em consideracdo que a diferenca de pressido € inversamente

forma:

proporcional ao raio de curvatura, escrevemos:

Apmf[ﬁ"") (3.6)

d\  3n

Obtemos apenas com argumentos geométricos e utilizando a relacdo de Laplace
uma expressdo para a diferenca de pressdo através de uma aresta, sabendo que um

processo difusivo se dard sempre da bolha com maior para a com menor pressdo interna.

Como citado na hipétese (d), obtemos a taxa com que varia a concentracio de
gds (C,) de uma bolha para outra apenas multiplicando a diferenca de pressao entre elas
pelo comprimento do filme que as separa. Assim equacionamos variac@o total desta

concentragdo em (3.7).

[dz” L.: = n[d(- AP)] G.7)

Utilizando a hipétese (e) podemos escrever tudo em fungdo da taxa de variagdo

da drea da bolha e, enfim, chegamos a lei de von Neumann,

dA
L= -6 38
s e

onde k € a constante de permeabilidade Glazier (1989) (Ref. 3) e seu valor é ZTM , onde

este y € a tensdo superficial,

Esta lei nos diz que apenas a configuragdo de uma rede hexagonal € estivel. Do
contrdrio, sempre haverd difusdo entre bolhas, ocorrendo processos de transi¢do

topoldgica (como os da Ilustragio 3.2), até que todas as bolhas desaparecam.



Ilustragdo 3.2 - Principais processos de transi¢io topolégica observados em bolhas; temos o
processo T1 onde ha inversio de pares, o T2(3) no qual uma bolha de 3 lados desaparece dando
lugar a um vértice e o T2(4) que, ao sumir uma bolha de 4 lados, formam-se dois vértices. (Ref.1)

3.1.1 Evolucao Temporal

Como vimos ao tratar da lei de von Neumann na segdo 3.1 acima, para sistemas
nao hexagonais (n#6) temos a implicagdo de que o comprimento médio da escala, ou
seja, o tamanho médio das bolhas, crescerd continuamente com o tempo, definindo um
‘equilibrio de escala’ (cfe. Ref. 1).

Neste estado a probabilidade de uma bolha possuir n lados e, o tamanho
relativo das bolhas com n lados, comparado com a populag¢@o total, permanecerao

constantes com a evolugd@o temporal do sistema.

Neste momento, podemos definir uma densidade de probabilidade de encontrar
uma bolha de n lados com drea entre a € a + da como p(n,a,t). Essa densidade pode ser

transformada em uma fung¢fo de varidveis adimensionais como vemos na equagio (3.9),

a 0 da

<a> ‘<a>

p(n,a,r)da =&(n,

(3.9)

onde <a> = A /N é a 4rea média das bolhas e ¢ é uma fun¢@o adimensional.

Considerando que todas as bolhas com drea entre 0 e k(n — 6)4t desaparecerdo
num certo intervalo de tempo 41, paran =3, 4 e 5, podemos escrever que o nimero total

de bolhas varia com o tempo como,
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5
AN =" Np(n,a,t)x{n—6)At (3.10)

n=3

Usando a relagao (3.9), e considerando que estamos num estado de escala onde

a
¢ (n—— = =L (n ) reescrevemos (3.10) da seguinte maneira:
a>

"Z-fm (n—— "{" 6) G.11)

A

n=3

Com isso podemos ver que o nimero de bolhas N decresce inversamente
proporcional ao tempo e, como <a> a N, vemos que <a> entdo cresce linearmente

num estado de escalamento.
Noct™ <a>cct (3.12)

onde ¢ € uma constante positiva.

3.2 Ostwald Ripening

Descrever o crescimento de bolhas quando dispersas em uma matriz liquida é
andlogo a descrever o crescimento de grdos sélidos homogéneos quando ocorre uma
transformacg@o de fase liquido-sélido em uma mistura bindria, pois ambos 0s processos
ocorrem em sistemas bifdsicos que envolvem mecanismos de difusdo e energias de

superficie.

Quando consideramos uma distribui¢@o grande de griaos/bolhas, chamamos este
processo de Ostwald Ripening. Nesta escala vemos que sua dindmica se caracteriza por
uma tendéncia a diminuir a drea interfacial total dos graos/bolhas, através da diminui¢do
e desaparecimento dos menores enquanto os maiores crescem, até€ o estado em que resta

apenas um tnico grao/bolha (cfe. Ref. 4).

A forca motriz deste processo € a condi¢do de Gibbs-Thomson, que nos diz que

o potencial quimico da interface entre as fases € proporcional a sua curvatura.

Para a solugiio deste problema tomamos um sistema tridimensional com um

nimero grande de bolhas e duas condigoes:
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distancia tipica entre bolhas _ 0 1 3.13)
tamanho tipico das bolhas £ '
tamanho tipico das bolhas ( 1 J

. — =0|— (3.14)
flutuacGes em sua esfericidade £

comO<e<<],

A primeira descricdio matemdtica deste sistema foi proposta por Lifschitz e
Slyozov em 1961 (Ref. 5), e independentemente por Wagner também em 1961 (Ref. 6),
dai o nome regime LSW (revisado em ref. 7 e §8). Para analisarmos esse regime,
consideramos uma distribuicao homogénea de gds no liquido, com um grande nimero de
bolhas com forma esférica e sem movimentos relativos entre seus centros ou entre a

matriz liquida.

Primeiramente tomamos o numero de bolhas com raio entre R ¢ R + dR
(n(R,1)dR) que, levando em contatomando as consideragdes acima, obedece uma

equacio de continuidade,

%[H(R,;)]+%[fi_fn(n,t)]=o .05

jd que, desta maneira, mesmo que sua drea total diminua o seu volume total se conserva.

N
4 5 pdup (3.16)
N
iZR} <0 (3.17)
dt

i=l

A solucido para a equacgio (3.15) €,

dR 1 —
E=?({—)RZ—(I)(RG)‘R(I)) (3.18)

onde , R(¢) é dado por,

B IRJ:(R,I)dR
 [nlR.1)ar

R(r)

(3.19)
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A lei de crescimento descrita por LSW nos diz que o tnico estado de equilibrio
ocorre quando tivermos todos os raios iguais (R;= R»= ..= Ry) ou quando houver
apenas uma bolha no sistema, do contrario, sempre haverd difusdao de uma bolha para a
outra, fazendo com que as bolhas menores desaparecam enquanto que as maiores
crescem. Desta maneira, também podemos pensar em um estado de escalamento quando
as distribuicées de probabilidades se mantiverem constantes, analogamente ao que
ocorre no regime de bolhas secas descrito por von Neumann, ja que o comprimento

médio da escala cresce continuamente com o tempo.



4 SIMULACAO

Agora que ja conhecemos a estrutura de uma espuma podemos pensar em
realizar uma simulagdo numérica deste sistema. Para isto, ¢ importante que sejamos fiéis
ao que descrevemos até entao, reproduzindo suas caracteristicas geométricas e de
estabilidade. Também € necessdrio que sua dindmica seja condizente com os modelos de
crescimento de von Neumann para espumas secas e Ostwald Ripening para as molhadas.
Assim sd3o necessdrias andlises estatisticas em sistemas com mimero de bolhas

suficientemente grande.

Trataremos apenas modelos de espumas bidimensionais secas, umidas e
molhadas sem a influéncia da acgdo gravitacional, deixando modelos tridimensionais e

com drenagem em aberto para trabalhos futuros.

4.1 Simulacao de Espuma Seca

Alguns detalhes principais ndao podem deixar de ser levados em consideragao
em uma simulagdo de espuma seca para garantir a fidelidade do modelo (cfe. Ref. 13).
Tais detalhes jd foram citados anteriormente, mas re-enfatizamos que € necessdrio que se

descreva:

a. as pressoes das bolhas. Que pela lei de Laplace sabemos que a diferenca
entre as pressdes de bolhas vizinhas € proporcional a curvatura da aresta

que as divide;
b. as coordenadas dos vértices;

c. a lei de Plateau que garante a existéncia de vértices de 3 bolhas se

encontrando com angulos de 120°; e

d. as dreas das bolhas, assim como suas variacdes com o tempo de

simulagao.
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E importante que o sistema seja suficientemente grande para nos possibilitar a
utilizagdo de condig¢bes de contornos periddicas que, como veremos, serd favordvel para
os modelos tratados nas proximas se¢oes. Sendo um sistema grande, também poderemos
considerar que para N bolhas, de acordo com a relagdo de Euler (descrita na se¢io 2.3

acima), teremos 2N vértices.

Tal simulagio deve garantir uma dindmica por minimizacdo do perimetro entre
bolhas e a dindmica de crescimento das bolhas deve confirmar a lei de von Neumann

(descrita 3.1)

Alguns dos modelos que se propdem a descrever sistemas de espumas estrutural
e dinamicamente sdo o Modelo de Vértices, o Modelo de Interagao Bolha-Bolha, e o

Modelo de Potts Celular, este tiltimo que trataremos com mais detalhes.

O Modelo de Vértices se propoe a descrever todas as equagdes de movimento
dos 2N vértices da espuma, baseados nas idéias de que dada as diferengas de pressdes
entre bolhas, suas arestas serdo curvadas alterando, momentaneamente, os dngulos entre
as arestas nos vértices, o que resulta num desequilibrio entre as tensdes atuantes sobre
estes, movimentando-os. Tal modelo é bem aplicado para o caso de espuma seca, tendo

algumas dificuldades técnicas para simulages com fracdo liquida maior.

O Modelo de Interaciao Bolha-Bolha considera cada bolha como discos (ou
esferas no caso 3D) onde o contato entre elas é tratado como interacoes eldsticas entre
seus centros gerando apenas compressdes ou expansoes, sem deformacdes. A utilizagio
de um potencial harmonico de interagdo entre bolhas é uma boa aproximacgio para o
caso em que as compressoes sao pequenas. Este modelo tem boa aplicabilidade para
simular sistemas com fragio de liquido maior, com alguns problemas em sistemas secos

pela aproximacao feita de bolhas por discos.

4.1.1 Modelo de Potts Celular

O Modelo de Potts Celular (cfe. Ref. 9,10 e 11) é basicamente uma
generalizagio do modelo de Ising para sistemas magnéticos, onde ao invés de
considerarmos apenas 2 tipos de sitios (spins), abrimos o leque de possibilidades para Q

spins, podendo Q tender a N (nimero de bolhas) com cada sitio (no caso, agora cada
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bolha) interagindo com seus sitios vizinhos. Tal modelo descreve bem dindmicas de
crescimento de bolhas e de graos (nucleagdes em transformagdo de fase liquido-sélida),

apenas com algumas consideracGes especificas para cada caso.

Define-se uma bolha pelo conjunto de sitios do mesmo tipo §;, € a interagdo
entre sitios € representativa da energia de perimetro caracteristica das espumas, que é
descrita pelo Hamiltoniano seguinte:

ZZJ[1—5(S.-—S;)] @.1)

H=1+
2 i <)

onde <j>;indica que a soma deve ser feita sobre todos os j vizinhos do sitio i, dentro de
um certo raio de interagiio pré-estabelecido; temos o fator %2 pois hd duas contagens para
cada par de sitios,  é a delta de Kronecker que tem como propriedade ser d(Si-Sj)=1
para S;=S; ou d(S;-§;)=0 para S#S; e J que descreve o mddulo da energia de interagio

entre cada sitio.

Para transcorrer a dindmica sorteia-se um sitio i randomicamente e, dentre os
vizinhos interagentes com este sitio, também de forma randémica, seleciona-se certo
vizinho j, com o qual propomos uma troca de tipo (spin), onde S; passa a ser §;. Entao, se
a nova configurag@o representar uma energia mais baixa que a antiga, efetiva-se a troca
(com probabilidade um). Caso a variagio de energia AE = E, - E,.; seja nula, a efetivacédo
da troca ocorre com probabilidade de 50%. Agora, se a 4E > 0, ela € aceita com
probabilidade exp(-4E/kgT), onde kg € a constante de Boltzmann e 7 € um termo de

temperatura que garante flutuagcdes na membrana entre duas bolhas.

Realizando um niimero ¢ de sorteios como descritos acima, definindo um Passo
de Monte Carlo (MCS), onde ¢ é o nimero total de sitios no sistema. Desta forma

podemos definir tempo de simulagdo por quantos MCS o sistema ja evoluiu.

Fica fécil de imaginar que, caso T seja muito alta, teremos um estado
desordenado, indesejado diante da nossa intengido de simular espumas (bem como néo hé

estrutura estdvel para espumas a temperaturas muito elevadas).
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4.2 Simulacdo de Espuma Umida

Para simulacdo de espuma umida procede-se de maneira similar ao caso de
espuma seca, porém agora levando em consideragio a existéncia dos Canais de Plateau
(descritos na se¢do 2.2). Baseado nas leis descritas por Plateau, faz-se veraz o teorema

que segue:

Teorema — Como Plateau ja havia observado, o aumento da fragdo liquida em

uma espuma corresponde a um aumento das dimensdes dos Canais de Plateau.

Em outras palavras, injetando mais liquido em uma espuma, este ndo se
acumulard no filme de sabao entre duas bolhas, mas caird nos Canais de Plateau. O que
significa que, no caso de uma simulagio ou modelagem de uma espuma tmida, basta
definir um estado inicial como para um sistema seco e entdo, nos vértices, colocar tanto
liquido quanto for necessdrio para descrever a fragdo liquida desejada para esta
simulagdio ou modelagem. Mas sempre lembrando que estes Canais de Plateau tém a

forma de tridingulos concavos, sempre mantendo suavidade no contorno das bolhas.

Tlustragdo 4.1 — A partir de uma espuma seca (a) podemos criar uma espuma timida apenas
inserindo liquido nos vértices entre bolhas (b) definindo os canais de Plateau com forma de
triingulos concavos para garantir que o contorno das bolhas seja suave, podendo ser inserido
quanto liquido quando for desejado para a simulagio. (cfe. Ref. 13)
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Outros detalhes a serem considerados em uma simulagdo de espuma timida é
que os raios de curvatura dos Canais de Plateau sio determinados (como descrito na
seciio 2.1) pela lei de Laplace como r = y(p — ps)”’, onde p é a pressio da bolha e p; é a
pressdo do Canal de Plateau. E os raios de curvatura das arestas entre duas bolhas sdo r
= 2y(p — pj)", onde p; é a pressao da j-ésima bolha vizinha. Além disso, consideramos

que a pressdo py seja constante por toda a matriz liquida.

No caso de simulagdo por Modelo de Potts (ver secdo 4.1.1), incluir fragdo
liquida ndo nula no sistema resulta em alguns problemas funcionais, pois teremos que
incluir uma nova varidvel que diferencie entre o que € liquido e o que € ar, como um
spin secunddrio, pois devemos abranger consideragdes sobre diferentes energias de
interagdo entre sitios que representam ar e sitios que representam liquidos e, também,

abranger a incompressividade do liquido.

Podemos escrever o Hamiltoniano do sistema como,

H =13 % 10,0, Ji-5(5,-5,}+ 3 10, Yo, ~a*(0, ) @2)

P<j> k=1

onde D; € o nosso spin secunddrio que distingue entre ar e liquido, J(D;D;) € a
energia de interagdo entre sitios que agora passa a depender se a interacéo € entre ar-ar,
liguido-liquido ou ar-liquido, no segundo termo fazemos o somatério sobre todas as
bolhas onde 5(Dy) é o termo que representa a energia de drea, com s(ar) = 0 porém
n(liquido) > 0, ay é a 4rea da bolha k, ou mimero de sitios que a compdem e, a**’(Dy) é a
drea em torno da qual as bolhas de liquido devem flutuar, em primeiro lugar pela sua
incompressividade mas também para garantir que a fracdo liquida do sistema ndo varie

muito além do que flutuagdes em torno do valor pré-estabelecido para a simulagéo.

Vemos que hé a introdugio do conceito de bolhas de liquido, o que nos facilita
no momento de criar o estado inicial, pois podemos definir que, se o nimero de bolhas
de ar for N, o nimero de bolhas de liquido serd igual ao nimero de vértices, ou seja, 2N

de acordo com a relagdo topoldgica de Euler na se¢io 2.3.
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5 METODOLOGIA

Baseado nos conceitos sobre simulagdo apresentados na seg¢io anterior, vamos
descrever toda a metodologia para simulagdes utilizando o Modelo de Potts Celular, por
Método de Monte Carlo, desde a criacdo de um estado inicial utilizando todas as leis e
regras até entdo estabelecidas; passando pela criagéo de sistemas com diferentes fragoes
liquidas; como € a utilizagdo de uma rede quadrada para descrever um sistema continuo,
bem como as correcOes necessdrias para isso, e como procedem as medidas e anilises

das caracteristicas gerais das bolhas nestas simulagdes (cfe. Ref. 2).

5.1 Criando um Estado Inicial

O primeiro passo em uma simulagdo € a criagdo de um estado inicial, a partir do
qual o sistema poderd evoluir seguindo os principios dindmicos descrito nas secoes

anteriores.

Uma forma comum € considerarmos uma rede, mais precisamente uma matriz
com a mesma dimensionalidade da simulagiio que desejamos, onde cada ponto na matriz
representa um sitio. Aqui assumiremos uma matriz bidimensional, pois como j

mencionamos, nao entraremos no mérito das simulagdes de espumas tridimensionais.

114 12|2]|2)|2|2|2]|2)|2 )2
11112121212 ]|2|21212)2
11111 |2]212|2|21213]|8
111111121202 |313]3]83
111111131313 13:(3[3
11111]113]3]3|3}|3|3]3
1[4]1]13]3]13]3]3]3]3]3

Ilustragiio 5.1 — Esquema representativo de uma rede com trés tipos de sitios representando trés
bolhas diferentes; vemos, em vermelho, os perimetros entre bolhas, e temos claramente como cada
sitio representa uma unidade de drea para a bolha que representa.
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Primeiramente zeramos a matriz, entdo sorteamos Ny pontos aleatérios dentro
da rede, onde Ny é o nimero inicial de bolhas que desejamos inserir no sistema e, a cada

sorteio crescemos uma bolha com raio 3, ou seja, a partir do sitio sorteado, tomamos

seus primeiros vizinhos e os que satisfizerem a relag@o 1[x2 +y* <3, onde x ¢ a abscissa

e y € a ordenada da posi¢do do vizinho relativa a posi¢do do sitio sorteado, 0s quais

formardo a bolha em questdo.

Como todas as bolhas criadas com este procedimento sdo do tipo ar, utilizando

o Hamiltoniano (4.2) e determinando que 5(ar) > 0 e, entdo, podemos definir qualquer

tipo de distribuigdo para os tamanhos das bolhas apenas tomando o termo a*"°(D;) como

uma fun¢do de distribui¢do qualquer; no entanto, nos limitamos a descricdo de um

sistema com uma distribuigdo monodispersa de bolhas, ou seja, atribuimos um valor
alvo

constante para a"  (D;), tomando o cuidado para que, com este valor de 4rea alvo, toda a

matriz seja preenchida por bolhas de ar.

Entdo deixamos certo tempo para relaxagdo do sistema com temperatura nula
até que ndo reste nenhum sitio zerado, o que pode ser algo em torno de 100 MCS.
Podemos esperar que isto acontega, pois as bolhas inicialmente criadas com um tamanho
relativamente pequeno representarao uma energia muito grande para que o sistema se
mantenha com esta forma, gracas ao segundo termo do Hamiltoniano (4.2) que tenderd a

uma rede hexagonal.

Até entdo temos uma perfeita descricio de como podemos criar um estado
inicial para um sistema representativo de uma espuma seca, porém nio desejamos parar
por aqui, pois pretendemos realizar simulagdes de espumas secas, umidas e até

molhadas.

Podemos fazer valer o teorema descrito na se¢do 4.2 acima que nos garante que,
para representar uma espuma molhada, podemos apenas colocar liquido nos vértices de

uma espuma seca, tanto quanto for a fragio liquida que desejarmos.

A partir disto, tomamos nosso estado inicial seco ja criado e varremos a matriz
em busca de vértices lembrando que vértices sdo definidos pelo encontro de 3 ou mais

bolhas. Em cada vértice criamos uma ‘bolha’ liquida, e ap6s criarmos todas as bolhas
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desejadas, relaxamos o sistema (ainda com temperatura nula) até que estas ‘bolhas’

alvo

liquidas tenham o tamanho determinado pela a" “(liguido) que deve ser calculada a

partir do nimero de bolhas criadas e da fragdo liquida do sistema.

Neste ponto ji podemos melhor definir fragdo liquida para uma espuma
bidimensional como sendo a razéo entre a drea total ocupada por liquido e a 4rea total do
sistema. Para o caso de sitios em uma rede, a fracéio liquida é a razio entre o nimero de

sitios do tipo /iquido e o nimero total de sitios.

Temos entdo um algoritmo para a criagdo de estados iniciais de sistemas

representativos de espumas, independente da frag@o liquida desejada.

5.2 Medidas Geomeétricas

Em diferentes momentos ja tivemos a necessidade de descrever, como
definimos a drea das bolhas e o perimetro entre bolhas num sistema utilizando uma rede
quadrada, onde tomamos o ndmero de sitios de certa bolha equivalente a irea desta, e o
nimero total de primeiros vizinhos pertencentes a bolhas diferentes que os sitios da

bolha em questdo possuem como o equivalente ao seu perimetro.

Porém, com jd é bem conhecido em simulagdes (cfe. Ref. 2) ou experimentos
utilizando redes quadradas, medidas geométricas (curvaturas, comprimentos, dreas, ou

volumes, no caso tridimensional) divergem de medidas em um espaco Euclidiano.

pl=bup.
p2=8up,

Ilustragiio 5.2 - Vemos que, para uma rede quadrada, as medidas dos perimetros pl e p2 séo
exatamente a mesma, o que representa um problema quando queremos executar uma dinimica de
minimizac¢io de perimetro, ainda mais quando tratamos de espumas, onde ‘quinas’ nio sdo
situacdes energeticamente favoraveis.
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Vemos na Ilustragdo 5.2 que além de termos o problema de truncamento na
rede em dindmicas de minimiza¢do de perimetro, o perimetro que desejamos medir
deveria ser ainda menor que o perimetro p/ que determinamos, ou seja, desejamos uma

aproximagao suave da curva descrita por p/.

Para evitar este truncamento com a rede, utilizamos uma interagdo entre sitios
com um raio de interagcdo que alcanga até seus sétimos vizinhos, num total de 36 sitios
vizinhos podendo interagir com o sitio em questdo, isto combinado com uma
temperatura ndo nula, para possibilitar uma flexibilidade caso tenhamos truncamentos

locais, para que estes possam logo ser desfeitos.

Para corrigirmos o cdlculo do perimetro dada uma métrica ‘quadrada’, medimos
a drea e o perimetro de um circulo para diferentes raios R, ja que as bolhas possuem a
mesma topologia de circulos, gerando desta forma uma curva de calibracao, como a da

Ilustragdo 5.3.

1.8
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Hustragiio 5.3 - Areas e perimetros medidos para um circulo em uma rede quadrada, relativos as
dreas e perimetros determinados num espago Euclidiano,

Desta maneira, as distor¢des podem ser corrigidas dividindo o perimetro e a

drea pelos parametros a; e az, respectivamente, onde:

R>>1 (5.1)

P
27R

a, = -(—qu R>>1 (5.2)
m_
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Além das medidas ja descritas, podemos dizer que a determina¢do do nimero
de bolhas que ainda estdo no sistema € feita apenas contando quantos spins do tipo ar

ainda existem no sistema.

A partir destas medidas, podemos determinar as distribui¢des de probabilidades
de interesse para o estudo do sistema, assim como caracteristicas gerais da espuma

simulada, ou seja, estamos preparados para obter resultados.



6 RESULTADOS

Utilizando a metodologia descrita acima, a principio realizamos trés simulagoes

com fragdes liquidas 0%, 10% e 20%.

Quando analisamos os grificos de evolug@o temporal, notamos que depois de
certo transiente, temos as previsoes da existéncia do estado de escala onde as condigdes

de linearidade (em escala logaritmica, como na Ilustragdo 6.1) dadas por (3.12), se

confirmam.
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Ilustracio 6.1 — Evolucio temporal da drea média, perimetro seco médio, perimetro molhado médio
e niimero de bolhas para sistemas com 0%, 10% e 20% de liquido. Notamos nos dois grificos abaixo
que, depois de certo transiente, temos a linearidade prevista para o estado de escalamento.

Também notamos que as inclinagoes das curvas diminuem com o aumento da
fragio liquida, pois como jd esperdvamos, os processos difusivos sdo dificultados
quando aumentamos a interface ar-liquido das bolhas; em outras palavras, € mais facil

ocorrer difusdo através do filme de sabdo do que pelo Canal de Plateau.
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Como forma de confirmar se nosso sistema estd mesmo no estado de escala,
podemos analisar as distribui¢des de probabilidade de encontrarmos bolhas com drea

entre a e a + da.

al<a> P/ <P,

ﬁw (a) : :méb) 10 D
A 08 T 1080

(1] ‘\' o 208 -y g
vV o6 06 A
© o<

—0.4 04z
a. Y
0.2 02 —
?.g Gt 0 ? 0,0 -
A (© . [)d) S

T08 phi .0 2

fol H
‘_\LHD.B WWWWWM(J0.0 ?\‘
oo04 a2
S 0'2 'D.ss V
-

X
1% 2,’ 3 4 0 1 2 3 4
<p >
pa-a pa-a pG.‘W;qpa'W}

Ilustragiio 6.2 — Distribuicoes de probabilidade para phi = .00; onde P(a/<a>), é a probabilidade de
encontrar bolhas com a/<a> entre a/<a> e a/<a> + da/<a> (adimensional), da mesma forma para
P(prod<pie>), para P(p,../<p...>) e para P(p,../< pa., >), onde p,, é o perimetro total da bolha, p,. € 0
perimetro da bolha com outras bolhas de ar e, p,.,. o perimetro da bolha com os canais de Plateau.
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Ilustragdo 6.3 — Distribuicdes de probabilidade para phi =.10.
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Ilustraciio 6.4 — Distribuicdes de probabilidade para phi = .20.

Nas Ilustragdes 6.2, 6.3 e 6.4, vemos as distribuicoes de probabilidade

caracteristicas de fra¢Ges liquidas 0, 10 e 20% respectivamente.

Notamos que, com a evolugdo temporal, as curvas de P(a/<a>) acabam por se
sobrepor; agora, analisando as curvas de P(p,.o/<pa.o>) para phi=.00 e phi= .10 também
notamos tendéncia a superposi¢do, enquanto que as mesmas curvas para phi=.20

comegam a ficar discrepantes, ndo demonstrando nenhuma tendéncia a uma invariante.

Isto € decorrente do fato que phi = .20 representa uma transi¢do de regimes
seco/imido, com muito contato entre bolhas de ar, para o regime molhado, onde os
contatos entre estas bolhas comegam a ficar cada vez mais improvaveis, e a estatistica da

distribuic@o de probabilidade fica debilitada.

Estes resultados aqui apresentados sdo apenas uma pequena fracdio do que
potencialmente podemos obter com o procedimento descrito ao longo deste trabalho, o

que gera uma 6tima perspectiva de continuidade.



7 CONCLUSAO

Certamente ainda ha bastante trabalho a ser feito em busca da ampliagido dos
conhecimentos existentes sobre estrutura e dindmica de espumas, que se revelaram um
universo bastante fascinante de propriedades e caracteristicas que, nem de perto, foram

esgotadas pela abordagem aqui apresentada.

Vimos que sua dindmica apresenta regimes bastante distintos conforme
variamos a quantidade de liquido presente nela, mas que sempre poderemos pensar em
um estado de escalamento, sendo que o tamanho médio das bolhas evolui
constantemente conforme o sistema evolui com uma dinimica de minimizagio de

energia.

Outro ponto de suma relevincia é que temos em méos uma ferramenta poderosa
de simulagbes de sistemas regidos por energias de superficie. Espumas demonstram ser
fascinantes ndo s6 por sua riqueza de regimes, caracteristicas e peculiaridades, mas
também por apresentarem-se como um modelo piloto para simulagdes de estruturas

topoldgicas em diversas dreas das ciéncias.

Por outro lado, esperamos que este trabalho sirva como referéncia para alunos
ou interessados diversos em uma inicia¢do a ciéncia de espumas, abrindo possibilidade
para a continuagdo deste trabalho também em simulagdes tridimensionais e com
influéncia de a¢d@o gravitacional para o estudo de como procede a drenagem da fase

liquida em meio as bolhas nestas condigdes.
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