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1 Introdução 

Grafos são objetos simplesmente combinatórios: possuem vértices e 
elos que conectam esses vértices. Historicamente, a teoria de grafos 
foi int roduzida por Euler na solução elo famoso problema das pontes 
de Konigsberg 111 (veja figua 1 abaixo). A questão era se uma pessoa 
podia passear pelas pontes de Konigsberg sem passar duas vezes 
pela mesma ponte. Via teoria de grafos Euler mostrou que não. 
Suas aplicações na física são imensas. A primeira, provavelmente, 
foi para modelar elétrons livres em moléculas orgânicas (2], onde 
cada vértice representa um átomo e cada elo representa uma ligação 
entre esses átomos por onde o elétron pode passar. Outra aplicação 
importante são as redes elétricas, onde os vértices representam os 
nodos e os elos representam os fios por onde passa a corrente elétrica. 
Grafos também foram usados por Feynman para representar seus 
diagramas [3]. Cada elo de um diagrama de Feynman é visto como 
uma partícula e cada vértice é visto como um tipo de interação entre 
essa..-; partículas. Uma aplicação mais recente é em teoria quântica 
de campos oude a geometria do espaço-tempo contínuo é substituída 
por objetos capazes de representar um espaço-tempo discreto: grafos 
[veja 4[. 

Recentemente, o estudo da equação de Schrõclinger e111 grafos w ó­
t ricos (grafos oude a cada do é at.ribnício um intervalo da ret.a cou1 
dctcl'luinado comprimento) tem ganho muita altmção. Ess<-!5 obje­
t.os fi<:aram conh<!cidos como grafos quânticos e suas aplicações 
vão desde física experinwnt,al quanto t.eórica. Eles podem represen­
tar alguns poucos dét.rons em estruturas com uma (lllica d imensão 
rclcvaut.e (nanofios por exemplo) ou propagação de ondas acúst,icas 
ou eletromagnéticas em estruturas do mesmo tipo. Inclusive, graros 
quâ.nt,icos roralll simulados experimentahnentc [5[. 

Em mecânica quântica , o fenômeno de cicatriz (soluções compac­
tamente suportadas) é uma anomalia exibida pelas autofunções no 
limite scmiclàssico quando se concentram perto de uma órbita pe­
riódica instável (veja figura 2) . É certamente uma das propriedades 
mais surpreendentes dentro do contexto do caos quântico. Nesse con­
texto, o teorema da ergodicidade quântica em sua cssôncia afirma 
que em sistemas onde a d inâmica clássica é ergódica, a medida de 
probabilidade associada ao módulo quadrado das funções de onda 
converge para a medida clássica invariante conforme se aproxima 
do limite serniclássico através de quase todas as seqüências de au­
toestados. Esse resultado originalmente foi provado para fluxos 
[6,7,8,9,10,111 e depois estendido para sistemas dinâmicos discretos 
[12,13,14,15j. Em contrapartida, o aparecimento de cicatrizes re­
força o fato de que nem todas seqüências de auto-estados estão de 
acordo com esse limite. Observadas numericamente por McDonald 
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em dados não publicaods 116] e depois trazidas à atenção da comu­
nidade ffsica por Heller [171, em geral o surgimento de cicatrizes em 
alt as energias continua incompreendido. 

Grafos quânticos são ótimos modelos para uma melhor compreensão 
desse limite. Até a presente data, ergodicidade para grafos quânti­
cos foi provada para apenas alguns tipos de grafos (veja [18]). Aqui 
focamos nossa atenção para a existência de cicatrizes em grafos quân­
ticos [19] que, grosseiramente falando, são subgrafos que concentram 
a probabilidade associada ao módulo quadrado da fu nção de onda. 
Precisamente estamos interessados em propriedades assintóticas de 
um simples sistema quânt ico na frsica semiclássica, que nesse caso 
corresponde ao limite de altas energias, onde pelo princípio da corres­
pondência de Bohr, espera-se recuperar o comportamento clássico. 

A seção 2 introduz ao leitor o conceito de grafo e algumas de suas 
propriedades topológicas enquanto que na seção 3 introduzimos o 
conceito de grafo quântico e damos algumas propriedades da di­
nâmica desse sistema. Na seção 4 apresentamos o conceito formal 
de cicatriz em grafos quânticos. Mostramos que subgrafos chama­
dos loops são exemplos de cicatrizes e também apresentamos uma 
generalização de um resultado obtido por Keating et. al [20] sobre 
existência de cicatrizes no contexto do grafo estrela. Na seção 4.3 
apresentamos uma condição na estrutura topológica de grafos que 
exclui uma grande variedade de subgrafos que não podem ser cicatri­
zes. Também mostramos na seção 4.4 que a existência de cicatrizes 
está ligada a propriedades espectrais do operador em questão. 
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Figura 1: O p1'0blema das pontes de J< onigsberg. À esquer·da diagrama das 
pontes. À dir-eita o grafo proposto por· Ettler. 

Figura 2; Exemplo de cicatrizes. À esquer·da: partícula qutintica p1·esa em caixa 
em forma de cardi6ide com condições de contorno de Dirichlet (nesse caso a 
função de onda deve se anular na fronteira). A densidade de probabilidade de 
encontrar a partícula num dado ponto plotada no espaço de configuração é baixa 
nas regões azuis e alta nas regiões vermelhas. A primeim imagem da esquer·da 
para a direita vemos um estado no qual a função de onda está eqüidistribuída 
e na segunda mn estado no qual a função de onda se concentra per·to de ttma 
ór·bita periód'ica instável. No meio: bilhar quântico em forma de estádio com 
condições de contorno de Dirichlet (nesse caso a função de onda deve se amtlar· 
na fmnlt!ira}. A cicatdz corTespondc às cores rwtis escums, como no caso do 
domínio em forma de cardióide. À direita: cicatrizes em vermdho no grafo 
estrela. 
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2 Grafos e sua estrutura topológica 

Esta :;eção é voltada para as definições à nomenclatura da teoria de 
grafo:; usadas no texto. O leitor deve sentir-se encorajado a consultar 
essa seção sempre que ficar em dúvida quanto a algum termo não 
especificado localmente. A:; 3 últimas definiçõe:; podem ser omitidas 
em uma primeira leitura e devem ser lidas após o leitor já possuir 
uma certa familiaridade com teoria de grafos; quando necessárias 
serão mencionadas no texto. 

Definição 2.1: Um Grafo r é um par (V, E) onde elementos de V 
são ditos vértices e os elementos de E são dito:; elos. Dois elementos 
u, v E V são ditos conectados quando o par ( u, v) forma um elo 
em E. Pode ocorrer que um vértice é conectado a si me:;rno, neste 
caso es:;a conexão é chamada de loop. Um subgrafo A c r é um 
subconjunto de elos e de vértices de r. 
Notação. Por simplicidade, sempre designaremos as letras u, v para 
os vértices do grafo, ou seja, u, v E r significa que ·u, v E V(r). As 
letras c, f irão representar os elos do grafo. Dado um subgrafo A, 
a notação A >- v indica o coujunt.o de elos pertencentes a A que 
possuem v como vértice. I E(r) I denotará o número de elos de r c 
jV(r)l o número de vértices. 

Definição 2.2: Um grafo métrico é um t.emo (V, E, L) onde (V, E) 
é um grafo onde a cada elo e; é associado 11111 intervalo da reta 
[0, L;] E R e uma coordenada .-r;; ness<~ iutcrvalo que vale O num 
vértice e L j no outro; L = (L1 , ... , L1e1) é o vetor de compl'iment.os 
dos elos. Por couveuiência, cada elo de um grafo métrico possui 
comprimento posit,ivo. 

Definição 2.3: Dada uma emuucração dos v(:rticcs de um grafo 1', 
digamos v1 , ... , llb, a matl"iz d e conectividade C possui cut,radas 
definidas por: 

C;,j = k + 2l, Se (v;, v;) constituem k elos e l loops 

Definição 2.4: o grau de um vértice 11; de Ulll grafo r , denotado 
por dr(v;) também chamado de valência é igual ao número de elos c 
duas vezes o número de loops adjacentes ao mesmo. Precisamente: 

dr(vi) = L C;,; 
j 

Também podemos falar em grau de um vértice com respeito a um 
s ubgrafo A. Nesse caso: 

dA(v;) = L C;,j 
j;VjEA 
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Definição 2.5: Um elo de um grafo r é dito ponta se possui pelo 
menos um vértice de grau 1. É chamado interior caso contrário. 
Também podemos falar em elos pontas e interiores para subgrafos. 

Definição 2.6: Um grafo é dito aberto se possui pelo menos um 
elo-ponta. É dito fechado se todos os seus elos são interiores. A 
definição também se estende a subgrafos. 

Definição 2.7: Um circuito é um subgrafo A c r constituído de 
elos adjacentes, isto é, elos que compartilham pelo menos um vértice, 
de tal maneira que cada vértice v E A possui grau com respeito ao 
subgrafo A dA(v) ~ 2. Pode ser fechado se todos seus elos forem 
interiores ou abe1·to caso contrário. 

Definição 2.8: Um grafo r é dito conexo se para todos seus vérti­
ces u, v existe um circuito conectando os mesmos. É dito desconexo 
caso contrário. A definição também se estende a subgrafos. 

Definição 2. 9: A vizinhança de um subgrafo A denotada por 
Viz(A) é um subgrafo constituído de elos pertencentes ao subgrafo 
complementar a A denotado por A c que possuem vértices em comum 
com os de A. 

Definição 2.10: A fronteira de um subgrafo A denotada por âA é 
o conjunto dos elos ponta de A e dos elos interiores a A que possuem 
seus dois vértices adjacentes aos elos de A c. 

Definição 2.11: Colapso de subgrafos. Seja A tmbgrafo conexo 
de r. O colapso de A denotado por r e A é o procedimento de 
adicionar um novo vértice u a r de tal maneira que cada elo da 
vizinhança de A é conectado a esse vértice u; a antiga ligação entre 
esses elos e o subgrafo A é desfeita; o subgrafo A é eliminado. No 
caso de A desconexo, o procedimento r e A é realizado para cada 
parte conexa de A. Em certo sentido, é como se cada parte conexa 
de I\ :;e colapsa em um único vértice, mantendo a conectividade com 
os elos do subgrafo complementar. 
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3 Grafos Quânticos 

D efinição 3.1: O espaço de Hilbert 7t(r) num grafo métrico ê 
definido por 

7-l(r) = fl L2 [0, Le) 
e E I" 

como sendo o espaço das funções de módulo quadrado integrável em 
cada elo com produto interno definido por 

D efinição 3 .2: 0 Laplaciano no grafo r 

t::,.: fl C 2[0, Lc) __, 7t(r) 
ce r 

é definido por 

l:::,.\!1 = --- ---( 
il.,Pl il'f/;b) 
rb;~ ' ·· ·' ri:J;~ 

D efinição 3.3: Um gt·afo quântico (veja figura 3 para um exem­
plo) r é um grafo métrico equipado com um espaço de Hilbert e 
autofunções IJ!(n) do laplaciano !:::,. 

IJ! (n) : rr [0, LcJ -+ c JE(r)J 

cer 

com (w<n>, w<••>) = 1 que satisfazem a equação de Schrodinger inde­
pendente do tempo com autovalor k'f.: 

t::,.w<n> = k?,w<nl 

c condições de contorno nos vérLiccs 11 do l:,"l'aro que t.ornam esse 
operador a.ut.o-adjnnt.o: 

1. 

2. 

C .I (n) I C . ,,(n) I 
u,v•lJ<u,v) v= u',v'P'(u',v) v 

d·r/J(n) I 
"'c ~ =O L.., u ,u dx 

u (u,u) v 

Onde '1/J{(n) ) I v é a componente de q,(n) no elo (u, v) aplicada na res-
u,v 

pectiva coordenada do vértice v e 
d1/J(n) I dt/J(n) 
2i!!cid u" =-~:r "•" (0), se X(u v)(v) = X(u v)(O) ou 

X(u,tt) n · (u,v) J ' 

v 
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dy/"l I dy}··> 
2i!!cl. + 2i!!cl. (L ) ( ) (L ) <Ú(u,v) v = dX( u ,v) (u,u) • se X(u,u) V = X(u,u) (u, u) 

A primeira condição simplesmente d iz que a função de onda llf(nl 

é contínua nos vértices e a segunda condição, soma das derivadas 
das componentes nula em cada vértice, impõe conservação do fluxo 
de probabilidade no grafo. Em certo sentido, essas condições são 
análogas às leis de Kirchoff em circuitos elétricos e são conhecidas 
como condições de Neumann (veja figura 4 para um exemplo dessas 
condições). 

Observação: Para mais t ipos de condições de contorno em grafos 
quânticos, veja 121). 

Facilmente podemos ver que cada componente do vetor função de 
onda llf(") pode ser escrita como: 

. ,,(nl(x ) = A(n) cos(k X ) + s<n> sin(k X ) com A(n) s<n) E c 'f'e e e u e e n e ' e ' e 

Dessa maneira o problema padrão nesse modelo é obter informações 
sobre as amplitudes A~n) e B~n) e sobre o espectro do laplaciano 
a(ó). 

Dado um autovalor k~ a função J!l',. :I' x {k,.} ..... 10, 1) definida por 

IP,.(A C r)= L 1L" J 'l/J~nlj 2dxc 
eEA 0 

retoma a probabilidade associada ao subgrafo A no r~pecLivo n­
ésimo estado. Não é difrcil de ver que essa função pode ser escrita 
como: 

Des:;a maneira, no restante do texto sempre utilizaremos a seguinte 
expressão para a probabilidade a:;sociada a subgrafos: 

JA~"ll2 + JB~"ll2 
fP,.(A) =L 2 Le * 

eEA 

uma vez que todos os teoremas são provados no limite em que k;. ---. 
00. 

Duas propriedades bastante úteis no que virá a seguir são de que: 

1. A diuâmica quântica 1111111 grafo é iuvarianl.e frente a orientação 
das coordenadas nos elos, uma vez que não há potenciais mag­
nétic;os. Nu111a mudança arbitrária das coordenadas uos elos, 

9 



podemos no máximo introduzir uma descontinuidade da deri­
vada da função de onda nos vértices sem alterar a amplitude 
em cada componente ela função de onda nos elos. 

2. A d inâmica quântica num grafo não se altera ao se retirar ou 
adicionar vértices de grau 2, uma vez que nesses vértices a fun­
ção de onda é contínua e podemos fazer que a derivada também 
seja orientando as coordenadas de maneira conveniente. Então 
dois elos adjacentes separados por um vért ice de grau 2 podem 
ser substituídos por um único elo de comprimento equivalente. 
Da mesma maneira um único elo pode ser dividido em 2 elos 
com soma dos respectivos comprimentos equivalentes. Então 
quando for conveniente introduziremos e/ ou retiraremos vérti­
ces de grau 2. 
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Figura 3: Exemplo de Grafo Qutintico. 

li 

Figura 4: Visualização das condições de contomo em algum vé7·tice v de algum 
grafo. 
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4 Cicatrizes em grafos quãnticos 

Nesta seção apresentamos a definição formal de cicatrizes em grafos: 

Definição: Um subgrafo A c r é dit.o cicatriz se exist.e uma 
sequêucia de autovalores k~ -+ oo onde as seguintes condiçõ(!!; são 
satisfeitas: 

lim!P'n (A) = 1, e para cada elo e E A 
n 

liminf !P'n(c) >O 
n 

4.1 Grafo estrela 

Um grafo estrela é um grafo constituído de b elos conectados a um 
único vértice central (figura 2). Aqui apresentamos uma generaliza­
ção de existência de cicatrizes no grafo estrela: 

Definição 4.1 : Números reais x 1 , • . • , Xb são ditos racionalmente in­
dependentes se a única solução para equação 

b 

L q,.x,. = O, com Qn E Q 
n = l 

é Ql = Q2 = ... = Qb = o. 
Teorema 4.1: Assuma r grafo estrela cujo comprimento dos elos 
são racioualmenLe independentes. Enlão qualquer subgrafo estriLo 
A C r constituído de pelo menos 2 elos é uma cicatriz. 

Prova: Seja r grafo cst.rcla de b elos c A subgrafo de k < ú elos. 
Para simplificar as uoLações, sempre consideraremos as primeiras k 
coordenadas dos vetores abaixo relacionadas aos elos de A. Resol­
vendo a equação de Scrõdinger no grafo cst.rela, a componcut,c do 
vcLor função ele onda w(n) em cada elo é dada por: 

(n) -( 2sec
2
(knLc) )

112 

1/Je (x) - L L 2 (k L ) cos(k,x) 
Jer JSCC n I 

e logo pela equação ( *) a probabilidade associada a um subgrafo A 
qualquer será dada por: 

Então pela equação acima vê-se que para o subgrafo A ser cicatriz Í! 
sufidente encont.rar uma S!:qüência de autovalores k~ E a(Ll) tolll a 
propriedade de qnc V c E A, knLe mod 1r-+ ~ e 
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V e E A c, kroLe mod 1r---+ O. 

A equação espectral F(kro ) =O associada ao grafo estrela é dada por 

F(k,.) = L tan(k11Le) = O 
eEí 

Agora defina F : ( - ~, ~) 
6 

= 'Jl'b ---+ R por 

b 

F(x 1 , .•• ,xb) =L tan(x;) 
i= I 

e considere o conjuntoS = {x E Tb : F(x ) = 0}. Uma vez que O é 
valor regular de F e S é infinitamente diferenciável, o Teorema da 
função implíc ita diz precisamente que S é uma hiperffcie infinita­
mente diferenciável, isto é, S c JRb é gráfico de uma função de b - 1 
variáveis de classe C 00

• t.lais ainda: o espaço vetorial tangente a um 
ponto x E S é o subespaço ortogonal a 'V F(x ). 

Seja if> : lR ---+ 'Jl'b o fluxo rr -periódico em cada coordenada definido 
por 

if>(t) = (tLJ, .. . ,tLb) modrr 

Na hipótese feita sobre os comprimentos L1 , ... , L6 , esse fluxo é er­
gódico, isto é, sendo m a medida de Lebesgue em R tem-se VA c Tb 
mensurável 

. 1 
.hm -Tm{t E IO,TJ: if>(t) E A}= Volume(A) 
T-oo 

Dessa maneira o espectro pode ser visto como uma sequência cie 
tempos que o fluxo leva para furar a superfície: 

u(.6.) = {t2: if>(t) E S} 

Assumamos A com um número par de elos. Considere o hipercilindro 
r·cgulnr Cc C 'll'b de volume proporcional a. t:b cujo centro de massa é 
o ponto 

1r1r 1r1r ) b 
Pc~v~ = (-2 , 2 , ... ,-2,2,o, ... ,O ER 

e com vetor normal às bases paralelo ao vetor ~~. Uma vez que A 
possui um número par de elos VO < á < ~ o ponto 

pertence a S n C c, bastando zerar os k termos relacionados aos eloR 
de A de F(:~;) aos parP.s c pondo O nas outras coordenadas. No 
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caso em que A possui um número ímpar de elos, os pontos a serem 
considerados são da forma 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 

P• = (- - + ó - - ó -- + ó -- ó - - ó -- ó 0 2 ' 2 ' ... , 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 

-1( 1 ~ tan - 2 tan( 2 - ó}) , 0 ... , O) 

e 
~~ ~~~~ ~ b 

Pc M = (- 2, 2' ... , -2, 2' 2' 2' -2· 0• ... ,O) E]!{ 

Usando o fato de que a hiperfícic S é diferenciável nos pontos 7J5, 

'rlé > O suficientemente pequeno o conjunto Cc n S é a.proximacla­
ment.e um hiperpla no, isLo é, pelo tcoreuta da função iutplicíta esse 
coujunto é um gráfico de uma das variáveis em função das dentais. 
Por fim, o fluxo nuuca é perpendicular a S uma vez que 

dif> 
dt ·V F(x E S) > Lt + ... +Lu > O 

Então 
#{t: if>(t) E SnCc} = oo 

o que conclui a demonstração (veja a figura 5 para um resumo da 
demonstração). 
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I · 
~ 
I' <;, 

·· .. ,.. 
~./ 

.!Rb- 1 

Figura 5: Visualização da demonstr-ação do teorema 4.1. Em alguma vizinhança 
de PcM {ponto preto) S é localmente grrifico de urna das vadáveis em função 
das demai.~, digamo.~ .'tb = f(x 1, ... , :cb-1) . Umo. vez que <l>(t) é cr:qtídico ele 
cntm infinitas vezes no hipcrcilindm c quando cntm, sendo a direção do jl1t:w 

pamlela ao vetot• N, necessaT'Íamentc o ji11:co 'fum ' S gcmwlo uma .~cquência 
de autovalores com os requisitos suficientes pam que A seja r.icatriz. 
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4.2 Loops 

Proposição 4.2: Qualquer subgrafo A c r constituído de loops de 
mesmo comprimento desconectados ou não é uma cicatriz. 

Prova: 

A prova é muito simples. Suponha A constituído de b loops de 
comprimento L. Para cada loop l i , coloque 1/1~") =O em cada elo do 
subgrafo complementar ao loop l;. Isto leva ao seguinte problema 
em cada loop L.: 

{ 
1/lf,n) (O) = 1/lf,n) (L) 

d•1•(") d•1•(n) 

~~ (O) = ~ (L ) 

E logo 
(n) ( (n) {2 . 2n1rXt, wi = 0, ... ,1/11, = vzsm(- L-),0, ... , 0) 

é autofunção com autovalor k~ = 4
":;"'

2
• !\Ias cada um desses au­

tovalores é degenerado uma vez que todos os loops possue111 mesmo 
comprimento. Então por argumentos de simetria, concluhnos que 
para esses autovalores, a autofunção é dada por: 

(n) ( Íl . (2n1rXt 1 ) Íl . (2n7rXt•) ) W = V ;;sm --L- , ... , V ;; sm --L- ,0, ... ,O 

e portanto cada loop concentra probabilidade i. 
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4.3 Não-cicatrizes 

Na seção precedente mostrou-se ser necessário informação no espec­
tro para mostrar existência de cicatrizes. No caso de não existência, 
apresentamos uma condição que se refere apenas à estrutura topo­
lógica de grafos: 

Teorema 4.3: Uma cicatriz A c r não pode possuir um elo-ponta 
que seja interior a r. 
Prova: 

Denote a componente do subgrafo A no elo-ponta e por 

'lfi"l = A~"l cos(k,.x) + B~nl sin(knx) 

E as componentes nos elos (v, 1Lj) pertencentes ao snhgraro Viz(A) >­
v (veja definição 2.9) por: 

(nl - A(n) (k ·) s<nl . (k ) Xv,j - v,j CO$ ,.x + v,j sm 11X 

Coloque o O das coordenadas locais em v. No caso de loops em v, 
adicione um vértice no meio do loop de maneira que v continue a ser 
o O das coordenadas (veja propriedade 2 da seção 3). Seja: 

l = min L1 
/EI'iz(t\)>-v 

\ Lt.\ 1 - I' ,. 
: \ 

() , . 1/ -· . lJ \ \ 

11·\ • 

Figura 6: Idéia da prova. Quando a pmbabilidade associada ao subgrafo em azul 
no desenho acima vai para O, necessariamente a probabilidade do elo ponta do 
subgrafo A também o vai. 

Então continuidade em v implica 

IA(n)l2 = IA("~I2 ~ 21P'n(Y.iz(A) >-v) 
e v,J ""' l 
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Soma das derivadas nula em v implica 

IB (")I2 =I "" C · B(n)'
2 ~ 2(d(v) - l)IP'n(Viz(A) >-v) 

e L_; J,U J,V ~ l 
j 

onde a última desigualdade é conseqüência da desigualdade Cauchy­
Schwarz. Das duas desigualdades acima segue: 

IP,(e) ~ IP', (Viz(A) >-v) d(
1
} Le 

Então 
limiPn(Ac) =O => limiP', (e) = O 

n n 

Concluímos da definição sobre cicatrizes que A não pode ser cicatriz. 

Corolário 4.3.1: Qualquer subgrafo A C r constituído de elos 
desconect ados (ou um único elo) não pode ser uma cicatriz. Pre­
cisamente a probabilidade da vizinhança de A é limitada por baixo 
por: 

onde 

1 
1Pn(Viz(A)) ~ ---~:-:-

1 + " L,d(c) 
L.eeA l, 

le = min L1 
/EA<-re 

e d(e) é a soma. dos gra us de cada. um dos vértices do respectivo elo 
e. 

Prova: Considere (u,v} = e um elo de A. Note que todos os vérti­
ces de A possuem valência 1. O truque é adicionar utn 11ovo vértice 
no meio de e de tal maneira que os vértices u e v sejam o O das 
coordenadas locais. Dessa maneira pode-se aplicar o mesmo proce­
dimento da demonstração do teorema anterior e obter para cada elo 
a desigualdade: 

IP'n(e) ~ Le~(e)IP'n(Ac >-A) 

segue o corolário (veja figura 7 para um exemplo). 

Corolário 4.3.2: Considere f' c r um subgra fo sem elos pontas. 
Então qualquer circuito aberto A C f' não pode ser uma cicatriz. 

Prova: 

Os vért ices extremos de A ambos possuem grau com respeito a A 
igual a 1 e grau com respeito a r maior do que 1, logo estamos na 
condição do teorema 4.3 . Então A não pode ser uma cicatriz (veja 
figura 8 para um exemplo). 
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··~----·· ''__,.e ................ . . / 
I 

Figura 7: Exemplo de subgrafo de elos desconectados {em vermelho) q11e não 
pode ser cicatt'iz. 

Figura 8: Exemplo de circuito aberto (em vermelho) que não pode ser cicatriz. 
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4.4 Existência d e cicatrizes e suas consequências 
no espectro 

Nesta seção voltamos a nossa atenção para condições que garantem 
a existência de cicatrizes em subgrafos não eliminados pela condição 
anterior. Precisamente, investigamos os circuitos fechados , obtendo 
condições necessárias c suficent.cs para que os me:;mos sejam cica­
trizes. Para o entendimento do próximo teorema é necessário ler a 
definição 2.10 sobre fronteira de um subgrafo. 

Teorema 4.4: Assuma A subgrafo cuja fronteira é um circuito fe­
chado. A fim de que a probabilidade de cada t~lo de A seja limitada 
por baixo e de qtw a da vizinhança de A vá para O é necessário que 
exista uma subscquência de autovalores (kn) com a propriedade dt~ 
que para Lodo elo f E 8A se tenha knL 1 mod 7T _, O. 

Em particular, essa coudição no espectro é necf'.ssaria para que um 
circuito fechado A = 8 A seja. Utlla cicatriz, além disso, nesse limite 
obt(mJ-SC a distribuição clássica de probabilidades no drcuit.o A. 

Prova: Sejam (11t , V2) , (v2,v3), ... ,('um,·ui) elos de âA. 

Em cada vértice v; de 8A coloque o O das coordenadas para os elos 
pertencentes a viúnhauça. de A. Em cada do (vj, Vj+ 1) E 8A rlcnotc 
a componente da autofunção por: 

,b}")(:r;) =A)") cos(kt\•1:) + n]") sin(kn:I;), 

Em cada cada elo (vj, u) E Viz(A): 

(n) ( ·) - A(n) (k ) + s<n> . (k ) Xvi,u X - v;,,. COS 11X v;,u Slll nX 1 

Sejam 
l = min L e 

eEViz(A) 

L= max Le 
e E fiA 

Da continuidade em vi sai que 

A(n) s<n> E C 
} I } 

IA(.n)l2 = IA(n) 12 < 21P'n(Viz(A)) 
J Vj , u [ 

I 
(n)l2 21P'n(ej) _ 21P',.(Viz(A)) 

Bi > L I 

Continuidade em Vj+l implica que: 
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IB(n) . . (k L ·)i IA(n) (k L ·)l . /2IP'n(Viz(A)) 
j Slll n 3 - j COS n 3 < V l 

. ( l IP'n(ei) ) -l/2 
I sm(k,.L;)I < 2 L IP'n(Vi;(A)) - 1 

Concluímos que para fazer IP'n(Viz(A)) -+ O com lim inf,. lP'n(e;) >O 
é necessário uma sequência de autovalores com a propriedade men­
cionada anteriormente. 

No caso particular em que A = 8A precisamos apeuas mostrar que 
a probabilidade em cada elo é assintoticamente afastada de O, onde 
nesse subgrafo converge para distribuição clássica. 

Seja 
s = max (d(v;) - 2) 

••; E8A 

Soma das derivadas nula em Vj+ 1: 

d'l/J(n) d'l/J(n) d (n) 

dx
j (L;)- --.l±!.(o)- "" Xv,,u (O)= O 

dx ~ dx 
u>-vj+l 

1-A;n) sin(knL;)+ B~") cos(k.,Li)-BJ~)d =I L B.,,+•·"i < 
u>--ui+l 

2slP'11(Viz(A)) 
l 

Ou de a. última. desigualdade é conseqüência da. desigualdade de Ca.uchy­
ScW<ll'Z. Segue então que 

118<">1(1- 1 )l/2 -IB<nl 11 < 2 
J J_ IP,.(e~) _ 1 J+l 

L. Pn(Viz A)) 

2slP'n(Viz(A)) 
l 

Usando as hipóteses do teorema, para alguma constante B E C 
obtemos que 

IB]"l I _. IBI 

logo: 
. IBI2 IBI2 1 

hm !P',.(A) = - L Le = 1 ::;. - = 2: L 
n 2 2 EA e eEA e 

e portanto para ei E A 

lim!P'n (e;) = 2: Lj L 
" e EA e 

o que conclui a demonstração. 

Observação: Podemos formular uma versão deste resultado no caso 
em que 8A é um caminho aberto contanto que o teorema 4.3 não 
seja violado. Nesse caso a condição necessária no espectro é de que 
para os dois elos ponta p a subsequência de autovalores satisfaça 
knL1, mod 1r-+ ~-
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Figura 9: Visualização do teonmHl 4.4. No limite de altas tmeryias, pam que o 
subgrafo A con.~tituído de sua jronteim âA (azul} e seu interior· Int(A) (ut~r-me­
lho} possua probabilidades associadas aos .setts elos limitadas por baixo com a da 
viznhança (verde} indo pra O, é necessário que em cada elo da fronteira caiba 
a.s.sinlolicamentc 'ttm núrnt~r·o inlt~im de comp7'imentos de onda, afim de jlwmar, 
em certo sentido, um escudo pam o interior·. 

Figura 10: Visualização do teorema 4.4. Caso em que âA = A é um circuito 
fechado. 
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Agora o leitor estará apto a ler a última definição 2.11 sobre colapso 
de subgrafos. 

Teorema 4.4.2: Assuma A um circuito fechado de um grafo fechado 
r com a propriedade de que 

detV(f 9 A} f= O 

A fim de que A seja cicatriz, as seguintes condições sobre o espectro 
são suficientes: 

3(k~) C u(~); 

l. 'r/c E A, knLe mod 21T-> O 

2. 'rlt! E A c, knLe mod 21T-> ~ 

Prova: 

Notação: 

Denote os vért ices e os respectivos elos de A por 

(v1, v2), (v2, v3), ... ,(v.,., vi) com orientação cícilica. Cada um dos 
vértices v; será o O das coordenadas para os elos da vizihança de A. 
Na existência de loops, adicione um vértice no meio do mesmo. Para 
as componetes nos elos (vi, vi+!) de A designaremos 

Nos elos (u,v) de Ac 

X (n) = A(n) cos(k x) + B (n) sin(k x) 
(u,v) (u,v) n (u,v) n 

Seja 

{f N/ = max 
eer e 

Para simplificar a notação, seja L:::: (L 1 , ••• ,L .. , ... , Lb) o vetor dos 
comprimentos dos elos cujas primeiras m coordendas correspondem 
aos elos de A. Seja ó,.:::: lk,. L mod 1T- (0, ... ,O,~ • ... ,~ )I onde 1·1 é a 
norma do máximo. Assumindo (k~) uma subsequência que satisfaz 
as hipóteses do teorema, podemos fazer ó,. ~ O. Então existe uma 
sequência ê,. "~ O tal que: 

1. 'r/e E A: cos(k, L,) > 1 - ên e o~ I sin(k,J-e) l < ên 

2. 'r/e E A": O ~ cos(k,. Le)l < ên e sin(k,. Le) > 1 - é,. 
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r 

Figura 11: Descr'ição da situação. No limite k'f, -+ oo cabe um número inteiro de 
comprimentos de onda nos elos do cif·cuito fechado A {vermelho) e um número 
ímpa1· de comprimentos de onda nos elos do subgrafo complementar {azul}. As 
setas indicam a o1'ientação dos elos. 

Condições de contorno 

L Continuidade: 
i) vértices de A: 

Continuidade nos vértices de A e condição (I) irão possibilitar 
reescrever as componentes da função de onda em A como: 

COIII 

ii) vért.iccs de Ac 
Continuidade nos vértices de A c e condição (2) irão possibilitar 
reescrever as componentes da função de onda como: 

com 
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2. Soma das derivadas nula: 
i) Nos vértices v; E A temos: 

com 

IR;"> I= IB)">(cos(knL;)- 1)- J\~n) sin(knL;)I < 2énM 

Para os elos da vizinhança de A (v;, u) temos 

d )n} 1 d (u) x;;•" {O) = kn(w~n) + k,. ~,u (O)) 

Sendo [Ci,j) = C(r) a matriz de conectividade do grafo, apli­
cando a soma das derivadas no vértice v; E A: 

d (n) 
B(n) - B(n}+R~n)_"" C . (w(")+_!_ Tvj,tl (O))= O 

J-1 J J L..- v,,u u k dx 
u n 

Somando essa equação sobre os vértices de A obtemos 

d {n) 
"" C (n) - "" R(n) - ""' C r,,,,. (O) - c'"l L_; Vj,tJ,Wu - L__, j L....,; 1/j,tt dx - J 

, ,iE/\1 u. v1 EJ\ ''i EJ\,u 

Denotando [Du,v) = 'D(r-A), podemos reescrever essa equação 
como: 

"" D w<"> - c•• ~ l ,u u - 1 

u 

onde "1 "representa o vértice pelo qual A foi substituído e 

IG~n)l < 4ênd(l) 

ii) vértices v E A c obtemos: 
Pelo mesmo procedimento do último item, obtemos as equações 
para cada um dos vértices v E (r - A) 

""D w(n) = c<nl 
~ v,u u v 

u 

com 
I G~")I < 4ê,.d(v) 

E logo podemos juntar essas equações numa única equação ma­
tricial: 

vn(n) = c(n) 
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O grafo r e A 

Usando o fato de que det V :f= O, todas as variáveis w~") são 
unicamente determinadas; no limite n -. oo todas as váriaveis 
c~n) --+ o e logo 

lim n<"> = (0, ... , O) 
n 

Da equação (1) sai que 

lim iP, (A) = 1 
" 

c 

lim iPn(e E A)= 2: Le L > O 
n / EA f 

o que conclui a demonstração. 
Observação: A hipótese referente ao grafo r não possuir elos 
pontas não é necessária. Nesse caso, para os elos pomas p 
do subgrafo complementar ao circuito fechado, a condição so­
bre a seqüência de autovalores é: k, Lp mod 21r --+ O. Só que 
nesse caso a matriz que deve ler determinante diferente de O é 
o da matriz de conectividade do grafo (r e A) e P, onde P é 
o conjunto de elos pontas elo grafo r. Também podemos for­
mula•· nma versão d<~c;sc teorema para que um cir<:uito aberto 
seja cicatriz, contanto que seus dois elos pontas não violem o 
teorema 4.3. Nesse caso, as condições no espectro para cada 
elo iuterior d() circuit.o abcrl.o A são as nH~'lmas Jllenc:ionaclas 
ant<>.riromcnt.e no leormna e para cada elo ponta de A dev<! va­
ler que knLp mod 27T -+ ~. Nesse caso, o detcnninaLe qne 
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deve ser diferente de O ê o da matriz de conectividade do grafo 
(I' e /nt(A)) e P(Ac), onde /nt(A) ê o conjunto dos elos in­
teriores de A e P(ll.c) o conjunto dos elos pontas do subgrafo 
fi. C. 
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5 Discussões 

Dentro do contexto rlo grafo estrela., o resultado original obtido 
por Kcatiug [5] afirmava que quaisquer dois elos constituíam 
uma cicatriz de um grafo estrela cujo comprimento dos elos são 
racionalmente independentes. Como demonstrado, sob as mes­
mas hipóteses qualquer subgrafo estrito de dois ou mais elos de 
um grafo estrela pode ser uma cicatriz. Um único elo não pode 
ser cicatriz da estrela pelo teorema 4.3. Um g1·afo estrela com 
comprimentos racionalmente dependentes não possui cicatri­
zes, uma vez que nesse caso apenas um número finito de pontos 
da hiperfície S serão furados. Por outro lado, a hipótese sobre a 
independência racional entre os comprimentos é razoável tanto 
no sentido matemático quanto físico, uma vez que com proba­
bilidade 1 ao se sortear n números reais eles são R.I entre si. No 
caso de grafos com loops, para que um único loop seja cicatriz 
nenhuma condição sobre os comprimentos é necessária. Para 
que loops desconectados ou não sejam cicatrizes é necessário de­
pêndencia racional entre os seus comprimentos. O teorema 4.3 
sobre não cicatrizes tem como conseqüência o fato de que elos 
desconectados não podem ser cicatrizes, e isto levaria a conjec­
turar que subgrafos desconexos não são cicatrizes se não fosse o 
contra exemplo dos loops desconectados de comprimentos raci­
onalmente dependentes. Outra conseqüencia não mencionada 
do teorema 4.3 é de quanto maior for o comprimento dos elos 
de um subgrafo constituído de elos desconectados (uma única 
ponta por exemplo), menor pode se tornar a probabilidade as­
sociada ao subgrafo complementar. Nos 2 últimos teoremas 
demontrou-se que o problema de cicatrizes está relacionado à 
propriedades assintóticas do espectro. Vemos nesses teoremas 
que para formar-se uma cicatriz num circuito fechado A, deve 
existir uma sequência de níveis de energia que faça assintotica­
mente caber um número inteiro de comprimentos de onda em 
cada elo de A e um número ímpar de meios comprimentos de 
onda em cada elo do subgrafo complementar a A. Esse resul­
tado em certo senso é parecido com a regra de quantização de 
Bohr-Sommerfeld, isto é , afim de evitar-se interferência destru­
tiva deve existir níveis de energia que façam caber um número 
exato de comprimentos de de Broglie sobre a órbita fechada. 
Por fim, a condição técnica sobre a matriz de conectividade 
do grafo em questão no último teorema pode ser substi tuída 
por uma condição mais fraca sobre a mesma assumindo uma 
condição distinta no espectro: 
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Teorema: Assuma 11. um circuito fechado de um grafo fechado 
r . Seja V a mat riz de conectividade do grafo r e A com a pro­
priedade de que para alguma troca de sinais de suas entradas, 
essa nova matriz V' possua determinante diferente de O. A fim 
de que A seja cicatriz, as seguintes condições no espectro são 
suficientes: 

3(k~) C CT(D.); 

(a) 'r/e E 11., knLe mod 21r-+ O se D~ >O ou knLe mo d 27r-+ 
1T se D~ <O 

(b) 'r/e E li. c, k,.Le mod 21r-+ ~.se D~ >O ou k,.Le mod 27T-+ 
3

" se D' <O 2 e 

Então um possível refinamento desse teorema seria caracteri­
zar os grafos que possuem determinante de sua matriz de co­
nectividade diferente de O. Um possível prosseguimento seria 
incorporar potenciais magnéticos nos elos e estender ou não os 
resultados obtidos para as cicatrizes. 
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