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1 Introducao

Grafos sao objetos simplesmente combinatérios: possuem vértices e
elos que conectam esses vértices. Historicamente, a teoria de grafos
foi introduzida por Euler na solugao do famoso problema das pontes
de Konigsberg [1] (veja figua 1 abaixo). A questdo era se uma pessoa
podia passear pelas pontes de Konigsberg sem passar duas vezes
pela mesma ponte, Via teoria de grafos Euler mostrou que nao.
Suas aplicages na fisica sio imensas. A primeira, provavelmente,
foi para modelar elétrons livres em moléculas orginicas [2], onde
cada vértice representa um étomo e cada elo representa uma ligagio
entre esses atomos por onde o elétron pode passar. Outra aplicacio
importante sao as redes elétricas, onde os vértices representam os
nodos e os elos representam os fios por onde passa a corrente elétrica.
Grafos também foram usados por Feynman para representar seus
diagramas [3]. Cada elo de um diagrama de Feynman é visto como
uma particula e cada vértice ¢ visto como um tipo de interagao entre
essas particulas. Uma aplicagdo mais recente ¢ cn teoria quantica
de campos onde a geometria do espago-tempo continuo ¢ substitufda
por objetos capazes de representar um espago-tempo discreto: grafos
[veja 4].

Recentemente, o estudo da equagao de Schrodinger em grafos mé-
tricos (grafos onde a cada elo & atribufdo um intervalo da reta com
determinado comprimento) tem ganho muita atengao. IEsses obje-
tos ficaram conhecidos como grafos quanticos e suas aplica¢oces
vao desde fisica experimental quanto teérica. Eles podem represen-
tar alguns poucos elétrons em estruturas com mma fnica dimensio
relevante (nanofios por exemplo) ou propagagio de ondas actisticas
ou cletromagnéticas em estruturas do mesmo tipo. Inclusive, gralos
quénticos foram simulados experimentalmente [5).

Em mecanica quintica, o fenémeno de cicatriz (solugoes compac-
tamente suportadas) é uma anomalia exibida pelas autofungoes no
limite semiclassico quando se concentram perto de uma orbita pe-
riédica instavel (veja figura 2). E certamente uma das propriedades
mais surpreendentes dentro do contexto do caos quintico. Nesse con-
texto, o teorema da ergodicidade quintica em sua csséncia afirma
que em sistemas onde a dinAmica clissica é ergdodica, a medida de
probabilidade associada ao médulo quadrado das fungoes de onda
converge para a medida cldssica invariante conforme se aproxima
do limite semicldssico através de quase todas as seqiiéncias de au-
toestados, Esse resultado originalmente foi provado para fluxos
[6,7,8,9,10,11] e depois estendido para sistemas dindmicos discretos
[12,13,14,15]. Em contrapartida, o aparecimento de cicatrizes re-
forga o fato de que nem todas seqiiéncias de auto-estados estao de
acordo com esse limite. Observadas numericamente por McDonald



em dados ndo publicaods [16] e depois trazidas 4 atengao da comu-
nidade fisica por Heller [17], em geral o surgimento de cicatrizes em
altas energias continua incompreendido.

Grafos quanticos sao 6timos modelos para uma melhor compreensao
desse limite. Até a presente data, ergodicidade para grafos quanti-
cos foi provada para apenas alguns tipos de grafos (veja [18]). Aqui
focamos nossa atengao para a existéncia de cicatrizes em grafos quan-
ticos [19] que, grosseiramente falando, sao subgrafos que concentram
a probabilidade associada ao médulo quadrado da fungio de onda.
Precisamente estamos interessados em propriedades assintéticas de
um simples sistema quéntico na fisica semiclassica, que nesse caso
corresponde ao limite de altas energias, onde pelo principio da corres-
pondéncia de Bohr, espera-se recuperar o comportamento classico.

A segdo 2 introduz ao leitor o conceito de grafo e algumas de suas
propriedades topologicas enquanto que na se¢do 3 introduzimos o
conceito de grafo quantico e damos algumas propriedades da di-
nimica desse sistema. Na se¢do 4 apresentamos o conceito formal
de cicatriz em grafos quénticos. Mostramos que subgrafos chama-
dos loops sdo exemplos de cicatrizes e também apresentamos uma
generalizagio de um resultado obtido por Keating et.al [20] sobre
existéncia de cicatrizes no contexto do grafo estrela. Na secdo 4.3
apresentamos uma condigdo na estrutura topolégica de grafos que
exclui uma grande variedade de subgrafos que ndo podem ser cicatri-
zes. Também mostramos na segio 4.4 que a existéncia de cicatrizes
esta ligada a propriedades espectrais do operador em questao.



Figura 1: O problema das pontes de Kinigsberg, A esquerda diagrama das
pontes. A direita o grafo proposto por Euler.

Figura 2: Ezemplo de cicatrizes. A esquerda: particula quantica presa em caira
em forma de cardidide com condigées de contorno de Dirichlet (nesse caso a
fungdo de onda deve se anular na fronteira). A densidade de probabilidade de
encontrar a particula num dado ponto plotada no espago de configuragdo € baiza
nas regdes azuis e alta nas regies vermelhas. A primeira imagem da esquerda
para a direita vemos um estado no qual a fungdo de onda estd eqiidistribuida
e na segunda um estado no qual a fungdo de onda se concentra perto de uma
drbita periddica instdvel. No meio: bithar quantico em forma de estidio com
condigies de contorno de Dirichlet (nesse caso a fungao de onda deve se anular
na fronteira). A cicatriz corresponde as cores mais escuras, como no caso do
dominio em forma de cardidide. A direita: cicatrizes em vermelho no grafo
estrela.



2 Grafos e sua estrutura topologica

Esta segao é voltada para as defini¢oes 4 nomenclatura da teoria de
grafos usadas no texto. O leitor deve sentir-se encorajado a consultar
essa segao sempre que ficar em davida quanto a algum termo néo
especificado localmente. As 3 tltimas defini¢des podem ser omitidas
em uma primeira leitura e devem ser lidas apoés o leitor ja possuir
uma certa familiaridade com teoria de grafos; quando necessérias
serdo mencionadas no texto.

Definigdo 2.1: Um Grafo I é um par (V, F) onde elementos de V'
sdo ditos vértices e os elementos de F sao ditos elos. Dois elementos
u,v € V sao ditos conectados quando o par (u,v) forma um elo
em F. Pode ocorrer que um vértice ¢ conectado a si mesmo, neste
caso essa conexdo é chamada de loop. Um subgrafo A € I" é um
subconjunto de elos e de vértices de I'.

Notagao. Por simplicidade, sempre designaremos as letras u, v para
os vértices do grafo, ou seja, u,v € I significa que u,v € V(I'). As
letras e, f irdo representar os elos do grafo. Dado uin subgrafo A,
a notagdo A > v indica o conjunto de clos pertencentes a A que
possuem v como vértice. |E(T)| denotard o niimero de elos de I' ¢
|V(T)| o ntmero de vértices.

Definigao 2.2: Um grafo métrico é win terno (V, £, L) onde (V, I)
¢ um grafo onde a cada elo e; ¢ associado um intervalo da reta
[0,L;] € R ¢ uma coordenada x; nesse intervalo que vale 0 num
vértice e Ly no outro; L = (Ly, ..., Lg) € o vetor de comprimentos
dos elos. Por comveniéncia, cada elo de um grafo métrico possui
comprimento positivo.

Definigao 2.3: Dada uma enumeragao dos vértices de um grafo I,
digamos vy, ..., v, a matriz de conectividade C possui entradas
definidas por:

Cii= k+2'£, Se (v,v;) constituem k elos e { loops

Definig¢ao 2.4: O grau de um vértice v; de um grafo I', denotado
por dp(v;) também chamado de valéncia ¢é igual ao niimero de clos e
duas vezes o nimero de loops adjacentes ao mesmo. Precisamente:

dr(v) =) Ci;
J

Também podemos falar em grau de um vértice com respeito a um
subgrafo A. Nesse caso:

da(v) = Y Cij

JiviEA



Definigao 2.5: Um elo de um grafo I' é dito ponta se possui pelo
menos um vértice de grau 1. I chamado interior caso contrério.
Também podemos falar em elos pontas e interiores para subgrafos,

Definigao 2.6: Um grafo é dito aberto se possui pelo menos um
elo-ponta. E dito fechado se todos os seus elos sao interiores. A
definigio também se estende a subgrafos.

Definigao 2.7: Um circuito é um subgrafo A C I' constituido de
elos adjacentes, isto ¢é, elos que compartilham pelo menos um vértice,
de tal maneira que cada vértice v € A possui grau com respeito ao
subgrafo A da(v) € 2. Pode ser fechado se todos seus elos forem
interiores ou aberto caso contrario.

Definigao 2.8: Um grafo [" é dito conexo se para todos seus vérti-
ces u, v existe um circuito conectando os mesmos. E dito desconexo
caso contrario. A defini¢io também se estende a subgrafos.

Definigao 2.9: A vizinhanga de um subgrafo A denotada por
Viz(A) é um subgrafo constituido de elos pertencentes ao subgrafo
complementar a A denotado por A® que possuem vértices em comum
com os de A.

Definigao 2.10: A fronteira de um subgrafo A denotada por 9A &
o conjunto dos elos ponta de A e dos elos interiores a A que possuem
seus dois vértices adjacentes aos elos de A°.

Definigdo 2.11: Colapso de subgrafos. Seja A subgrafo conexo
de I'. O colapso de A denotado por I' © A € o procedimento de
adicionar um novo vértice © a I' de tal maneira que cada elo da
vizinhanga de A é conectado a esse vértice u; a antiga ligagio entre
esses elos e o subgrafo A é desfeita; o subgrafo A é eliminado. No
caso de A desconexo, o procedimento I' @ A é realizado para cada
parte conexa de A. Em certo sentido, é como se cada parte conexa
de A se colapsa em um tnico vértice, mantendo a conectividade com
os elos do subgrafo complementar.



3 Grafos Quanticos

Definigao 3.1: O espago de Hilbert H(I') num grafo métrico &
definido por

H(T) = [] £%[0, L]
eel

como sendo o espago das fungdes de médulo quadrado integravel em
cada elo com produto interno definido por

L. _
(flg) — Zf fr{xe)ge(re)dfe

ecr 0
Definigao 3.2: O Laplaciano no grafo T’

A: [ €*0, L) = H(T)

cel
& definido por
. d*yy d*iy
)

Definigao 3.3: Um grafo quantico (veja figura 3 para um exem-
plo) I' & um grafo métrico equipado com um espago de Hilbert e
autofungoes ¥(") do laplaciano A

¥ ; T [0, L] — €&
ecl

com (U™ W) = 1 que satisfazem a equagio de Schrodinger inde-
pendente do tempo com autovalor k2:

AT = g2

e condigoes de contorno nos vértices » do gralo que tornam esse
operador auto-adjunto:

L.
cu.u‘x”'{(:?y)lv = Cut,uw{(:-)_v)lu
2
(n)
ZC d"b[u,v)
u,v ==
dZ () |y

u

Onde ’J’((:)u)h ¢ a componente de ¥(™) no elo (u,v) aplicada na res-
pectiva coordenada do vértice v e

dy(n) dvi,
d:r(u:lr} = _Hﬁ(o)v se I(u‘u) (TJ') ™ I(“r"] ({J) oM
v
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(n) (n)
dy d‘bl‘u.“‘

fr.v)

T | = +W(L(u,vl)| se I(u'v)('v) = T(u,v) (L{u.v})

v)

A primeira condigdo simplesmente diz que a funcao de onda W
€ continua nos vértices e a segunda condicao, soma das derivadas
das componentes nula em cada vértice, impde conservagao do fluxo
de probabilidade no grafo. Em certo sentido, essas condigdes sio
andlogas as leis de Kirchoff em circuitos elétricos e sdo conhecidas
como condigoes de Neumnann (veja figura 4 para um exemplo dessas
condigdes).

Observagdo: Para mais tipos de condigbes de contorno em grafos
quanticos, veja [21].

Facilmente podemos ver que cada componente do vetor fungio de
onda ¥ pode ser escrita como:

Y™ (z.) = A cos(kyxe) + B sin(knx.), com AM™ B e C

Dessa maneira o problema padrio nesse modelo é obter informagoes
sobre as amplitudes A e B{™ e sobre o espectro do laplaciano
a(A).

Dado um autovalor A2 a fungio P, : T x {k,} — [0, 1] definida por

Lﬁ
P.(AcT)=Y" f |94 Pdz,
cen "0
retorna a probabilidade associada ao subgrafo A no respectivo n-
ésimo estado. Niao é dificil de ver que essa fungao pode ser escrita
como:

L« AE“) 2 4 |BM™|2 1
]PN(A) = Z/ |w£n)(xc)|2dmc = Z H%Lc + O(I‘_)

ceAv0 eEA

Dessa maneira, no restante do texto sempre utilizaremos a seguinte
expressao para a probabilidade associada a subgrafos:

A2 glm2
iPn(A)=Z|"l"2'l=‘Le *
eEA

uma vez que todos os teoremas sio provados no limite em que k? —
Q.

Duas propriedades bastante tteis no que vird a seguir sao de que:
1. A dindmica quintica numn grafo ¢ invariante frente a orientagao

das coordenadas nos clos, uma vez que ndo ha potenciais mag-
néticos. Numa mudanca arbitraria das coordenadas nos elos,



podemos no maximo introduzir uma descontinuidade da deri-
vada da fungio de onda nos vértices sem alterar a amplitude
em cada componente da fungio de onda nos elos.

. A dinimica quantica num grafo ndo se altera ao se retirar ou
adicionar vértices de grau 2, uma vez que nesses vértices a fun-
¢ao de onda é continua e podemos fazer que a derivada também
seja orientando as coordenadas de maneira conveniente. Entao
dois elos adjacentes separados por um vértice de grau 2 podem
ser substituidos por um tnico elo de comprimento equivalente.
Da mesma maneira um tinico elo pode ser dividido em 2 elos
com soma dos respectivos comprimentos equivalentes. Entao
quando for conveniente introduziremos e/ou retiraremos vérti-
ces de grau 2.

10



vy(rg)

Q:) ) ¥a(zs)

Figura 3: Exemplo de Grafo Qudntico.

O = ol la) = il
=4+ vhiks) = Lhidal = 0

Ly

Figura 4: Visualizagdo das condigdes de contorne em algum vértice v de algum
grafo.
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4 Cicatrizes em grafos quanticos

Nesta segao apresentamos a definigao formal de cicatrizes em grafos:
Definigao: Um subgrafo A C I' ¢ dito cicatriz se existe uma
sequéncia de autovalores k2 — oo onde as scguintes condices sio
satisfeitas:

Ii?x‘n P.(A) =1, eparacadaelo ec A
liminf P, (e) > 0
n

4.1 Grafo estrela

Um grafo estrela é um grafo constituido de b elos conectados a um
tinico vértice central (figura 2). Aqui apresentamos uma generaliza-
¢ao de existéncia de cicatrizes no grafo estrela:

Definigao 4.1: Numeros reais x, ..., T, sao ditos racionalmente in-
dependentes se a tnica solugdo para equagio

b
> anTa =0, com g, €Q
n=1
eq=qp=.=¢=0
Teorema 4.1: Assuma I' grafo estrela cujo comprimento dos elos
sao racionalmente independentes, Entao qualquer subgrafo estrito
A C T" constituido de pelo menos 2 elos & uma cicatriz.

Prova: Seja I' grafo estrela de b elos e A subgrafo de k < b clos.
Para simplificar as notagoes, sempre considerarcmos as primeiras k
coordenadas dos vetores abaixo relacionadas aos clos de A. Resol-
vendo a equagdo de Serodinger no grafo estrela, a componente do
vetor fungdo de onda W™ em cada clo ¢ dada por:

2sec?(ky L)
2 ser Lysec?(knLy)

e logo pela equagio (%) a probabilidade associada a um subgrafo A
qualquer serd dada por:

»{(z) = ( )”2 cos(knz)

Z L, sec?(knL,)
o Z_fel‘ Lysec?(knLy)

Entao pela equagao acima vé-se que para o subgrafo A ser cicatriz ¢

suficiente encontrar uma seqiiéncia de antovalores k2 € o(A) com a

propriedade de que Ve € A, ky L, mod ©# — § ¢

P.(A) =

12



Ve € A°, kL, mod 7 — 0.
A equagao espectral F'(k,) = 0 associada ao grafo estrela é dada por

F(kn)=)_ tan(knL) =0
eel

b
Agora defina F : ( —Z, %) =T’ — R por

b
F(I1 — T Z tan(a:;)
i=1

e considere o conjunto S = {z € T" : F(z) = 0}. Uma vez que 0 &
valor regular de I e S é infinitamente diferenciavel, o Teorema da
fungao implicita diz precisamente que S ¢ uma hiperficie infinita-
mente diferencidvel, isto é, S C R" é grafico de uma fungio de b — 1
varidveis de classe C*°. Mais ainda: o espago vetorial tangente a um
ponto & € § é o subespago ortogonal a V F(x).

Seja ¢ : R — TP o fluxo w—periédico em cada coordenada definido

por
¢(t) = (tLy,...,tLy) modw

Na hipotese feita sobre os comprimentos Ly, ..., Ly, esse Auxo é er-

gédico, isto é, sendo m a medida de Lebesgue em R tem-se YA € T?
mensuravel

lim -l—m{t € [0,T] : ¢(t) € A} = Volume(A)
T—oc T

Dessa maneira o espectro pode ser visto como uma sequéncia de
tempos que o [luxo leva para furar a superficie:

a(A) = {£?: ¢(t) € S}

Assumamos A com um nimero par de elos. Considere o hipercilindro
regular C. C TP de volume proporcional a £® cujo centro de massa ¢
o ponto

T W mm
PCM = (-“5’5’“.‘--2-1‘_!0‘"“0) € R{'

e com vetor normal as bases paralelo ao vetor ‘;—'f. Uma vez que A
possui um nimero par de elos Y0 < § < § o ponto

m m i
——4,...,——+46,=-4,0,...,0
2 R 2+ :2 )

pertence a S N C., bastando zerar os k termos relacionados aos clos
de A de F(x) aos pares ¢ pondo 0 nas outras coordenadas. No

¥le
= | —-—— 6
ps = ( 5+

13



caso em que A possui um nimero impar de elos, os pontos a serem
considerados sdao da forma

% B S e B E

T
— — — 6 e — —
p=(-5+63 g a3 Thg mh3

tan_l(-—-% tan{g- - 4)),0...,0)

T T T
Penr = ( i
Usando o fato de que a hiperficie S ¢ diferenciavel nos pontos pg,
Ve > 0 suficientemente pequeno o conjunto C. NS ¢ aproximada-
mente um hiperplano, isto ¢, pelo teoremna da fungio implicita esse
conjunto ¢ um grifico de uma das varidveis em [ungao das demais.
Por fim, o fluxo nunca é perpendicular a § uma vez que

d¢
i VFE@zeS8)>Li+.+Ly >0
Entao

#{t:p(t) e SNC} =00

o que conclui a demonstragio (veja a figura 5 para um resumo da
demonstragao).



Rh— 1

Figura 5: Visualizagao da demonstragao do teorema 4.1. Em alguma vizinhanga
de Pcps (ponto preto) S é localmente grifico de wma das varidveis em fungao
das demais, digamos xy = f(£y,...,xp—1). Uma vez que ¢(t) é ergddico ele
entra infinilas vezes no hipercilindro e quando enlra, sendo a diregao do fluxo
paralela ao vetor N, necessariamente o fluro 'fura’ 8 gerando uwma sequéncia
de autovalores com os requisitos suficientes para que A seja cicatriz.

15



4.2 Loops

Proposigao 4.2: Qualquer subgrafo A C I' constituido de loops de
mesmo comprimento desconectados ou nao é uma cicatriz.

Prova:

A prova é muito simples. Suponha A constituido de b loops de
comprimento L. Para cada loop /;, coloque ¥ = 0 em cada elo do
subgrafo complementar ao loop I;. Isto leva ao seguinte problema
em cada loop [;:

{ ¥ (0) = w,ﬁ:"](ﬁ)

(n)

B0 = ()
E logo
(n) (n) 2 . 2nmay
=0, .9 = ESUI( L ),0,....0)

- - 2.2
¢ autofungio com autovalor &% = 487, Mas cada um desses au-
tovalores ¢ degencrado uma vez que todos os loops possuem mesmo
comprimento. Entdo por argumentos de simetria, concluimos que

para esses autovalores, a autofungdo é dada por:

o — (\/%sin( 2“11:!‘ j P %sin( 2m£:c;b ), 0, ...,0)

e portanto cada loop concentra probabilidade .

16



4.3 Nao-cicatrizes

Na segao precedente mostrou-se ser necessario informagio no espec-
tro para mostrar existéncia de cicatrizes. No caso de nao existéncia,
apresentamos uma condig@o que se refere apenas a estrutura topo-
logica de grafos:

Teorema 4.3: Uma cicatriz A C I ndo pode possuir um elo-ponta
que seja interior a I

Prova:

Denote a componente do subgrafo A no elo-ponta e por

™ = AM cos(knz) + B sin(k,z)

IS as componentes nos elos (v, u;) pertencentes ao subgralo Viz(A) >
v (veja definigao 2.9) por:

X" = A cos(knz) + BLY) sin(k,z)

Coloque o 0 das coordenadas locais em v. No caso de loops em v,
adicione um vértice no meio do loop de maneira que v continue a ser
o 0 das coordenadas (veja propriedade 2 da segao 3). Seja:

= min Ly
JEViz(A)=v

Figura 6: Idéia da prova. Quando a probabilidade associada ao subgrafo em azul
no desenho acima vai para 0, necessariamente a probabilidade do elo ponta do
subgrafo A também o vai.

Entao continuidade em » implica

2P, (Viz(A) > v)

()2 _ | 4(n)2

17



Soma das derivadas nula em v implica
> CiwBy)
b

onde a tltima desigualdade é conseqiiéncia da desigualdade Cauchy-
Schwarz. Das duas desigualdades acima segue:

? < 2d@) = YPu(Viz(A) > v)

B(t|)2=
1B l

Po(e) < Pa(Viz(A) > u)%

Entao
lim Po(A)=0 = limP,(e)=0

Concluimos da definigio sobre cicatrizes que A nio pode ser cicatriz.

Corolario 4.3.1: Qualquer subgrafo A C I' constituide de elos
desconectados (ou um tnico elo) ndo pode ser uma cicatriz. Pre-
cisamente a probabilidade da vizinhanga de A é limitada por baixo
por:

1

Pa(Viz(A)) 2 ————gs
14 3 ep 22

onde

l.= min L

: JEA" e 1/
e d(e) ¢ a soma dos graus de cada um dos vértices do respectivo elo
£

Prova: Considere (u,v) = e um elo de A. Note que todos os vérti-
ces de A possuem valéneia 1. O truque é adicionar um novo vértice
no meio de e de tal maneira que os vértices u e v sejam o 0 das
coordenadas locais. Dessa maneira pode-se aplicar o mesmo proce-
dimento da demonstragdo do teorema anterior e obter para cada elo
a desigualdade:

Led(e)

le

segue o corolério (veja figura 7 para um exemplo).

P.(e) < Pa(AC = A)

Coroléario 4.3.2: Considere I'" C T" um subgrafo sem elos pontas.
Entao qualquer circuito aberto A € I’ nao pode ser uma cicatriz.

Prova:

Os vértices extremos de A ambos possuem grau com respeito a A
igual a 1 e grau com respeito a I" maior do que 1, logo estamos na
condigao do teorema 4.3 . Entao A ndo pode ser uma cicatriz (veja
figura 8 para um exemplo).
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Figura 7: Ezemplo de subgrafo de elos desconectados (em vermelho) que néo
pode ser cicatriz.

Figura 8: Ezxemplo de circuito aberto (em vermelho) que nao pode ser cicatriz.
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4.4 Existéncia de cicatrizes e suas consequéncias
no espectro

Nesta segao voltamos a nossa atengéo para condigdes que garantem
a existéncia de cicatrizes em subgrafos nao climinados pela condigio
anterior. Precisamente, investigamos os circuitos fechados, obtendo
condigoes necessirias ¢ suficentes para que os mesmos sejam cica-
trizes. Para o entendimento do proximo teorema & necessario ler a
definigao 2.10 sobre fronteira de um subgrafo.

Teorema 4.4: Assuma A subgrafo cuja fronteira ¢ um circuito fe-
chado. A fim de que a probabilidade de cada elo de A seja limitada
por baixo e de que a da vizinhanga de A vi para 0 é necessirio que
exista wma subsequéncia de autovalores (k) com a propriedade de
que para todo clo f € dA se tenha k, Ly mod 7 — 0.

IEm particular, essa condigio no espectro & necessaria para que um
circuito fechado A = dA seja umma cicatriz, além disso, nesse limite
obtém-se a distribuigao classica de probabilidades no circuito A.
Prova : Sejam (vy,v2), (v2,v3), ..., (vm,v1) elos de OA.

Em cada vértice v; de dA coloque o 0 das coordenadas para os elos
pertencentes a vizinhanga de A. Em cada ¢lo (v;,v41) € 9A denote
a componente da autofungio por:

P (@) = A" cos(kx) + BY" sin(k,z), A, B eC
Em cada cada elo (v;,u) € Viz(A):

XM, (x) = A, cos(kna) + B{Y, sin(knz), AL

V), 1y, Ul

BM, eC

Sejam

{= min L,
eeViz(A)

L = max L,
eEAN

Da continuidade em v; sai que

2P, (Viz(A))

AP = 1AGLP < =

Hln (ej‘) 2P11(Viz(A))
7 =

()2 o 2

Continuidade em v;4; implica que:

[2P, (Viz(A
|4 cos(knL;) + B sin(knLj)| = |ALY, | < M
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n . T 2 n ]
B sin(kn Ly)| — |AS cos(kaLs)] < \/—IP;““;—”@—)

- -1/2
|sin(knL;)| < 2(%1?_“?;5;(.)&)} B 1)

Concluimos que para fazer P, (Viz(A)) — 0 com liminf, P,(e;) > 0
€ necessario uma sequéncia de autovalores com a propriedade men-
cionada anteriormente.
No caso particular em que A = A precisamos apenas mostrar que
a probabilidade em cada clo é assintoticamente afastada de 0, onde
nesse subgrafo converge para distribuicao classica.
Seja

8= d(vi) — 2

Jf’e{%’f\{ (v5) - 2)

Soma das derivadas nula em vj4q:

(n) (n)
- 2y 5 "X""“(o)

Ui

|- AS™ sin(ky Lj)+B{™ cos(knL;) - B2, | =

25P, (Viz(M))
SV=—1

Onde a dltima desigualdade é conseqiiéncia da desigualdade de Cauchy-
Scewarz, Segue entdo que

2
(ra)l izt 1 ¥ _ IB(R) I <9
J [ P, (e5) = j+1

T Po(Vis(A))

Usando as hipéteses do teorema, para alguma constante B € C
obtemos que

Z B".H-l.l-l

UVl

2sP, (Viz(A))
l

1B — B
logo: :
: IH! L 1
lim ]P, (A) L —_—
Bk, DLl B
e portanto para e; € A
L.
mP,(e;) = =—2—
m Py (e;) Ty 2

o que conclui a demonstragio.

Observagao: Podemos formular uma versio deste resultado no caso
em que A é um caminho aberto contanto que o teorema 4.3 nao
seja violado. Nesse caso a condigdao necesséria no espectro é de que
para os dois elos ponta p a subsequéncia de autovalores satisfaca

T
knly mod 7 — %.
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Figura 9: Visualizagao do teorema 4.4. No limite de altas energias, para que o
subgrafo A conslituido de sua fronteira OA (azul) e sew inlerior Int(A) (verme-
ho) possua probabilidades associadas aos seus elos limiladas por baizo com a da
viznhanga (verde) indo pra 0, é necessdrio que em cada elo da fronteira caiba
assintolicamente um mimero inleiro de comprimentos de onda, afim de formar,
em certo sentido, um escudo para o interior.

Figura 10: Visualizagdo do teorema 4.4. Caso em que A = A € um circuito
fechado.
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Agora o leitor estard apto a ler a ltima defini¢do 2.11 sobre colapso
de subgrafos.

Teorema 4.4.2: Assuma A um circuito fechado de um grafo fechado
I' com a propriedade de que

detD(I'S A) # 0

A fim de que A seja cicatriz, as seguintes condicdes sobre o espectro
sao suficientes:

3(k7) C a(A);

1. Ve € A, kyL. mod 27 — 0
2. Ve € A°, knL. mod 2w — %

Prova:

Notagao:

Denote os vértices e os respectivos elos de A por

(v1,v2), (v2,v3), ..., (Um,v1) com orientagao cicilica. Cada um dos
vértices v; serd o 0 das coordenadas para os elos da vizihanga de A.

Na existéncia de loops, adicione um vértice no meio do mesmo. Para
as componetes nos elos (v, viy1) de A designaremos

™ () = A™ cos(knz) + B™ sin(knz)
Nos elos (u,v) de A€

Xur) = Afury c0s(kn) + B, sin(knz)

u,v) u,v)

2
M=z

Para simplificar a notagao, seja L = (Lj, ..., Ly, ..., L) o vetor dos
comprimentos dos elos cujas primeiras m coordendas correspondem
aos elos de A. Seja d,, = |k, L mod 7—(0,...,0, %,..., 5)| onde |-| éa
norma do méximo. Assumindo (k?) uma subsequéncia que satisfaz
as hipoteses do teorema, podemos fazer 8, — 0. Entao existe uma
sequéncia &, —= 0 tal que:

Seja

1. Ve € A: cos(kpL.) > 1 —¢€, e 0< |sin(kpL.)| <en
2. Ye € A%: 0 < cos(knL.)| < &n esin(k,L.) >1—¢gy
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Figura 11: Descrigdo da situagio. No limite k2 — co cabe um nimero inteiro de
comprimentos de onda nos elos do circuito fechade A (vermelho) e um niimero
impar de comprimentos de onda nos elos do subgrafo complementar (azul). As
setas indicam a orienta¢do dos elos.

Condigoes de contorno

1. Continuidade:
i) vértices de A:
Continuidade nos vértices de A e condigao (1) irdo possibilitar
reescrever as componentes da fungio de onda em A como:
wl-(n)(x) = w™ cos(knz) + B,-(“) sin(knz) + ™ (z)

COm
(78 ()] = |(A™ = w{™) cos(kna)| < enmM

ii) vértices de A°
Continuidade nos vértices de A° e condigao (2) irdo possibilitar
reescrever as componentes da fungiao de onda como:

XM () = w™ cos(knz) + w™ sin(knz) + {7 (x)
com

Ir{m) ()] = (AL —wl™) sin(knz)+(BE) —w™) sin(knz)| < 4end(v)M
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2. Soma das derivadas nula:

i) Nos vértices v; € A temos:

d ‘lﬁ;“)
dr

d.w(ﬂ)
——(0) = ka(BJ" + RJ"™)

(0) = kB

com
IR™| = |B{™ (cos(knL;) — 1) — A sin(knL;)| < 26, M
Para os elos da vizinhanga de A (v;,u) temos
dzx

Sendo [C; ;] = C(T") a matriz de conectividade do grafo, apli-
cando a soma das derivadas no vértice v; € A:

n n 1 d'rg'ﬂ?l
Bj(t)l"‘"g} )+R§ )_Z Cu,‘u{wf(_ln)"i"k__dxu'(o)) =0
= n

Somando essa equagiao sobre os vértices de A obtemos
(n) (n) cC dr‘(’:“)“ _ G{ﬂ:'
Z Cojuwy” = Z By - Z gy (0) =G}
v;EA v EA v EAu

Denotando [D,,,,] = D(I'—A), podemos reescrever essa equagao
como:
> Dyl = G
u

onde "1"representa o vértice pelo qual A foi substituido e
G171 < dend(1)

ii) vértices v € A© obtemos :
Pelo mesmo procedimento do tltimo item, obtemos as equagoes
para cada um dos vértices v € (I' — A)

Z Du,qu(_.") = ng)
u
com
1G] < 4end(v)

E logo podemos juntar essas equagoes numa iinica equagao mna-
tricial:
M = g™
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e\

Ografo"'S A

Usando o fato de que detD # 0, todas as variaveis w(" sio

unicamente determinadas; no limite n — oo todas as variaveis
¢Moe logo
lim Q™ = (0,...,0)
n

Da equagao (1) sai que

liin P,(A) =1

limP,(e € A) = s g
" Zi JEA Ly

o que conclui a demonstragio.

Observagao: A hipétese referente ao grafo I' ndo possuir elos
pontas ndo ¢ necessiria. Nesse caso, para os elos pontas p
do subgrafo complementar ao circuito fechado, a condigio so-
bre a seqiiéncia de antovalores é&: kn L, mod 27 — 0. Sé que
nesse caso a matriz que deve ter determinante diferente de 0 é
o da matriz de conectividade do grafo (T & A) & P, onde P é
o conjunto de clos pontas do grafo I'. Também podemos for-
mular uma versao desse teorema para que um circuito aberto
seja cicatriz, contanto que scus dois clos pontas nao violem o
teorema 4.3. Nesse caso, as condigdes no espectro para cada
elo interior do circuito aberto A sao as mesmas mencionadas
anteriromente no teorema e para cada elo ponta de A deve va-

o

ler que k,L, mod 2r — . Nesse caso, o determinate que
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deve ser diferente de 0 é o da matriz de conectividade do grafo
(' & Int(A)) & P(A®), onde Int(A) é o conjunto dos elos in-

teriores de A e P(A°) o conjunto dos elos pontas do subgrafo
Ac.
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5 Discussoes

Dentro do contexto do grafo estrela, o resultado original obtido
por Keating [5] afirmava que quaisquer dois elos constituiam
uma cicatriz de um grafo estrela cujo comprimento dos elos sao
racionalmente independentes. Como demonstrado, sob as mes-
mas hipéteses qualquer subgrafo estrito de dois ou mais elos de
um grafo estrela pode ser uma cicatriz. Um tnico elo nio pode
ser cicatriz da estrela pelo teorema 4.3. Um grafo estrela com
comprimentos racionalmente dependentes nao possui cicatri-
Zes, uma vez que nesse caso apenas um namero finito de pontos
da hiperficie S serdo furados. Por outro lado, a hip6tese sobre a
independéncia racional entre os comprimentos é razoével tanto
no sentido mateméatico quanto fisico, uma vez que com proba-
bilidade 1 ao se sortear n nimeros reais eles sio R.I entre si. No
caso de grafos com loops, para que um tnico loop seja cicatriz
nenhuma condicdo sobre os comprimentos é necessiria. Para
que loops desconectados ou nao sejam cicatrizes é necessario de-
péndencia racional entre os seus comprimentos. O teorema 4.3
sobre nao cicatrizes tem como conseqiiéncia o fato de que elos
desconectados ndo podem ser cicatrizes, e isto levaria a conjec-
turar que subgrafos desconexos nao sio cicatrizes se nao fosse o
contra exemplo dos loops desconectados de comprimentos raci-
onalmente dependentes. Outra conseqiiencia ndo mencionada
do teorema 4.3 é de quanto maior for o comprimento dos elos
de um subgrafo constituido de elos desconectados (uma tnica
ponta por exemplo), menor pode se tornar a probabilidade as-
sociada ao subgrafo complementar, Nos 2 wltimos teoremas
demontrou-se que o problema de cicatrizes estd relacionado a
propriedades assint6ticas do espectro, Vemos nesses teoremas
que para formar-se uma cicatriz num circuito fechado A, deve
existir uma sequéncia de niveis de energia que faga assintotica-
mente caber um niimero inteiro de comprimentos de onda em
cada elo de A e um nimero impar de meios comprimentos de
onda em cada elo do subgrafo complementar a A. Esse resul-
tado em certo senso é parecido com a regra de quantizagao de
Bohr-Sommerfeld, isto é, afim de evitar-se interferéncia destru-
tiva deve existir niveis de energia que fagam caber um nimero
exato de comprimentos de de Broglie sobre a érbita fechada.
Por fim, a condicio técnica sobre a matriz de conectividade
do grafo em questao no tultimo teorema pode ser substituida
por uma condigdo mais fraca sobre a mesma assumindo uma
condigao distinta no espectro:
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Teorema: Assuma A um circuito fechado de um grafo fechado
I'. Seja D a matriz de conectividade do grafo I'6 A com a pro-
priedade de que para alguma troca de sinais de suas entradas,
essa nova matriz D’ possua determinante diferente de 0. A fim
de que A seja cicatriz, as seguintes condigoes no espectro sao
suficientes:

3(k2) C o(D);

(a) Ye € A, kyL, mod 27 — 0 se D, >0 ou k, L, mod 27 —
mse D, <0
(b) Ve € A, k, L, mod 27 — %,se D, > 0 ou k, L. mod 27 —

3n 7
TS&DE{U

Entao um possivel refinamento desse teorema seria caracteri-
zar os grafos que possuem determinante de sua matriz de co-
nectividade diferente de 0. Um possivel prosseguimento seria
incorporar potenciais magnéticos nos elos e estender ou nao os
resultados obtidos para as cicatrizes.
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