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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é provar o teorema da periodicidade
de Bott para a K-teoria complexa. Para isso, vamos desenvolver a teoria
dos fibrados vetoriais e vamos definir os grupos de K-teoria de um par de
espacos compactos. Além disso, vamos provar que a K-teoria é uma teoria de
cohomologia generalizada, definindo, com isso, o anel K*(X).



Abstract

The main goal of this dissertation is to prove the Bott periodicity theorem
in the complex K-theory. Accordingly, we will develop the vector bundle
theory and we will define the K-theory groups of a pair of compact spaces.
Furthermore, we will prove that K-theory is a generalized cohomology theory.
As a consequence, we will be able to define the ring K*(X).
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Introducao

A K-teoria foi introduzida pela primeira vez em um artigo de Atiyah e Hir-
zebruch [AH59]. Nesse artigo eles buscavam estender as variedades diferen-
ciaveis uma generalizagao, dada por Grothendieck, do teorema de Riemann-
Roch. Ali ja podiamos ver os primeiros indicios da relacao da K-teoria com
operadores diferenciais e também das suas propriedades cohomologicas.

Essas propriedades foram desenvolvidas logo a seguir em um artigo dos
mesmos autores [AH61]. A relagdo com os operadores diferenciais, contudo,
so foi aprofundada alguns anos depois, quando foi demonstrado o teorema do
indice [AS68a] [AS68b]. Em ambos os casos, entretanto, o teorema de Bott
teve um papel essencial.

Nosso objetivo aqui, neste texto, é desenvolver a teoria dos fibrados ve-
toriais e, com isso, desenvolver a K-teoria o suficiente para poder provar
o teorema de Bott e algumas dessas propriedades cohomoldgicas. A expo-
sicdo dada aqui se baseara principalmente nos livros de Atiyah, Hatcher e
Husemoller [Ati67], [Hat09] e [Hus94].

Uma boa referéncia para o desenvolvimento dessas teorias de um ponto
de vista histérico é o livro de Dieudonné [Die09].



Capitulo 1
Espacos topoldgicos

O objetivo deste capitulo é definir alguns conceitos basicos e fixar as notagoes.
Para uma exposicao mais cuidadosa dos teoremas de topologia geral o leitor
deve se referir ao livro de Munkres [Mun00]. A regra geral foi demonstrar
somente as proposi¢oes que nao estao demonstradas naquele livro.

1.1 Definicoes basicas

Um espago topoldgico é um conjunto com uma nocao de proximidade ou de
vizinhanga. Seguindo nessa linha, poderiamos definir os conjuntos abertos
como sendo os subconjuntos que sao uma vizinhanca de cada um de seus
pontos. Este curso é mais intuitivo. Definir abertos diretamente, contudo,
tende a simplificar a exposi¢ao. Seguiremos esse tltimo caminho.

Definicao 1.1. Uma topologia em X é uma colecao 7 de subconjuntos de
X, que serao chamados de subconjuntos abertos de X, tais que:

1. Os conjuntos @ e X sao abertos;
2. Uma uniao arbitraria de abertos é conjunto aberto;

3. Uma interse¢ao finita de abertos é um conjunto aberto.
Chamaremos o par (X, 7) de espago topolégico.

Construgao 1.1. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos. Podemos, entao, definir
oespaco X UY = (X x0)U (Y x 1) que é chamado de unido disjunta. Os abertos
desse espaco sdo as unides disjuntas de abertos de X com abertos de Y.

Construcgao 1.2. Também podemos dar uma topologia para o produto cartesiano
X x Y de dois espagos topolégicos. Um conjunto A é aberto nessa topologia se,
para cada elemento a € A, existe um subconjunto W C A que contém a e que é
igual a um produto de um aberto U C X com um aberto V C Y.
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Chamaremos de fechado o conjunto que tem como complementar um
aberto. E facil mostrar que os fechados satisfazem propriedades andlogas as
dos abertos. Mais especificamente, o vazio e o espago topoldgico, vistos como
subconjuntos do tltimo, sao fechados; a intersecao arbitraria de fechados é
fechada e a uniao finita de fechados é um subconjunto fechado.

Um conjunto V' é uma vizinhanca de um ponto x se existe um aberto que
contém x e estd contido em V. As fungoes continuas serao entdo, natural-
mente, as fungoes que preservam o conceito de vizinhanca. Vemos que esta
definicao ¢ praticamente idéntica a dada num curso de analise.

Definicao 1.2. Uma funcao f: X — Y é continua se para todo x € X e para
toda vizinhanga V' de f(z) existe uma vizinhanga U de x tal que f(U) C V.

Chamaremos de homeomorfismo toda a funcao continua que tem uma
inversa continua. Dois espagos topoldgicos serao homeomorfos quando exis-
tir um homeomorfismo entre eles. Denotaremos essa relacao de equivaléncia
pelo simbolo . Aqui usamos o fato que a composi¢ao de fungoes continuas
¢ continua. Note que, na definicdo acima, poderiamos ter suposto que as
vizinhancas eram abertas sem alterar o conceito de continuidade.

Note também que, ao longo deste texto, as expressoes a aplicacao f ou
o mapa f s6 serao usadas quando a funcao f em questao for continua.

A seguir uma caracterizacao do conceito de fungao continua.

Proposicao 1.1. Seja f: X — Y uma funcao qualquer. Entao as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

1. A funcgdo f € continua;
2. A imagem inversa f~Y(U) € aberto, para todo o aberto U C Y;
3. A imagem inversa f~'(A) € fechada, para todo o fechado A CY;

Pela proposicao acima toda a imagem inversa de um fechado por uma
funcao continua é um fechado. Por outro lado, dada uma func¢do f continua,
diremos que f é uma aplicacao fechada se tivermos que f(A) C Y é fechado
para todo o conjunto fechado A C X.

Todo o subconjunto A de um espago topoldgico X tem um topologia
induzida. Essa topologia é dada pela colecao dos conjuntos U N A, sendo
que U é aberto em X. Diremos que um subconjunto ¢ um subespaco quando
quisermos enfatizar que ele estd munido dessa topologia.

Com essas defini¢oes, vemos que a inclusao i4: A — X é continua. Con-
sequentemente, a restricio f|4 de uma fungao continua f: X — Y, que é
por definicao igual a f oi,, é continua. Em contrapartida:



Proposicao 1.2. Uma funcao f: X — Y € continua se e somente se para
todo x € X existe uma vizinhang¢a V' desse ponto para a qual f|y € continua.

Isso mostra que continuidade é um conceito local, ou seja, s6 depende
do comportamento da func¢ao perto de um ponto. Uma observagao similar a
ultima nos permite definir func¢oes continuas por partes.

Proposicao 1.3. Sejam A e B dois fechados tais que AU B = X. Sejam,
também, f: A —Y eg: B—Y fungoes continuas tais que flans = glans-
Entao existe uma fungao continua h: X —Y tal que hla = f e hlp = g.

Por dltimo, devemos definir o conceito de mergulho, que generaliza a
inclusao de um subespaco. Diremos que uma fungao continua é um mergulho
se ela se restringir a um homeomorfismo entre seu dominio e sua imagem.

1.2 Axiomas de separacao e compacidade

A definicao de espacgo topoldgico é muito geral e, por isso, vamos precisar de
algumas hipdteses adicionais. Elas sao classificadas em dois tipos: as hipoteses
de separacdo e as hipdteses que restringem o tamanho do espago localmente
ou globalmente. As primeiras exigem que existam vizinhancas disjuntas de
certos conjuntos disjuntos. As tltimas geralmente tomam a forma de res-
tricoes na cardinalidade de bases ou coberturas. Vamos usar alguns poucos
exemplos dessas hipéteses. Primeiramente, definiremos as de separacao.

Definicao 1.3. Um espago topoldgico é de Hausdorff se para todo par de
pontos distintos existirem vizinhancas disjuntas que os contém.

E facil ver que os pontos sdo subconjuntos fechados em um espaco de
Hausdorft. Pois, para cada ponto do espaco, podemos unir as vizinhancas
abertas que nao o contém. Esse conjunto é um aberto que, pela propriedade
acima, contém todos os outros pontos do espaco. Também temos que todo
o subespaco de um espago de Hausdorff é de Hausdorff, pois basta tomar a
intersecao do subespaco com os abertos disjuntos dados pela definicao.

Definicao 1.4. Um espaco topologico é normal se para cada dois fechados
disjuntos existem vizinhancas disjuntas que os contém.

E interessante observar que um espaco é normal e de Hausdorff se, e
somente se, existe, para cada par de subconjuntos fechados disjuntos, uma
funcao continua que os separa. Este é o contetido do lema de Urysohn, que,
por sua vez, implica o teorema da extensao de Tietze. Esse teorema sera
usado para estender secoes de fibrados vetoriais na secao 3.1.



Agora, daremos um exemplo do segundo tipo de hipotese: a compacidade.
Intuitivamente, um espago é compacto se ele nao se estende até o infinito, ou,
em outras palavras, se ele pode ser imaginado dentro de uma parte pequena
de um espaco maior.

De fato, pode-se provar que todo o espago métrico compacto (de dimensao
de Lebesgue finita) pode ser mergulhado dentro de um subconjunto limitado
de algum R™, o que suporta a nossa intuicao. A definicdo precisa dessa pro-
priedade, contudo, é um pouco abstrata.

Definicao 1.5. Um espaco topoldgico é compacto se é de Hausdorff e se
toda cobertura aberta tem uma subcobertura finita.

Pode-se provar, diretamente da definicdo, que todo subconjunto fechado
de um espaco compacto é compacto. Por outro lado, todo subconjunto com-
pacto de um espaco de Hausdorff é fechado. Analogamente, temos também
que a imagem de um subconjunto compacto por uma funcao continua é com-
pacta, desde que o contradominio seja de Hausdorff.

Como um corolario dessa afirmacao temos que:

Proposicao 1.4. Seja f: X — Y uma funcao continua injetiva. Se X € um
espago compacto e Y de Hausdorff, entdo f é um mergulho. Em particular,
toda a bijecdo continua com dominio compacto é um homeomorfismo.

Temos, também, que as defini¢oes dadas nesta secao estao relacionadas.
Proposicao 1.5. Todo o espago topologico compacto é normal.

A idéia por tras da demonstragao dessa proposicao é usar o fato de que
todo compacto é Hausdorff para achar vizinhancas disjuntas de pontos x € A
ey € B, sendo que A e B sao os fechados que pretendemos separar. Depois
usamos o fato de que existem subcoberturas finitas para poder mostrar que
certas intersecoes de abertos sao abertas.

1.3 Quocientes de espacos topologicos

Uma particao de um conjunto X é uma cole¢ao disjunta de subconjuntos nao-
vazios que cobrem esse conjunto. Para toda particio X* existe uma funcao
p: X — X* que leva um elemento de X no tnico elemento de X* ao qual ele
pertence. Chamaremos essa funcao sobrejetiva de projecao no quociente.
Suponha, agora, que X é um espago topologico. Diremos que U C X*
é aberto se o conjunto p~*(U) é aberto em X. Com isso, definimos uma
topologia na qual a projecao é continua. A proxima proposi¢cao da uma con-
di¢ao suficiente para que uma funcdo continua qualquer desca ao quociente
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X*. Veja que a hipdtese de que g existe é equivalente a hipdtese de que f é
constante em p~!(x) para todo o z € X*.

Proposicao 1.6. Seja X* uma particio de X e seja f: X — Y uma fungdo
continua. Suponha que existe uma funcao g tal que

/
X ——Y
P
p /g///
X*

¢ comutativo. Entdo g é continua.

Sera interessante também determinar quando que uma func¢ao é uma pro-
jecdo em algum quociente. Com esse objetivo daremos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.6. Uma funcao continua sobrejetiva f: X — Y é uma projecao
se a seguinte afirmacao for verdadeira

U CY éaberto «—= f'(U) C X é aberto.

Essa definicao é uma simples restricao do conceito de continuidade. Pois
aqui, além de exigirmos que a imagem inversa de um aberto seja aberta,
também exigimos que f(f~1(U)) seja aberto sempre que f~(U) for aberto.
Observe, também, que a composi¢ao de projecoes é uma projecao.

Proposicao 1.7. Seja f: X — Y uma projecdo. Defina uma particao X* que
¢ dada pelos conjuntos f~(y), para y € Y. Entdo existe um homeomorfismo

h: X* —Y

sendo que X* esta com a topologia do quociente. Em outras palavras, toda
projecao € uma projecao no quociente a menos de um homeomorfismo.

Precisaremos saber como os quocientes se comportam em relacao as hipo-
teses de separagao. Para os nossos propositos, a proxima proposicao bastara.

Proposicao 1.8. Seja X um espago normal e de Hausdorff. Sejap: X =Y
uma projecao fechada. Entdo, o espaco topologicoY € normal e de Hausdorff.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que para todo A C Y e para todo
aberto U D p~'(A), existe um aberto V 2 A tal que p~ (V) C U. Em outras
palavras, toda vizinhanca da imagem inversa de um fechado por p contém
um aberto que é, também, uma imagem inversa.



Pois seja C' = X — U que é fechado. J& que p é fechada, entao p(C) é
fechado e, pela hipdtese, disjunto de A. Temos entdao que V := Y — p(C)
é um aberto que contém A. Como nenhum elemento de C' esta contido em
p~1(V), temos que p~' (V) C U, como enunciado.

Agora, vamos voltar a demonstracao da proposi¢ao. Primeiro observamos
que os pontos formam conjuntos fechados em Y, pois X é de Hausdorff e p é
fechada. Para mostrar que Y é normal, escolhemos dois conjuntos fechados
disjuntos A; e Ay de Y e duas vizinhancas abertas disjuntas U; e Uy dos con-
juntos p~(A;) e p~1(As), respectivamente. Essas vizinhancas existem pois
X é normal.

Pela afirmacao anterior, existem dois abertos V; e V5 de tal forma que
p~Y(V;) C U;. Mas como os U; sao disjuntos, os V; também so. O

Corolario 1.1. Seja X um espago compacto e seja p: X — Y uma projecao
fechada. EntaoY é um espaco compacto.

Demonstracdo. Sabemos que a imagem de um compacto por uma fungao con-
tinua é um compacto desde que o contradominio dessa funcao seja Hausdorff.
Mas pela proposicao anterior Y é Hausdorff. O

Toda a relacao de equivaléncia define uma partigdo. Nesse caso a proje¢ao
associa um ponto a sua classe de equivaléncia. O espago quociente por uma
relacdo é, entao, definido como sendo a particdo associada a essa relacdo com
a topologia definida acima.

Exemplo 1.1. Definiremos neste exemplo o espago projetivo complexo CP™. Esse
espaco ¢ o quociente de C"*! — {0} pela relagdo de equivaléncia que identifica dois
vetores que forem miltiplos um do outro (escalares complexos).

Também podemos ver esse espaco como o conjunto dos subespagos de dimensao
um em C™*1. Isso porque a aplicacio que associa o vetor ao espaco gerado por ele
¢ uma bijecdo quando descemos ao quociente.

A projecio p: C**!t — {0} — CP" é fechada e sobrejetiva quando restrita a
esfera S?"+1 c C"*!. Isso somado ao fato de que todas as esferas sao compactas
nos dé que os espagos projetivos sdo compactos.

Logo abaixo, definiremos duas construgdes que serao muito importantes
para o estudo das propriedades cohomoldgicas da K-teoria. Elas sao o quo-
ciente de um espaco por um subespago fechado e a colagem de dois espacos
a partir de um homeomorfismo.

Construgao 1.3. Seja A C X fechado. Definimos o espago X/A como sendo o
quociente do espaco topolégico X pela relacdo ~; que é dada por

T~y < r=y ou z,yeA



Essa é, obviamente, uma relagdo de equivaléncia. Seu espaco quociente é uma cépia
de X onde reduzimos A a um ponto. E facil ver que a projecio, quando restrita
ao complementar de A, é um homeomorfismo.

Podemos ver, também, que a projecao é fechada. Para isso temos que mostrar
que a imagem de um fechado é fechada. O caso em que o fechado F' C X é tal que
FNA = @ é trivial, pois no complementar de A a proje¢ao p é um homeomorfismo.

Para o outro caso, nds observamos que, ja que A é fechado, (AU F)¢ é aberto.
Além disso, decorre do fato que p é bijetiva fora de A e de que FFN A # & que

p(F)* =p(AU F) = p[(AU F)°]

Entretanto, a imagem inversa de p[(A U F)°] é (AU F)°. Isso junto ao fato de p
ser projegao implica que p[(A U F')¢] é aberto. Por isso, o complementar de p(F) é
aberto e, portanto, p(F') é fechado. Demonstramos, entdo, que p é fechada.
Usando esse fato e a proposicao 1.8, podemos mostrar que, se X é normal e de
Hausdorff, entdo o quociente X/A é normal e de Hausdorff. Temos, também, pelo
corolario 1.1, que se X for compacto entdo o quociente X/A é compacto.
Por 1ltimo, observe que se X é compacto, A é fechado e U C A é aberto, entao

X/A= (X —U)/(A-U) (1.1)

Essa observagao sera util na hora de mostrar que vale a excisdo para a K-teoria.
Para demonstrar 1.1, note que X — U e X sao compactos e, por isso, os
quocientes sdo compactos. Sabemos também que a composi¢do da inclusdo de
X — U em X com a projecdo no quociente X/A desce a uma fun¢do continua
(X -U)/(A-U) — X/A, pois respeita as identificagdes. A aplicagao resultante é
uma funcao bijetiva continua entre compactos e, portanto, ¢ um homeomorfismo.

Construcgao 1.4. Sejam A; C X; e Ay C Xy fechados e seja f: Ay — Ay um
homeomorfismo. Podemos definir uma outra relagdo de equivaléncia ~o que esta
definida na unido disjunta X; LI X5 e é dada por

zrogw <= z=w ou f(z)=w ou f(w)=z

Ou seja, identificamos A; com Ao usando f. O quociente da unido disjunta por
essa relacao serd denotado por X; Uy X5. Diremos que uma tripla (X1, f, X2) com
essas propriedades define um espaco topoldgico por partes.

Da mesma forma que no exemplo anterior, a projecdo é fechada. Isso porque,
como ¢é facil ver, a projecao restrita a X; ou a X9 é um mergulho. Para provar
isso, basta usar a definicdo de projecdo e observar que nesses conjuntos a projecao
¢ injetiva. Também decorre da definicdo de projecao, e do fato que A; é fechado,
que p(X1— A;p) é aberto, pois sua imagem inversa é aberta. O complementar p(Xs)
desse conjunto é, entao, fechado. Portanto, a projecdo no quociente p restrita a Xo
é fechada. O mesmo vale para X;. Agora, como todo o fechado na unido disjunta
¢ uma uniao disjunta de fechados, nés temos que p é fechada em X7 U Xo.
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Com isso, temos que se X7 e X3 sdo normais e de Hausdorff, entdo X1 Uy X5 é
normal e de Hausdorff, e se X7 e X3 sdo compactos, entdao X7 Uy X5 é compacto.
Note que é para obter essas conclusdes que supomos que A1 e As sdo fechados.

A construcao feita neste exemplo é uma extensao natural do conceito de unido
de conjuntos. Pois seja X um espaco compacto e sejam X; e X3 subconjuntos
fechados tais que X = X7 U X5. Defina A1 = As := X7 N X5. Temos entdo que

X1 Ug Xo =X

Isso porque a aplicagdo X7 LI Xo — X desce a uma fungao bijetiva no quociente e
os dois conjuntos sdo compactos.

Por ser uma extensdo da unido é razoavel esperar que existe um analogo para
as fungoes definidas por partes. De fato, dadas duas fungoes g;: X; — Y tais que
g1(x) = g2 o f(x) para x € Ay, temos que existe uma funcao g: X; Uy Xo — Y tal
que g|x, = gi. Isso decorre do caso especial que foi descrito na proposicao 1.3.

1.4 Topologias definidas localmente

A topologia de uma variedade diferencial é determinada de forma tnica pelas
suas coordenadas locais. Isso porque as trocas de coordenadas sao homeomor-
fismos. Nesta secao, vamos demonstrar essa proposi¢ado num contexto mais
geral, 1til para definir functores, como o produto tensorial, em fibrados.
Suponha, entao, que os conjuntos U; C X formam uma cobertura do con-
junto X no qual queremos definir uma topologia. Defina, entao, os conjuntos
Ui; que sao as intersegoes U; N U;. Suponha, também, que existam bijegoes
fi: Uy = Y, sendo que os Y] sao espagos topoldgicos. Defina, entao, as trocas
de coordenadas fj;: f;(Ui;) — f;(Ui;), que sao dadas por f;; = fjo (fi)™".

Proposicao 1.9. Suponha que as trocas de coordenadas fj; sao homeomorfis-
mos. Suponha, também, que os conjuntos f;(U;;) e f;(Usj) sao abertos. Entao
existe uma topologia em X que faz as fungoes f; serem homeomorfismos.

Demonstracdo. Primeiro precisamos definir a topologia em X. Para isso, di-
remos que um conjunto U C X é aberto se f;(U) for aberto para todo 4. Isso
define uma topologia pois bijegoes preservam unioes e interse¢oes. Falta mos-
trar que as f; sao homeomorfismos. Por um lado, é facil ver que a aplicacao
inversa f; ' é continua, pois, por definicdo, se U é aberto, f;(U) é aberto.
Por outro lado, temos que mostrar que f;*(V), para V aberto em Y;, é
tal que f;[f; (V)] é aberto. Isso é equivalente a mostrar que f;;(V) é aberto.
Mas f;; ¢ um homeomorfismo entre conjuntos abertos e portanto temos o
enunciado. O
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A colegao das fungoes f; que satisfazem as hipdteses da tultima proposigao
serao chamadas de atlas para a topologia. Diremos, também, por abuso de
notagao, que (X, f;) é um espago topologico.

Agora, veja que uma funcao continua h: X — Y, para algum espaco Y, é
continua se, e somente se, ho f; * for continua, para todo i. Pois h ¢ continua
se, e 86 se, h™1(U) é aberto para todo U aberto. Mas h=!(U) ser aberto é
equivalente a f; o h=H(U) = (ho f71)~Y(U) ser aberto, para todo i. Isso é
equivalente a h o f; ! ser continua, para todo i.

De forma mais geral:

Proposicao 1.10. Sejam (X, fi) e (Y, g;) dois espagos topoldgicos. Entio
uma funcao qualquer h: X — Y € continua se, e so se, suas representagoes
locais hj; = gjoho f;' sdo continuas para todo i e j.

Demonstragio. Pelo paradgrafo acima, h é continua se, e somente se, ho f;

¢ continua para todo i. Como as funcoes g; sao homeomorfismos definidos
em subespacos abertos, nés temos o enunciado. O

Sejam f; e g; homeomorfismos que formam dois atlas diferentes para um
conjunto X. Pela proposi¢ao acima a fungao identidade id: (X, f;) = (X, g;)
¢ continua se g; o f;' é continua para todo i e j. Por isso, a identidade define
um homeomorfismo entre essa duas topologias se, e s6 se, as fungoes f;og; Le
g;j© f; ! sdo continuas. Isso é o mesmo que dizer que a unido do atlas formado
pelas f; e do atlas formado pela g; ¢ um atlas.

1.5 Homotopias e pares de espacos

Uma homotopia é, intuitivamente, uma deformacgao continua entre duas fun-
¢oOes continuas. Sua defini¢ao precisa é dada abaixo.

Definicao 1.7. Uma homotopia entre duas fungoes continuas fo: X — Y e
fi: X =Y é uma funcao continua

frXx[0,1] —Y

tal que f(x,0) = fo(x) e f(z,1) = fi(z). (Notagdo: fo ~ f1.)

A relacdo f ~ g é uma relagao de equivaléncia que preserva composicoes.
Diremos que uma func¢ao é homotopicamente trivial quando ela for homoto-
pica a uma constante. Denotaremos f(x,t) por fi(x), para todoot € I, e
diremos que f;: X — Y é uma homotopia quando f tiver essa propriedade.
Veja que aqui usamos a notagao I = [0, 1] para o intervalo fechado unitario.
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Dois espacos X e Y tem o mesmo tipo de homotopia se existe uma
f: X =Y eumag: Y = X continuas tais que go f ~idx e fog ~idy.
Chamaremos uma f desse tipo de equivaléncia homotépica. Intuitivamente,
as equivaléncias homotdpicas sao homeomorfismos a menos de homotopias.

Um retrato é uma fungao continua r: X — A tal que A C X er|4 é a
identidade. Pode-se mostrar que se r é um retrato e X é de Hausdorff, entao
o subconjunto A é fechado.

Existe um tipo especial de equivaléncia homotépica que tem um papel
especial, o retrato por deformacao. Esses sao os retratos r: X — A tais que
1or ~idy, sendo que i: A — X é a inclusdao. Um espaco é contratil quando
existir um retrato por deformacao entre ele e um de seus pontos.

Abaixo temos algumas construgoes utéis para o estudo das homotopias.
Note que as contrugoes abaixo resultam em espacos compactos quando o
espago X referido for compacto. Isso porque o quociente de um compacto
por um fechado é sempre compacto.

Construgao 1.5. O cone CX de um espago X é o quociente (X x I)/(X x 0).
Usualmente, identificaremos a base desse cone, ou seja, a imagem pela projecao do
conjunto X x 1, com o espago X.

O interesse nesse espago se deve ao fato de que uma funcdo f: X — Y é
homotopicamente trivial se, e somente se, ela se estende a uma fungdo no cone.
Essa extensdo é dada pela homotopia entre f e a fungdo constante.

Mais geralmente, a restricdo de uma fungao f, como a acima, a um subconjunto
fechado A é homotopicamente trivial se, e somente se, ela se estende a CA U X.
Veja que para construir esse espago nés colamos o cone de A em X usando a
inclusao desse subespago.

Construgao 1.6. Analogamente ao exemplo acima, podemos nos perguntar quais
sdo as possiveis homotopias entre duas aplicagoes constantes. Essa pergunta nos
leva a definir a suspensao SX de um espago X que é dada por

SX :=CX/X =CX/(X x 1)

Ou seja, estamos tomando o quociente de X x I pelas relagdes (x1,0) ~ (x2,0)
e (z1,1) ~ (x2,1). Identificaremos o espago X com o subconjunto de SX que a
imagem de X X 1/2 pela projegéo.

Podemos ver a suspensdo como uma unido de dois cones sobre X com suas
bases identificadas. Em outras palavras, SX é homeomorfo ao espago topoldgico
CX Uy CX onde f é a aplicagao identidade id: X — X.

Veja, também, que a suspensao é um functor covariante. Pois, dada uma funcao
continua f: X — Y, podemos definir uma funcgdo continua Sf: SX — SY de tal
forma que Sf(z,t) = (f(z),1).

Diremos que (X, A) é um par de espagos quando A C X. Uma fungao con-
tinua f: (X, A) — (Y, B) entre pares de espagos é uma func¢ao continua entre
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X eY tal que f(A) C B. Em particular, podemos definir uma homotopia
relativa ao par como sendo uma funcao f: (X x I, A x I) — (Y, B).

Um caso especial da definicdo acima sao os espagos pontuados. Um espaco
pontuado X é um par de espagos (X, z), onde xyg € X é o ponto base.
Frequentemente, denotaremos o ponto base de um espago X por xg, o de um
espago Y por g e assim por diante. O cone e a suspensao tem uma versao
reduzida, ou seja, melhor adaptada aos espacos pontuados.

Construgao 1.7. A versao reduzida do cone e da suspensdo de um espago pon-
tuado X sado dadas pelos quocientes

CX = (X xI)/[(X x0)U (zg x I)]
X = (X xI)/[(X x0)U(X x 1)U (zg x I)]

sendo que xg é o ponto base de X. A diferenca dessas versoes para as usuais é que
aqui nos também colapsamos o intervalo sobre o ponto base. Note que usamos a
mesma notagdo para o cone reduzido e ndo-reduzido. Isso ndo causard confusdo,
pois 86 usaremos a versio reduzida. E interessante, também, observar que esses
dois cones sdo contrateis.

De agora em diante, denotaremos por CTop a categoria dos espagos
compactos, por CTop? a categoria dos pares de espacos compactos e por
CTop" a categoria dos espacos pontuados compactos.

Podemos, entao, definir dois functores covariantes:

CTop — CTop? CTop? — CTop*
X — (X, 2) (X, A) —> (X/A, A/A)

sendo que X /& := X que é a unido disjunta de X com um ponto que servird
de base. Esses functores permitirdao reduzir as afirmagoes sobre a K-teoria de
um espaco e a K-teoria de um par a afirmacoes sobre a K-teoria reduzida. Isso
é util porque na iltima as proposi¢oes sao, em geral, mais faceis de provar.

Por tltimo, precisamos definir os analogos da uniao disjunta e do produto
cartesiano para espacos pontuados.

Construgao 1.8. A unido wedge X VY de dois espagos pontuados é o quociente
da unido disjunta onde identificamos os pontos base. Esse espago pode ser visto
como sendo o subespago (X X yo) U (z¢ X Y') do produto cartesiano X x Y.

O produto smash X AY é o quociente X ANY = (X xY)/(X VY).

Esses duas construgoes sao associativas e comutativas, a menos de homeomor-
fismos, e temos que ¥X = S' A X. De uma forma mais geral, podemos provar que
XX = S"A X, sendo que X" ¢é a aplicagdo da suspensao reduzida n vezes e S™ é
a esfera de dimensao n.
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Capitulo 2

Fibrados vetoriais

Neste capitulo, nés vamos definir os fibrados vetoriais e vamos provar algumas
proposic¢oes fundamentais sobre eles. Os resultados deste capitulo sdo, em sua
maioria, consequéncias diretas da trivialidade local desses fibrados.

Na primeira se¢do, nés vamos definir os fibrados vetoriais, os morfismos e
as se¢oes. Também definiremos uma topologia no espago das segoes e daremos
alguns exemplos de fibrados vetoriais.

Na segunda se¢ao, nés vamos mostrar que todo morfismo pode ser visto
como uma sec¢ao. Com isso, concluiremos que para mostrar que um mor-
fismo tem inverso basta mostrar que ele tem inverso em cada fibra. Ambos
resultados vao ser usados constantemente no restante deste texto.

Na terceira e quarta secao, nés vamos estudar as propriedades functoriais
dos fibrados vetorias. Vamos definir o pullback e vamos definir os functores
continuos. Estes conceitos nos permitirao definir a soma direta, o produto
tensorial de fibrados e o fibrado dos homomorfismos. Isso sera essencial, no
capitulo 4, para mostrar que o conjunto das classes de isomorfismos de fibra-
dos vetoriais sobre X define um anel K(X).

Por tdltimo, na quinta secao, ndés vamos estudar os morfismos estritos.
Mostraremos, entao, que o nicleo e a imagem de morfismos estritos sao fi-
brados vetoriais. Também falaremos sobre projegoes e sobre as decomposicoes
em soma direta que esse tipo de morfismo induz no seu dominio.

2.1 A categoria dos fibrados

Nessa secao definiremos a categoria Vect dos fibrados vetoriais complexos
sobre um espago topolégico de Hausdorff. A idéia é generalizar os conceitos
de espaco vetorial, aplicacao linear e vetor. Para isso definiremos os fibrados
vetoriais, os morfismos e as se¢oes, respectivamente.
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Definigao 2.1. Um fibrado vetorial complexo sobre X é um par (E,p) onde
E é um espago topolégicoe p : E — X ¢ um mapa tal que valem as condigoes:

1. Para todo z € X a imagem inversa p~'(x) de z tem uma estrutura de
espago vetorial sobre C.

2. Cada ponto xy € X esta contido em uma vizinhanca aberta V' tal que
existe um homeomorfismo 7: p~1(V) — V x C* | que chamaremos de
trivilizacao local, para o qual o diagrama

p (V) v s V x Chv

Vv

é comutativo, sendo que m é a projecao. Exigimos também que a res-
trigdo de 7 a p~'(x) para * € V seja um isomorfismo de espagos
vetoriais.

Em geral, deixaremos a aplicacao p implicita na discussao e por isso deno-
taremos por E ou por £ — X um fibrado como o acima. Pelo mesmo motivo
denotaremos a imagem inversa p~'(A), para A C X, por E4. Daremos o
nome de fibra sobre x ao conjunto F, e de base ao conjunto X.

A fibra sobre um ponto é sempre nao-vazia, ja que todo o espago vetorial
contém o vetor nulo. Em outras palavras: a aplicagao p é sobrejetiva. Também
podemos ver que a segunda condigao ¢ equivalente a existirem trivializagoes
locais 7y, tais que os abertos U; formam uma cobertura da base.

Para os leitores familiarizados com outras defini¢oes de fibrado, devemos
ressaltar que na nossa definicdo a fibra pode ter dimensoes diferentes em
pontos diferentes da base. Contudo, a segunda condi¢ao da defini¢ao implica
que essa dimensao é localmente constante. Por isso, a dimensao da fibra sera
constante em cada componente conexa da base. Se for igual a uma constante
em toda parte, diremos que o fibrado é de posto igual a esta constante.

Também ¢ interessante observar que na nossa definicao supomos que E é
um espaco topoldgico. Contudo, poderiamos ter retirado essa hipotese e usado
as trivializagdes para definir a topologia de E. Pelos resultados da secao 1.9,
bastaria entdo supor que as fungdes (1y) lory: UNV x CF - U NV x Ck
fossem homeomorfismos para que esta topologia estivesse bem definida.

Exemplo 2.1. O exemplo mais simples de fibrado vetorial complexo é o fibrado
dado pela projecio p: X x CF — X. Esse é o fibrado trivial de posto k sobre X.
Muitas vezes usaremos a simbolo (Clj( para denota-lo.
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Exemplo 2.2. A restricdo da projecdo p: E — X a um subconjunto A qualquer
define um fibrado F 4 sobre A. As trivializac¢oes locais desse fibrado sao as restri¢oes
das trivializagoes locais do fibrado maior.

Um subfibrado de um fibrado é um subconjunto tal que a restrigio da
projecao a esse conjunto define um fibrado. Esses objetos tem um papel
importante porque, quando a base compacta, todo o fibrado vetorial é um
subfibrado de um fibrado trivial, como veremos na secao 3.4.

Exemplo 2.3. Sabemos que CP" é igual ao conjunto dos subespagos vetoriais de
dimensdao um em C"*!. Por isso podemos definir um subfibrado do fibrado trivial
CP™ x C™*! que é dado pelo conjunto

E(n,1) = {(t,v) € CP" x C"™! | v € ¢}

Esse conjunto define um fibrado, pois, para cada reta ¢ € CP" e para cada decom-
posiciao C"t! = /@ W, temos uma trivializacio 7y,w de E(n,1) definida no aberto
U C CP" formado pelas retas que sao complementares a W. Para ver isso, defina
T¢,w como sendo a composicao das aplicagoes da sequéncia

En, )y —— UxC"" — = Uxl~UxC

sendo que a primeira é a inclusao e a segunda é o produto da identidade com a
projecao em £ paralela a WW. Entao, 7y € um homeomorfismo que ¢ invertivel em
cada fibra porque a projecdo é um isomorfismo quando restrita a uma reta que é
complementar seu nicleo, que é o espaco vetorial W.

Definicao 2.2. Um morfismo entre os fibrados £ — X e F' — Y é um
par (L, f) sendo que L é uma aplicagdo L: F — F e f é uma aplicagao
f: X — Y tais que as seguintes condigoes sao satisfeitas.

1. O seguinte diagrama comuta

E—L

x—1 Ly

sendo as setas verticais sao as projecoes.

2. A restricdo L,: E, — Fj;) de L as fibras que estao sobre z € X e
f(z) € Y é uma aplicagao linear.

No caso particular em que f ¢é igual a identidade id: X — X diremos que L
¢ um morfismo sobre X.
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Os morfismos, da mesma forma que os fibrados, tém representacoes locais.
Dado um morfismo (L, f): E — F, podemos escolher trivializagoes locais

v Ey —>(le] e Tv: Fy —>(C§/
tais que f(U) C V, ja que f é continua. Com isso, definimos a aplicacao
Lyy: C];] — CZV
que é dada pela composicio Lyy := (1y) ' o L o 7. Essa aplicagdo é o que
chamamos de representagao local de L.
Se L for um morfismo sobre X noés podemos supor que U = V e por isso,

nesse caso, nos denotaremos o morfismo Ly por Ly. Note que usaremos a
notacdo L|y para diferenciar a restri¢ao

L|UZ EU — FU

da representacao local Ly que foi definida acima.

O que temos até agora ¢é suficiente para obter a categoria Vect. Além
disso podemos perceber que essas mesmas defini¢oes nos dao, para cada X,
uma subcategoria Vectx dos fibrados e morfismos sobre X.

Exemplo 2.4. Como ¢ ficil de demonstrar, a categoria Vecty, onde pt ¢ o espago
topologico que s6 tem um ponto, é a categoria dos espacos vetoriais.

Definicao 2.3. Uma se¢ao de um fibrado vetorial £ — X é uma funcao
continua s: X — FE tal que o seguinte diagrama
X ———F

id

X

é comutativo, sendo que id é a identidade.

Intuitivamente, uma sec¢ao ¢ uma escolha continua de um vetor por fibra.
Todo o fibrado tem um se¢do, chamada de se¢do nula, que associa a cada
ponto x € X o vetor zero da fibra E,. Veja que as segoes também tém
representacoes locais sy: U — CF dependendo de trivializagdes 1y

Denotaremos por I'(E) o conjunto das se¢oes de um fibrado E. Podemos
definir nesse conjunto uma topologia. Os abertos dessa topologia sao unioes
de conjuntos da forma

Vo ={sel(F)]|s(X)cCU}
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sendo que U C FE é um subconjunto aberto. Ou seja, nessa topologia as
vizinhancas abertas de um secao s sao formadas pelas se¢oes que tem uma
imagem préxima a imagem dessa secao.

Podemos, também, observar que se C'(X, C) é o anel das fungoes continuas
com valores complexos, entao I'(E) é um médulo sobre esse anel. A estrutura
de moédulo é dada de forma que se o € C'(X,C) e s,t € I'(E) entao

(s +t)(z) = s(z) +t(x) € E,
(a-8)(r) = a(x)s(z) € E,

onde a soma e o produto estao bem definidos pois F, é um espago vetorial.

Para mostrar que as se¢des assim definidas sao continuas, basta mostrar
que elas sdo continuas em torno de cada ponto (proposigao 1.2). Usando,
entdo, as trivializagoes locais, reduzimos a demonstracao desta ultima afir-
macao ao caso dos fibrados triviais, onde ela é trivial.

2.2 Representacoes locais

Uma aplicacdo linear L: C* — C! pode ser vista como um vetor no espaco
vetorial hom(C*, C!). Analogamente, vamos provar que todo o morfismo

L: F—F com F e F fibrados sobre X

estd associado a uma segdo sy, de um fibrado hom(E, F') — X que tem como
fibra sobre x € X o espago vetorial hom(E,, F;) (secao 2.4).

Em outras palavras, um campo de aplicacoes lineares induz um campo de
vetores no fibrado das aplicagoes lineares. Antes disso, contudo, provaremos
uma versao desta afirmacao para fibrados vetoriais triviais.

Proposicao 2.1. Um diagrama comutativo

k L l
—G

|,

x—7' Ly

define um morfismo se e somente se existe uma fungio continua
X —5— hom(CF,C})
tal que L(xz,v) = (f(x),{(z)v).
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Demonstracao. Se existir ¢ continua, nds temos que a composta
X x CF 2L hom(CF,CY) x CF —— C!

¢ uma funcao continua. Portanto, nés temos que as duas coordenadas da
funcdo L: X x C*¥ — Y x C! sdo continuas. Pelas propriedades do produto
cartesiano de espacos topologicos temos que L é continua.

Para provar a outra implicacao, definimos ¢ como sendo a funcao que leva
um ponto z € X na aplicacao linear L, entre as fibras que estao sobre x.

Falta mostrar que esta fungao ¢é, entao, continua. Para isso, basta mostrar
que cada uma de suas coordenadas é continua. Sejam, portanto, e; os vetores
da base candnica em C*. Temos que a composicao

XA vy ok Ly O Ty v C—F s C

onde e; é a aplicacao constante igual a e; e m; ¢ a projecao na j-ésima coor-
denada, é continua, ji que é uma composicio de funcdes continuas. E fcil
ver que essa composicao é a coordenada i, 7 da matriz ¢ e portanto temos o
enunciado. O]

Essa proposicao é usada, em geral, para reduzir as afirmacoes sobre fi-
brados as afirmacoes sobre transformacoes lineares. Um exemplo disso é a
proposicao a seguir.

Proposicao 2.2. Seja L: E — F um morfismo sobre X. Para que exista o
morfismo inverso L™': F — E basta que a restricio L, seja uma transfor-
macao linear invertivel, para todo v € X.

Demonstragio. Pela hip6tese, podemos definir L=': FF — E como sendo a
fungdo que leva v € F, em (L,)"!(v) € E,. Falta mostrar que esta funcio é
continua. Para isso, é suficiente mostrar que, para cada x, existe um aberto
U > z tal que a restricio de L™! as fibras sobre U é continua. Para isso,
escolha trivializagoes locais 71 de E e 75 de F', ambas sobre U.

Temos entdo, pela proposicao anterior, que o morfismo L esté associado
a uma fungdo £: U — hom(C* C!). Pelas hipSteses a imagem de ¢ estd
contida no conjunto das funcoes lineares invertiveis. Seja, portanto, /~! a
composi¢ao de ¢ com a funcao que da a inversa de uma matriz. Estas duas
funcoes sdo continuas e por isso £~! é continua.

Por outro lado, é facil ver que (L™!)y = (z,¢ (x)v). Novamente pela
proposicao 2.1, temos que (L™1)y é continua. Isso somado ao fato de que as
trivializacoes locais sao homeomorfismos implica que L' é continua. O
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2.3 O pullback de um fibrado

Seja p: E — X um fibrado. Temos que, para todo o subespaco A C X, a
restrigdo p|a: E4 — A define um fibrado. Isso nos d4 um morfismo

Ex L E
lpA lp (2.1)
A ‘ X

sendo que L e i sdo inclusoes (lembre-se que E4 C E). Este morfismo é a
identidade, e portanto um isomorfismo, sobre cada fibra.

Nesta se¢do vamos generalizar a restricao de um fibrado. Mais especifica-
mente, dado uma funcao continua f: X — Y e um fibrado £ — Y diremos
que um fibrado F' — X é um pullback se existe um morfismo

F E
X Y
tal que sua restricao a cada fibra é um isomorfismo. Nosso objetivo é mostrar
que os pullbacks existem e sao tnicos, a menos de isomorfismos.

Primeiramente, vamos mostrar a existéncia. Para isso, considere o con-
junto f*(E) que é o subespago de X x E dado por

JHE) = {(z,v) € X X E | p(v) = f(2)}

Defina, entao, a aplicacdo ms: f*(£) — X como sendo a fungido que é a
restrigao da projegdo X x E — X ao conjunto f*(F).

|

|

Ly
_

I

Proposicao 2.3. A aplicacio wy: f*(E) — X define um fibrado.
Demonstracio. E facil ver que id x p: X x E — X x Y é um fibrado, pois

idx 7 X x Ey — X xU x C*

é uma trivializacao local se 7y for uma trivializagao local de E sobre U. Seja,
entdo, I'y C X X Y o gréifico de f. Temos que (id x p)~'(I'f) = f*(E), ou
seja, f*(F) = Er,. Por isso, f*(E) — T'y ¢ um fibrado. Como a projecio
I'y = X é um homeomorfismo, nés temos que f*(£) — X é um fibrado. [J
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Falta mostrar que o fibrado f*(E) é um pullback. Para isso defina o
morfismo Ly: f*(E) — E como sendo a restrigdo da projegdo X x £ — E.
Esta aplicacao é um morfismo sobre f: X — Y, ou seja, o diagrama

fH(B) —~—

E
Ty ‘/p
x—71 .y

comuta pois f o7s(x,v) = f(x) = p(v) = po L¢(x,v). Estas igualdades sao
consequéncias diretas das definigoes de s, L e f*(E).

Resta, entao, mostrar que L; ¢ um isomorfismo em cada fibra. Para isso,
note que a fibra de f*(E) sobre um ponto € X é igual a {x} x Ey(,). Com
isso, n6s podemos concluir que a restricao de Ly a uma fibra é da forma

(Lf)z: {z} X Ep@) = Eja)

Mas como, por defini¢do, Ls(z,v) = v temos que (Lf), é a identidade e
portanto é um isomorfismo. Isso conclui a demonstragao da existéncia.

Por 1ltimo, vamos mostrar a unicidade. Para isso, vamos mostrar a se-
guinte proposi¢do que nos permitird definir o pullback f*(L): F — f*(FE) de
um morfismo L: F' — E sobre a aplicagao f. Note que

Proposicao 2.4. Seja p: E — Y um fibrado vetorial e seja f: X — Y uma
aplicagio continua. Para todo o morfismo (L, f): F — E eziste um tnico
morfismo f*(L): F — f*(E) sobre X que faz o sequinte diagrama comutar

F L

(L)
y

f(E) 5 E
Ty lp
x—1 y

Além disso, o pullback, como definido acima, € o unico fibrado, a menos de
isomorfismos, que satisfaz essa propriedade.

Demonstrag¢io. Primeiro vamos definir o morfismo f*(L). Para isso, note que
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o seguinte diagrama define um morfismo entre fibrados

—>X><E

F
‘/ idxp
X —

X xY
Mas a imagem de id x f € o gréfico I'y de f. Pela comutatividade do diagrama,
a imagem de ¢ x L estd contida no conjunto f*(E) = (id x p)~*(T'y). Ou seja,
a composicao id o (¢ x L) dada no diagrama a seguir
— s p(B) — L ()

F
k idxp
X

id
A T X

define um morfismo f*(L) tal que o diagrama dado no enunciado da proposi-
¢ao comuta. Esse morfismo é tinico pois aquele diagrama exige que, em cada
fibra, f*(L) seja da forma f*(L), = (Ly);* o L.

A demonstracao da unicidade do fibrado pullback exigiria uma notagao
razoavelmente complicada e por isso vamos omiti-la. Os leitores mais interes-
sados podem adaptar a demonstracao da unicidade do anel associado a um
semianel, dada no capitulo sobre K-teoria, para o caso presente. Essas duas
propriedades sao exemplos de propriedades universais. O

Note que a restrigdo de f*(L) a uma fibra é invertivel se, e somente se, a
restricao de L a mesma fibra for invertivel. Isso porque, como foi observado
na demonstragdo, f*(L), = (Ly); oL, e (Ly),; ' é um isomorfismo para todo
xr € X. Mas, pelas se¢oes anteriores, sabemos que um morfismo sobre X é
um isomorfismo se for invertivel em cada fibra. Com isso concluimos que:

Proposicao 2.5. Seja (L, f): F' — E um morfismo sobre uma fung¢ao con-
tinua f: X — Y. Entao o morfismo f*(L): F — f*(F) é um isomorfismo
se, e somente se, L,: F, — E, for invertivel para todo x.

Como um corolario desta proposi¢ao nés concluimos que todos os pull-
backs sao isomorfos ao fibrado f*(E). No resto desta se¢do mostraremos que
o pullback é, de fato, uma generalizagao da restricao. Mostraremos, também,
que ele se comporta bem com respeito as composigoes.
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Proposicao 2.6. O pullback tem as sequintes propriedades:
1. i*(E) ~ Ey, sendo que i é a inclusao de A;
2. id*(E) ~ E, sendo que id € a identidade;
3. [*g*(E) ~ (g o [)*(F) para quaisquer duas fungoes [ e g.

Demonstracao. Para demonstrar a primeira propriedade, considere o mor-
fismo (L,7): E4 — E que foi definido no diagrama 2.1. Como foi observado,
ele é invertivel em cada fibra e portanto, pela proposicao anterior, noés temos
um isomorfismo i*(L): E4 — i*(E).

A segunda propriedade é um caso particular da primeira.

Para demonstrar a terceira propriedade nés observamos que as aplicagoes
f e g induzem uma sequéncia de morfismos

frg"(B) —L ¢*(B) —2 B

Esses morfismos sao os morfismos canonicos de um pullback e, portanto, sao
invertiveis em cada fibra. A sua composi¢ao define um morfismo sobre g o f.
Temos entao que o pullback de Ly o Ly por g o f define um isomorfismo

(go f)"(LgoLs): f7g"(E) = (g0 f)(E)

Isso conclui a demonstragao. O

2.4 Fibrados associados a um functor

Seja .7 um functor covariante que leva a categoria dos espagos vetoriais nela
mesma. Entao temos uma aplicagao

T hom(V,W) — hom(.7V, TW)

Essa aplicagao esta definida pois um functor desse tipo leva uma aplicacao
linear L: V — W em uma aplica¢ao linear S L: JV — ZW. Diremos,
entao, que um functor é continuo quando a aplicacao acima é continua.
Nesta se¢do ndés vamos mostrar que todo o functor continuo se estende
aos fibrados vetoriais, que essa extensao é compativel com o pullback e que
ela preserva isomorfismos naturais.
Para isso, defina, para todo o fibrado F sobre X, o conjunto

7E= || 7E,

zeX
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Podemos, também, definir uma funcao .7 L para todo morfismo L. Essa fun-
¢ao é dada pela aplicagdao 7 L, em cada fibra. Com isso, nés podemos definir,
para cada trivializacdo local 7: Ey — U x CF, uma funcio

T(1): TEy — U x FC*

E natural, portanto, exigir que a funcdo acima seja uma trivializacio local
do fibrado 7 E. Em outras palavras, nés queremos definir uma topologia no
conjunto 7 FE tal que as fungoes acima sao trivializagoes locais e tal que 7 L
¢ um morfismo para todo L.

De acordo com a secao 1.4, basta para isso verificar que as trocas de
coordenada 7 (7 o 0™ 1), que estdo associadas as trivializacoes

7: By — U x CF e o: By — V xCF
sdo homeomorfismos. Entao, pelas proposicoes 2.1 e 2.2, basta verificar que
T(roo™): UNV — hom(TC*, FC")

¢é continua e isso é consequéncia do fato que a aplicagao acima é a composicao
de Too™': UNV — hom(C* CF) com a aplicagio continua 7.

Isso define a extensao do functor .7 aos fibrados vetoriais. Essa extensao
é tal que f*(TFE) ~ 7 f*(E), ou seja, comuta com os pullbacks. Isso porque
se aplicarmos o functor .7 ao morfismo candnico

Lfl f*(E) — B

né6s obtemos uma aplicacdo .7 (L) que é um isomorfismo em cada fibra, pois
L¢ é um isomorfismo em cada fibra. Entao,

[T (Ly): T[(E) — [T E)

é um isomorfismo.

Essa discussao, por sua vez, pode ser estendida a functores com mais
varidveis (covariantes ou contravariantes) e portanto implica que a soma di-
reta, o produto tensorial e o functor hom estdao bem definidos na categoria
dos fibrados.! Mais sobre isso nos exemplos abaixo.

Exemplo 2.5. O functor que associa a um espaco vetorial o seu dual é continuo,
pois a aplicagdo que associa uma aplicacdo a sua adjunta ¢ linear. Portanto,

E =| |E;

¢ um fibrado vetorial e a adjunta L*: F* — E* é um morfismo.

1O leitor interessado pode achar mais sobre esses functores e sobre as transformacées
naturais associadas a esses functores no livro de Lang [Lan02].
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Exemplo 2.6. Outro exemplo de functor continuo é a soma direta. Em espagos
vetoriais, a soma direta associa a cada par (V,W) de espagos vetoriais o espago
VeW =V xW ea cada par L;: V; = W, de aplicagoes lineares uma aplicagao

L
L1€BL2=[ ! LJ VieVo — W1 @ Wy

Ser continua, nesse caso, significa que a aplicagao
D : hom(Vi, W1) x hom(Va, Wa) — hom(V; @ Vo, Wy & Wa)

¢é continua. Isso, contudo, decorre diretamente da defini¢do acima.

Temos, entdo, que o fibrado £ @ F = | |E, & F, estd bem definido e tem
trivializagoes locais da forma 7 @® ¢. Mais ainda, os isomorfismos naturais da soma
direta de espacos vetoriais também se estendem. Por isso,

(FaF)oG~FEa (Foa)
FoF~FaoFk

ou seja, a soma direta é associativa e comutativa a menos de isomorfismos. Também
temos que, da mesma forma que os functores de uma variavel, vale que

f(E@F)~f(E)® f*(F).

Exemplo 2.7. Como a soma direta, o produto tensorial tem duas variaveis cova-
riantes. Esse functor é utilizado para reduzir questoes sobre aplicacoes bilineares
a questoes sobre aplicacoes lineares.

Por isso, o produto tensorial V' ® W é definido de forma que ele seja gerado
por produtos v ® w de vetores v € V e w € W. As tnicas relages entre esses
produtos sao as relagées que definem uma aplicagao bilinear. Em outras palavras,
() @w=alv®w)=v® (aw) e (v1 +v2) ®W = v1 ® W + v2 ® w, sendo que o
mesmo vale na segunda variavel.

Temos, entao, que o espaco V ® W ¢é o inico, a menos de isomorfismos, tal que

\ i

tem uma tinica solucao linear, sendo que U é um espago vetorial e v é uma aplicacao
bilinear. Assim, obtemos um functor continuo.

Também podemos mostrar, usando as propriedades acima, que existem alguns
isomorfismos naturais que se estendem aos fibrados. Mais especificamente,

(E@F)@G~E®(F®G) E®(FoG) ~(EQF)®(E®QG)
EFEQF~F®FE ERCx ~F

VeWw

VxW
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Note, em especial, que o fibrado vetorial trivial de posto um serve como uma
identidade multiplicativa e o produto tensorial é distributivo com respeito a soma
direta. Esse functor também comuta com o pullback.

Exemplo 2.8. Por tdltimo, temos o functor hom. Esse functor é contravariante
na primeira varidvel e covariante na segunda e a cada duas aplicacdes lineares
Li: Wy — Vi e Ly: Vo — Ws ele associa a aplicacdo L — Lo o L o Ly. Isso define
um functor continuo. Portanto, temos um fibrado

hom(E, F) = | |hom(E,, F;)

Esse fibrado tem algumas propriedades interessantes que usaremos com certa
frequéncia e por isso vamos explicita-las agora.

A primeira propriedade desse fibrado é que existe uma bijecdo entre as secoes
desse fibrado e os morfismos entre os fibrados E e F'. N6s ja vimos isso localmente
na secdo sobre representagoes locais. O caso geral decorre diretamente do caso
particular, pois sabemos pela se¢ao 1.4 que uma colecao de representacoes locais
que comutam com as trocas de coordenadas define uma aplicacao global.

A segunda propriedade é consequéncia da defini¢do da topologia desse fibrado.
Pois pela secao 1.4, um conjunto é aberto se e s6 se as imagens pelas representacoes
locais sao abertas. Isso implica que o subespago formado pela unido | |iso(E,, F;)
das aplicagoes lineares invertiveis é aberto, ja que suas representacoes locais sao
um produto de abertos U x iso(C¥, C!). De forma mais geral, o conjunto formado
pelas aplicacoes de posto maximo em cada fibra é aberto.

Portanto, quando consideramos a topologia no conjunto I'lhom(F, F')| das se-
¢oes, n6s podemos notar que o subconjunto das se¢des que tem posto maximo em
cada ponto é aberto. Com isso, obtemos uma topologia no conjunto dos morfismos
entre fibrados vetoriais. Nessa topologia os morfismos de posto maximo formam
um conjunto aberto.

2.5 Subfibrados e morfismos estritos

Relembrando, um subfibrado F' é um subconjunto de um fibrado p: F —
X tal que a restrigio p|p: F© — X define um fibrado. Estamos supondo
tacitamente nessa definicao que a estrutura de espaco vetorial nas fibras de
F' ¢é induzida pela estrutura definida nas fibras de . Em outras palavras, o
espaco vetorial F, é subespaco do espago vetorial E,, para todo x € X.

Um morfismo L: E — F é um monomorfismo se a aplicacao L,: E, — F,
¢ injetiva para todo z € X. Um morfismo é um epimorfismo se sua restricao
a cada fibra for uma aplicagdo linear sobrejetiva. Por tltimo, um morfismo
L: E — F ¢ estrito se o posto de L, é localmente constante em x. Em
outras palavras, um morfismo L é estrito se para todo a € X existe uma
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vizinhanca U > a tal que o posto de L, é constante em U. Note que tanto os
monomorfismos quanto os epimorfismos sao exemplos de morfismos estritos.

Nesta se¢cao nos vamos mostrar que o nicleo e a imagem de um morfismo
estrito, que sao dados pela uniao dos nucleos e imagens em cada fibra, sao
fibrados vetoriais. Com isso, vamos concluir que uma proje¢ao decompode um
fibrado em uma soma direta.

Proposicao 2.7. Seja L: E — F um morfismo estrito. Entdo o nicleo Ker L
e a imagem Im L de L sao subfibrados de E e F', respectivamente.

Demonstracao. Para demonstrar esta proposicao basta mostrar que esses dois
conjuntos tém trivializacoes locais. Como essa é uma afirmacao local, pode-
mos supor que £ =X xC"e F =X x C".

Escolha, entdo, um ponto a € X e escolha um espaco vetorial N com-
plementar ao nicleo N, de L, na fibra E,. Escolhemos, também, um espago
vetorial M que é complementar a imagem M, da aplicacio linear L,. Esses
conjuntos estao contidos em F,. Definimos, a partir disso, um morfismo

K:E® (X x M) — Fo (X xN,)

tal que K, é dado pela matriz

N, Ni Mt
M| 0
ME 1

N, 1 O 0

Note que £, = N, ® Nj e F, =M, MaL para todo x € X. Note também
que K, é um isomorfismo porque L,: N — M, é um isomorfismo.
Contudo, como o conjunto dos isomorfismos é aberto, existe uma vizi-
nhanga U do ponto a onde K, é invertivel. Vamos, agora, usar esse fato para
mostrar que o nicleo e a imagem de L em U tem uma trivializacao local.
Primeiramente, vamos considerar o ntcleo de L. Note, para isso, que para
todo v = (v, v2) € N, ® Nt que pertence ao niicleo de L,, nés temos que
K, (v1,v2,0) = (0,0,v;). Por isso, nés temos que a imagem K, '(N,) contém
o niicleo de L,. Por outro lado, K;'(N,) = N,, ou seja, a imagem K 1(N,)
¢ igual ao ntcleo do morfismo L,. Isso porque K, é igual a identidade em
N,. Em particular, nés temos que K, *(N,) e N, tem a mesma dimensao.
Entretanto, note que L é um morfismo estrito. Por isso, nds temos que
o nucleo de L, tem dimensao constante em uma vizinhanca de a. Podemos
supor que U é uma dessas vizinhangas. Por outro lado, K, é um isomorfismo
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em U e, por isso, N, tem a mesma dimensao que K (N,). Concluimos, entdao
que K *(N,) é igual ao niicleo de L, e, portanto, nés temos que

Kly: (KerL), — U x N,

é uma trivializacao local com inversa K.

Agora, vamos demonstrar que a imagem de L é um fibrado. Para isso,
note que, para vy € N2, nés temos que L, (v) = 0 se e 56 se K,(0,v,,0) = 0.
Mas K é um isomorfismo e, portanto, nés temos a restricio de K, a N é
injetiva. Entdo, pela afirmacio anterior, a restricio de L, a N ¢ injetiva.

Por 1ltimo, se mostrarmos que a aplicacao linear L, é sobrejetiva quando
restrita a N nés vamos ter que

L' (Im)y — U x N;-

¢ uma trivializacao local. Isso, contudo, é consequéncia do fato que L, é
um isomorfismo quando restrito a N, pela definicio desse tltimo, conjun-
tamente com fato de L ser um morfismo estrito.

]

E importante observar que, pela dltima proposicio, a imagem de um
monomorfismo L: E — F é um subfibrado de F. Por isso, nds temos que a
restrigdo L: £ — Im(L) esta bem definida como morfismo. Contudo, ela é
invertivel em cada fibra e, portanto, ¢ um isomorfismo.

Por tltimo, vamos falar um pouco sobre as proje¢oes. Uma projecao é um
morfismo P: E — E tal que P? = P. Sempre que P for uma projecao, nos
vamos ter que 1 — P é uma projecao. Isso porque

(1-P)?*=1-2P+P*=1-P

Por outro lado, nés temos também que 1 = P+ (1 — P). Por isso, todo vetor
v € E, pode ser escrito como uma soma de um vetor pertencente a imagem
de P e um vetor pertencente a imagem de 1 — P.

Além disso, as igualdades P(1 — P) = (1 — P)P = 0 implicam que

Im(1 — P), C Ker P, e Im P, C Ker(1 - P),
Contudo, as igualdades P> = P e (1 — P)? = (1 — P) implicam que
Ker Pb,NIm P, =0 e Ker(1 - P), NIm(1 — P), =0

pois, por exemplo, se w # 0 pertence a imagem de P nds temos que existe v
tal que P(v) = w e, por isso, P(w) = P?(v) = P(v) = w # 0. Ou seja, todo
elemento da imagem que ¢é diferente de zero nao pertence ao nicleo.
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Usando, entao, as duas ultimas relagoes destacadas, nés concluimos que
Im(1-P),NIm P, CKerP,NIm P, =0

e, portanto, nés temos que £, = Im P,&Im(1—P),. Além disso, nés podemos
concluir da ultima igualdade que

Im(1 — P), = Ker P, e Im P, = Ker(1 — P),
Essas relagoes vao ser usadas na demonstracao da proxima proposicao.

Proposicao 2.8. Seja P: E — E uma projecio. Entao, nos temos que o
fibrado E € isomorfo a soma direta do nicleo de P com a imagem de P.

Demonstracao. Ja mostramos que E, = Ker P, & Im P,, para todo z € X.
Falta mostrar que o niicleo e a imagem de P sao fibrados vetoriais. Para isso,
vamos mostrar que P é um morfismo estrito.

Contudo, noés sabemos que, quando restrito a uma vizinhanca U onde
E é trivial, P esta associado a uma funcdo continua z — P,, que associa
um ponto dessa vizinhanga a uma aplicacao linear P, € hom(C"). Note que
estamos identificando F, com C" usando uma trivializacao local.

Escolha, entdao, uma a € U e seja k o posto da aplicacao linear P,. Pela
definicao de posto, nds temos que algum dos menores de ordem k de P, é
diferente de zero. Pela continuidade do determinante, nés temos que esse
menor de ordem k vai ser diferente de zero em uma vizinhanca de a. Por isso,
o posto de P, nessa vizinhanga s6 pode crescer.

O mesmo argumento mostra que, em uma vizinhanca ainda menor, nds
podemos garantir que o posto da restricao de P e 1 — P a fibra sobre x s
pode crescer. Mas como F, = Im P, ®Im(1— P), o posto dos dois morfismos
é constante nessa vizinhanca. Isso mostra que P é um morfismo estrito e,
portanto, o seu nicleo e imagem sao fibrados vetoriais. O]
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Capitulo 3

Fibrados sobre compactos

Nesse capitulo se encontram todos os resultados que sao consequéncias da
existéncia de particoes da unidade em um compacto.

Na primeira se¢ao, nés definiremos as particoes da unidade e mostraremos
que todo a secao que esta definida em um subconjunto fechado de um com-
pacto se estende a uma fun¢ao definida em todo o conjunto. Essa afirmacao
serda usada principalmente para estender trivializacoes de fibrados.

Na segunda se¢ao, nés vamos mostrar que o pullback de um fibrado por
uma funcao s6 depende da classe de homotopia dessa funcao. Esse proprie-
dade ¢ essencial para mostrar que a K-teoria é uma teoria de cohomologia.

Na terceira se¢ao, nés vamos mostrar que todo o fibrado vetorial sobre um
compacto tem uma métrica Hermitiana. Com isso, concluiremos, na tltima
secdo, que todo o subfibrado tem um fibrado complementar.

3.1 Compactos e a extensao de secoes

Um dos problemas fundamentais em topologia é saber quando que uma fun-
¢do f: A — Y, para A C X, se estende a X. Em particular, queremos
saber quando que A é tal que todas as funcoes nele definidas se estendem. O
teorema a seguir nos da uma possivel resposta para essa pergunta.

Teorema 1 (Extensao de Tietze). Seja X um espago topoldgico normal e de
Hausdorff, seja A C X um subconjunto fechado e seja V. um espago vetorial.
Entao, toda a aplicagio f: A — V se estende a uma aplicagio g: X — V.

Podemos reduzir a demonstracao desse teorema ao caso em que V' é a reta
real. Essa versdo, contudo, tem uma demonstra¢ao bem conhecida [Mun00].
Nosso objetivo nesta secao é estender o teorema anterior para o caso dos
fibrados sobre compactos. Para isso, precisaremos da seguinte definicao.
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Definicao 3.1. Sejam U; abertos que formam uma cobertura finita de X.
Uma particao da unidade associada a essa cobertura é uma colecao de fungoes
continuas ¢;: X — [0, 1] que satisfazem as seguintes propriedades:

1. supp(y;) C U;, para todo i;
2. > pi(z) =1, para todo z € X.

Podemos usar o teorema acima e o fato de que todo espago compacto é
normal (proposigao 1.5) para construir partigoes da unidade e, entao, provar:

Proposicao 3.1. Toda cobertura aberta finita de um espago topologico com-
pacto tem uma particao da unidade associada.

As parti¢oes da unidade nés permitem colar objetos locais e assim defi-
nir um objeto global. Um exemplo disso estd na demonstragao a seguir da
prometida generalizacao do teorema de Tietze.

Proposicao 3.2 (Extensao de se¢oes). Sejam X um espago compacto, A um
subconjunto fechado e E — X um fibrado vetorial complexo. Entdo, toda a
secdo s: A — E4 se estende a uma segio t: X — E.

Demonstracio. Como X é compacto, podemos escolher uma cobertura finita
formada por abertos U; tais que existem trivializagoes 7;: By, — U; X CF.
Existem também funcoes p;: X — R que formam uma particao da unidade
subordinada a essa cobertura. Sejam F; seus suportes.

Como todo o fechado dentro de um compacto é normal, podemos estender
a representacao local sanp a Fj. Essa extensao é uma funcao

gi: F; — F; x Cki

tal que 7; ' o g;(a) = s(a) para todo a € AN F;.
Defina, entdo, uma secao h;: X — E dada pelas equagoes

h(e) = | PO 0i@) sew e
o 0 se p(z) =0

Essa secao é continua pois podemos colar fungoes que sao continuas em fe-
chados (proposigao 1.3). A soma t := Y, h; define, entao, uma extensao de s
e, portanto, temos o enunciado. ]

Nas se¢Oes anteriores mostramos que todo o morfismo entre fibrados pode
ser visto como uma se¢ao. Isso juntamente com o fato que os morfismos de
posto maximo formam um conjunto aberto implica que:

Proposicao 3.3. Todo o morfismo L: E4 — F4 entre as restricoes dos
fibrados admite uma extensio M : E — F. Se ele for estrito de posto mdximo,
existe uma vizinhanga aberta de A onde a sua extensdo tem posto mdximo.
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3.2 Invariancia por homotopias

Nesta secao vamos mostrar que dois fibrados vetoriais homotdpicos sao iso-
morfos. Essa afirmacao e o teorema de Bott sdo os principais motivadores da
idéia de transformar a K-teoria em uma teoria de cohomologia. Demonstra-
remos esse fato usando alguns lemas.

Lema 3.1. Seja E — X X [a,c] um fibrado vetorial. Se existir um b € [a, ]
para o qual as restrigoes Exyap € Exxpq sao isomorfas a fibrados triviais,
entdo E serd isomorfo a um fibrado trivial.

Demonstracao. Escolha dois isomorfismos

K: Exxan — X % [a,0] xC* e L: Exxpg — X x [b,c] x C'

-1

Temos que k = [ pois a aplicagdo linear L, o (K, ;)" " € um invertivel, para

todo z € X. Agora, defina o morfismo
M: X x [a,b] x C¥ — X x [a,b] x C'

de forma que M, ; := L, o (K,;) ' Veja que M é constante na varidvel ¢.
Podemos entao definir um funcao continua definida por partes

N:E— X x [a,c] x C*

que ¢ igual a M o K em Exy[qp ¢ € igual a L em Ex,pq. Essa fungao é
uma aplicacao linear invertivel em cada fibra e, portanto, é um isomorfismo.
Assim, obtemos o enunciado. O]

Lema 3.2. Para todo o fibrado vetorial E — X x I e para todo o ponto
x € X existe uma vizinhanca aberta V- C X desse ponto tal que a restricao
Evyr € isomorfa a um fibrado trivial.

Demonstragio. Seja % o conjunto dos abertos de X x I da forma U X (t, s)
sobre os quais existe uma trivializacao local de E. Este conjunto é uma
cobertura, ja que E é um fibrado. Defina, entdo, o subconjunto

U, ={U x (t,s) € % | z €U}

da cobertura % . Esse conjunto é uma cobertura do compacto x x I. Escolha
uma subcobertura finita formada pelos abertos U; x (a;, b;). Seja V' o aberto
que ¢ a intersecao de todos os U;. Ele é ndo-vazio pois contém z.

Escolha entdao uma sequéncias de nimeros t; de tal forma que

O=t)y<t1 <---<th1<t,=1
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e tal que para todo ¢ existe um j para o qual [t;, t;11] C (aj, b;). Temos, entao,
que as restrigoes de FE a cada um dos conjuntos V' X [t;,t;41] s@o isomorfas a
fibrados triviais. Pelo lema anterior podemos colar as trivializagoes, uma por
uma, até obter uma trivializacao de Ey ;. O

No lema acima noés usamos a compacidade do intervalo para achar um
numero finito de trivializagoes e assim poder junta-las. No teorema a seguir
noés utilizaremos um processo similar, que usara particoes da unidade. A idéia
principal é tentar deformar o fibrado ao longo dos graficos das fungoes de uma
particao da unidade e assim obter um isomorfismo.

Proposicao 3.4. Seja X um espaco topologico compacto. Para cada homo-
topia f: X x I =Y e para cada fibrado E —'Y existe um isomorfismo

fo(E) ~ [{(E)

Demonstracao. Pelas proposigoes na secao sobre pullbacks,

JEE) = (flxxe)"(E) > (f oixxe)"(E) = f(E)xxt

Portanto, sabemos que as restrigoes de f*(E) a X x 0 e X x 1 sdo isomorfas
a fi(E) e fi(FE), respectivamente. Basta entdo, para demonstrar o teorema,
mostrar que as restrigoes F'xyo € Fxx1 de um fibrado qualquer FF — X x [
sao isomorfas.

Para isso, escolha uma cobertura finita de X x I que é dada por abertos
V; x I onde existem trivializagoes de F'. Escolha, também, fungoes ¢; que
formam uma particao da unidade associada a essa cobertura. Podemos, entao,
definir fungbes ¥; = @1 + - -+ + ; que tém como graficos os subconjuntos
I'; € X xI. Note que g = 0 e ¢, = 1, sendo que n é o nimero de elementos
da cobertura.

Nosso proximo passo é definir uma sequéncia de morfismos

L;
FFi—l I FFi

gi
iy, —mm1I;

que sao invertiveis em cada fibra e tais que as g; sao os homeomorfismos
definidos pelas equagoes g;(z,v;_1(z)) = (x,v;(x)). Para isso, definiremos
L;, como sendo a identidade para os x tais que ¢;(z) = 0, ou seja, para os
x tais que ¥;_1(z) = ¥;(x).
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O caso dos = que pertencem ao suporte de ; € um pouco mais complicado.
Primeiro, observamos que esse suporte esta contido em V;. Escolhemos, entao,
uma trivializagao local

TiZFviX[—>V;X]XCki

e definimos os conjuntos U; = I';_1N(V; xI) e W; = I';N(V;xI). Dai, definimos
a restrigdo do morfismo L; ao conjunto Fy, como sendo a composi¢ao

-1
. T.
Fy, —— Uy x CF ——— W; x CF —— [y,

sendo que o morfismo do meio é igual a fungao g;|y, X id¢r;. Com isso, temos
um morfismo L; que obviamente é invertivel em cada fibra. A composicao
L =L,o0---0L; define um isomorfismo entre Fyyo € Fx«1 e portanto temos
o enunciado. O

3.3 Meétricas Hermitianas

Sabemos do capitulo anterior que todo o functor continuo que esta definido
em espacos vetoriais pode ser estendido a um functor nos fibrados vetoriais.
Em particular, nés podemos estender a Vectx o functor que associa a um
espago vetorial V' o espaco das aplicagoes sesquilineares em V. Em outras
palavras, o conjunto das aplicagdes (-,-)g: V x V — C tais que

(v1 + vo,u3) g = (v1,03) B + (V2,v3) (awy,v9) g = vy, v2) B

(v1,v2 +v3) g = (v1,02) B + (V1,V3) B (v1, 0v9) p = a(vy, v2) B

Chamaremos o fibrado resultante de L ;(E) sendo que £ — X é um fibrado.
Com isso podemos definir herm(E) que é o subconjunto aberto de Lz, (E)
formado pelas formas hermitianas, ou seja, formado pelos (-,-)p € Li (E)a,
para algum x € X, tais que (v,v)p > 0 para todo v # 0 em F,.

As métricas Hermitianas sobre um fibrado sdo as se¢oes de L1, (E) que
tem a imagem inteiramente contida em herm(F). Em outras palavras,

h: X — Li (E)

é uma métrica sobre E se para todo x € X e para todo v € E, noés temos
que (v,v)pz) > 0. E natural, entdo, perguntar se dado um fibrado vetorial
existe alguma métrica sobre ele.
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Proposicao 3.5. Eziste uma métrica em todo o fibrado com base compacta.

Demonstracao. Nos fibrados triviais essa afirmagao é trivial, pois basta usar
o produto interno canonico de C" em cada fibra de C%. Escolha, entao, uma
cobertura finita da base X de um fibrado E de forma que, se os conjuntos
Uy sao os abertos dessa cobertura, entao Ej = Ey, ~ Uy X Cl. Escolha,
também, uma particdo da unidade ¢, associada a essa cobertura.

Pela afirmagao inicial, existem métricas h; em cada um dos fibrados Ej.
As segoes que sao dadas pelos produtos ¢ (z)hg () estdo bem definidas como
secoes de L1 (E), pois basta pensar que elas sao zero fora de Uy. Portanto,
seja h igual a soma de todas essas segoes.

Essa soma ¢é uma métrica Hermitiana porque em cada ponto x € X nos
temos que pelo menos uma @y (z) é diferente de zero e, por isso, para todo
vetor v € I, nao-nulo existe k tal que ¢ (z)(v, v)p,(z) > 0. Como a soma de
todos os termos em h sao maiores ou iguais a zero e pelo menos um termo é
maior que zero, nos temos o enunciado. O

Toda métrica Hermitiana A em um fibrado F com base compacta define
um norma no espago vetorial I'(E'). A norma de uma segao s € I'(F) é

Islln = max (s(x), 5(2))n)

Essa norma define uma topologia que é idéntica a definida na se¢ao 2.1. Em
particular, nés temos que para todo aberto U C T'(E) que contém uma segiao
s existe uma bola B(s,e) C U. Disso decorre que:

Proposigao 3.6. Seja U C I'(E) um aberto e seja D C I'(E) um conjunto
denso. Entao, para todo s € U existe uma familia continua de segcoes

$;: X — F
tal que so(x) = s(x), tal que s; € U, para todo t, e tal que s; € D.

Veja que uma familia continua de se¢des s; é, por definicdo, o mesmo que
uma se¢ao s: X X I — E x I, sendo que s(z,t) = s4(x).

Demonstracio. Como U é aberto, existe uma métrica em FE e uma bola
B(s,e) C U que contém s. Essa bola também contém um elemento d € D,
pois esse conjunto é denso. Entao, temos que a familia s; := (1 — t)s + td
satisfaz as hipoteses, pois B(s,¢) é convexa. m

Essa demonstracao foi trivial, mas a proposi¢do terda uma aplicacao im-
portante na demonstracao do teorema de Bott.
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Para finalizar esta secao, vamos falar sobre isometrias e trivializagoes
locais. Para isso, sejam E e F' fibrados vetoriais e sejam g e h métricas sobre
esses fibrados. Uma isometria é um morfismo L: E — F tal que

(s(2), 5(2))g() = (Ls(x), Ls())n(a)

para todo x € X e para toda se¢do s € I'(E).

Na préxima proposi¢ao, nés vamos mostrar que sempre podemos achar
uma trivializacao local isométrica ao redor de um ponto. Na demonstracao
nos usaremos o processo de Gram-Schmidt que transforma uma base qualquer
em uma base ortonormal. Esse processo depende continuamente dos vetores
da base original e, por isso, nés vamos poder aplicd-lo em todas as fibras
simultaneamente. Note que, no fibrado trivial C%, nés sempre usaremos a
métrica que ¢é igual ao produto interno canénico em cada fibra.

Proposicao 3.7. Seja E um fibrado e seja h uma métrica sobre esse fibrado.
Entao, ao redor de todo ponto da base, existe uma trivializacao local

oy: By — Cp

que também é uma isometria.

Demonstracao. Dado um ponto a € X, escolha uma trivializacao local
Tv: By — C

em uma vizinhanca U de a. Defina, entao, se¢oes v; do fibrado Ey tais que
vi(x) = (1) (e;), sendo que e; é a base candnica de C". Para cada ponto
x € U nés temos que v;(x) formam uma base de E,.

Definimos, entao, usando Gram—Schmidt na base v; uma sequéncia de
secoes u; de Ey de forma que w;(z) forme uma base ortonormal de E, para
todo x € U. A trivializacao local do enunciado é dada pelo morfismo que tem
como i-ésima coordenada a aplicacao linear o, ,;: £, — C que é dada por

v 044(v) = (u(z),v)p

Ela é uma isometria pois (omitindo a depéndencia em z de o e dos u;)

n n n n

(o(v),0(w)) =) ailv)oj(w)ese;) =D > 0i(v)o;(w)(ui, uj)n = (v, w)
i=1j=1 i=1j=1

ja que (w;, u;)p, = 05 = (e;,e;) € a = Y74 (u;, a)p w;, para todo a € E,, pois
os u; formam uma base ortonormal.

[]
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3.4 Subfibrados e monomorfismos

Nesta se¢ao, nés vamos mostrar que todo o subfibrado tem um fibrado com-
plementar e que todo fibrado é um subfibrado de um fibrado trivial. Seja,
para isso, £/ um subfibrado de um fibrado G. Um fibrado complementar a E
é um subfibrado F' de G tal que E & F é isomorfo a G.

Proposicao 3.8. Seja p: G — X um fibrado com uma base compacta e seja
E um subfibrado de G. Entao existe um subfibrado F de G tal que E®F ~ G.

Demonstracao. Escolha uma métrica h para G. Defina, entdao, um subcon-
junto F' de G de forma que v € G, pertence a F' se e s6 se (w,v), = 0 para
todo w € E,. Esse conjunto é o complemento ortogonal de F.

Como G, = E, ® F, nés temos que o morfismo E & F' — G que é a soma
das inclusoes vai ser um isomorfismo, ja que ele vai ser invertivel em todas
as fibras. Portanto, para demonstrar a proposicao, so falta mostrar que F é
um subfibrado de G. Para isso, basta mostrar que dado um ponto a € X,
nos temos uma vizinhanca U de a tal que Fy; é um fibrado.

Para tanto, escolha uma vizinhanca U tal que G seja trivial e tal que
exista uma isometria 7 : Ey — U x CF. Essa isometria define uma base
ortonormal de secoes u;(z) = (7,)"!(e;) para 1 < i < k para Ey. Usando
essa base, nés definimos uma projecao P: Gy — Gy dada por

Py(v) = > (wi(x), v)nui(x)

1<i<k

para todo v € GG,.. Esse morfismo é uma projecao porque

Piw)= 3> > (uj(x),v)nu;(x), ui(2))nui(w)

1<i<k 1<j<k

= > > (u(a), v)pdjui(z) = Pr(v)

1<i<k 1<j<k

sendo que nds usamos a linearidade da métrica e o fato que os u;(x) for-
mam uma base ortonormal. Obviamente, nés temos que o nticleo de P, é o
complemento ortogonal de F,, ou seja, F, e a imagem de P, é F,.

Pelas propriedades das projegoes, nos temos que Fyy é um fibrado e isso
completa a demonstragao. [

Proposicao 3.9. Seja E — X um fibrado com uma base compacta. Entao
existe um monomorfismo L: E — C%. Como consequéncia, para todo fibrado
E existe um fibrado complementar F' tal que E'@® F ~ C%.
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Demonstragio. Escolha um atlas finito (n elementos) de trivializagoes locais
70 B = Ey, — U; x C™

Sejam ¢;: X — R fungoes continuas que formam uma particdo da unidade
subordinada a cobertura de X dada pelos abertos U;. Defina, entao, para
cada 1 < i <n, um morfismo g;: £ — C%* tal que

9i(v) = wi(p(v))7:(v)

Esse morfismo é um isomorfismo sobre os x € X tais que p;(x) > 0.
Seja, portanto, m = Y_; m;. Temos que a aplicacao

L:EF—CP=XxC"x(C™mx...x(C"

que é dada por L(v) = (z,91(v), g2(v), ..., g.(v)) é injetiva em toda parte.
Isso porque para todo ponto z € X existe um ¢ tal que ¢;(x) > 0.

Agora, como todo subfibrado tem um complementar e E ¢é isomorfo a sua
imagem (pois L ¢ monomorfismo), existe um subfibrado F' de C¥ tal que
E® F ~C%. Com isso, obtemos o enunciado. ]
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Capitulo 4

K-teoria

Neste capitulo nés vamos definir os grupos K" (X, A), ou seja, os grupos de
K-teoria de um par de espagos (X, A), sendo que X é compacto e A C X
é fechado. Mostraremos que K™ pode ser visto como um functor contravari-
ante da categoria dos espacos topologicos compactos na categoria dos grupos
abelianos (ou na categoria dos anéis para n igual a zero).

Nas primeiras duas se¢oes e na quarta se¢ao, nés vamos definir esses func-
tores e vamos provar algumas propriedades simples. Nas outras segoes, nés
vamos demonstrar a existéncia de uma sequéncia exata de um par para a K-
teoria. As demonstragoes dadas na tultima secao sao adaptacoes da exposicao
dada em Switzer [Swi02] para a sequéncia exata topolégica de um par.

4.1 Semianéis e K-teoria

Da mesma forma que o anel Z pode ser definido como um fecho operacional
do conjunto N = {0,1,2,...}, nés podemos definir um anel K(S) que esta
associado a um semianel S e é Uinico a menos de isomorfismos. Antes disso,
contudo, temos que especificar o que é um semianel.

Definig¢dao 4.1. Um semianel é uma tripla (.5, +, x) tal que
+:95x8—=S8 x:Sx8 =8

sao operagoes associativas, comutativas e que tém um elemento neutro. Exi-
gimos também que a multiplicacdo seja distributiva com respeito a soma.

Exemplo 4.1. Seja Vectx o conjunto das classes de isomorfismo de fibrados veto-
riais sobre um espago compacto X. Sabemos, dos capitulos anteriores, que a soma
direta e o produto tensorial estdo definidos nesse conjunto. Além disso, note que
essas duas operacoes fazem com que esse conjunto seja um semianel.
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Temos, também, isomorfismos naturais entre o fibrado C% @ E e a soma direta
de n cépias do fibrado E. Por isso, quando estivermos trabalhando com classes de
equivaléncia, denotaremos o fibrado C% por n. Com isso n ® E, ou mais simples-
mente, nE serd a soma de n cépias de E. Note, em particular, que o fibrado trivial
de posto um é o elemento neutro para multiplicagao.

O préximo passo seria tentar definir o anel K(5), para um semianel S.
Analogamente a construcao dos inteiros, usaremos diferencas formais a — b
de elementos em S. Ou seja, tentaremos definir K(.S) como um quociente do
conjunto S x S por um relagao de equivaléncia.

Esta relagao de equivaléncia ~ serd dada pela seguinte defini¢ao

(a1,b1) ~ (az,by) <= Jce Stalquea; +by+c=as+b+c (4.1)

Note que precisamos de ¢ para garantir que essa relagao seja transitiva, pois
nao exigimos na definicdo de um semianel que valha a lei do cancelamento.
Denotaremos a classe de equivaléncia de um par (a, b) pelo simbolo a — b.

E facil checar que essa relacio é, de fato, de equivaléncia e que o conjunto
assim definido é um anel com as operagoes definidas da forma ébvia.

Exemplo 4.2. Continuando o exemplo acima, podemos definir K (X) como sendo
igual ao anel K (Vectx). Também ¢é interessante observar que os elementos desse
anel tem uma representacdo especial. Pois, sejam E e F' fibrados sobre X. Como
X ¢é compacto podemos escolher um fibrado G tal que F' @& G ~ C%. Por isso,!

E-F=E+G-(F+G)=(E+G)—n

ou seja, todo o elemento de K (X) é da forma H —n. Ainda nesse sentido, podemos
observar que, pela relacao de equivaléncia que define K(X),

EFi=F) <— W&o F~FEoF — FE, ¢C} ZEQ@CSL(

sendo que, na ultima implicagdo, nés somamos G dos dois lados. A reciproca é
verdadeira por definigdo e, portanto, F1 = Es em K(X) se e s6 se existe n € N tal
que E1 & (C& ~ F> & (C&.

Também podemos ver que esse exemplo tem os inteiros como caso especial.
Pois, nés sabemos que todo fibrado vetorial sobre um ponto é um espago vetorial.
Além disso, dois espacos vetoriais sdo isomorfos se e s6 se tem a mesma dimensao.
Portanto, nés temos que Vectyy = N. Assim, K (pt) = Z, pela construcdo acima.

O anel comutativo K(S) é especial pois, intuitivamente, ele é o menor
anel que contém S. Para tornar esse afirmacao mais precisa, nés precisamos

IDeste ponto em diante a expressdo “E = F” onde F e F sao fibrados sé serd usada
quando quisermos dizer que E e F' tem a mesma classe de equivaléncia em K(X).
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observar que todo o homorfismo v: S — A, onde A é um anel, pode ser
estendido a um tnico homomorfismo K(v): K(S) — A.

Pois defina K ()(a—b) = v(a)—y(b). Para n6s mostrarmos que a imagem
de um elemento de K(S) nao depende do representante, nés aplicamos a 7y
na igualdade (4.1). Isso nos da que

Y(ar) +7(b2) +7(c) = y(az2) +7(b1) +7(c) = ~(a1) —v(b1) = y(az) —v(b2)
e isso demonstra nossa afirmacao. Observe, também, que a definicao que foi
dada para K(v) é a unica possivel que estende .

Com isso, ndés podemos dar uma caracterizagao para o anel K(.5).

Proposicao 4.1. Seja S um semianel. Entao, K(S) é o unico anel, a menos
de isomorfismos, para o qual o diagrama

S 5 K(S)
! K ()
A

tem uma unica solugio K(7), sendo que A € um anel e o € a inclusao.

Demonstracio. Sejam Ag um anel e ag: S — Ag um homomorfismo. Supo-
nha que esse par tenha uma propriedade andloga ao par (K(S), a), ou seja,
suponha que para todo morfismo 7 existe uma solu¢ao para um diagrama
similar ao acima, s6 que com o par (Ag, ag).

Entao, pela propriedade universal de K(S) existe um homomorfismo
K(ag): K(S) — Ag que estende «g. Pela propriedade do Ag existe um
homomorfismo ag: Ag — K(S) que estende . Mas entdo a composigao

K(ag)oag: K(S) — K(S)
¢ um homomorfismo que estende «. Por outro lado, o homomorfismo identi-
dade também estende a.. Por hipétese a extensao é tnica e, entao, temos que
K(ag) o &g = id. Um argumento andlogo mostra que &g o K(«ag) = id. Por
isso K (ag) é um isomorfismo e nés temos o enunciado. ]

Sera interessante estender um pouco a propriedade acima.

Proposicao 4.2. Sejav: S — T um homomorfismo entre semianéis. Entao
existe uma unica extensao K(v): K(S) — K(T) desse homomorfismo. Além
disso, valem as relacgoes

K(id) =1id
K(y09) = K(n)o K(7)

ou seja, K é um functor covariante.
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Demonstragio. Basta compor v com a inclusdo 7' — K (T'). Pois esse ¢ um
homomorfismo que, pela proposi¢ao anterior, pode ser estendido de forma
unica a um homomorfismo que nés chamamos de K (7). Decorrem, também,
dessa unicidade as identidades mencionadas. ]

Exemplo 4.3. O pullback de fibrados vetoriais por uma aplicacdo f: X — Y pode
ser visto como um homomorfismo f*: Vecty — Vectx. Pela proposi¢do acima,
ele pode ser estendido a uma homomorfismo f*: K(Y) — K(X). Note que, por
simplicidade, denotaremos K (f*) por f*.

4.2 K-teoria de um par de espacos

Como vimos na se¢ao anterior, K é um functor contravariante da categoria
CTop dos espacos topoldgicos compactos na categoria dos anéis comutativos.
Além disso, nés temos, pelo capitulo anterior, que fo(F) ~ fi1(F), para toda
a homotopia f: X x I — Y e para qualquer fibrado E sobre Y. Por isso,
duas fung¢oes homotodpicas definem a mesma aplicagao

K(Y) — K(X)

Em particular, veja que se dois espagos X e Y tem o mesmo tipo de
homotopia entdo o pullback por essa equivaléncia define um isomorfismo na
K-teoria. Por isso, um espaco contratil X tem o mesmo tipo de homotopia
de ponto. Consequentemente, K (X) ~ K(x) ~ Z.

Nosso préximo passo ¢é definir a K-teoria reduzida. Observe, entao, que
para todo espaco pontuado X nés temos um homomorfismo

i K(X) — K(z9) ~7Z

sendo que 7 é a inclusdo do ponto base no espaco. O niicleo desse homomor-
fismo é um ideal de K (X) que serd denotado por K (X).

Observe, também, que se f: X — Y é um aplicagao entre espacgos pon-
tuados, nés temos que o diagrama

é comutativo, pois f(zg) = yo. Portanto, temos que FIK(Y)] € K(X). Por
isso, K é um functor contravariante da categoria dos espacos pontuados na
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categoria dos grupos abelianos (nao usaremos o produto na K-teoria redu-
zida). Esse é o functor que da a K-teoria reduzida de um espaco.

Exemplo 4.4. Veja que K(pt) = 0, pois o pullback pela inclusio do ponto nele
mesmo é a identidade. Em particular, todo o espago contratil tem uma K-teoria
reduzida trivial. Analogamente, considere a sequéncia

Z = K(pt) —“— K(X) —“— K(pt)

Z

onde ¢ é a aplicacdo constante e i é a inclusdo do ponto. A composicdo dessas
aplicagoes é a identidade e por isso o homomorfismo ¢* é injetivo, i* é sobrejetiva
e ker(:*) Nim(c*) = 0. Portanto,
K(X) =ker(i*) ®im(c*) ~ K(X) ® Z

pela definicdo de K (X) e porque ¢* é um isomorfismo com sua imagem.

Podemos ver isso de uma maneira mais concreta. Pois veja que todo o elemento
de K(X) é uma diferenga H — n, para algum fibrado H sobre X. Temos, entao,
que i*(H —n) = 0 se e s6 se a fibra de H sobre o ponto base é igual a n. Entéo,
para um elemento £ — m, a decomposi¢ao acima é

E-m=(FE-n)+(n-—m)
onde n é a dimensao de E sobre o ponto base.
Exemplo 4.5. Analogamente, considere o homomorfismo
i@ K(XT) — K(pt) ® K(X)

sendo que 7 e j sdo as inclusoes de pt e X, respectivamente. Podemos definir uma
inversa para esse homomorfismo. Ela é o homomorfismo que associa a um fibrado
E sobre uma das partes (pt ou X) um fibrado que igual a E nessa parte e igual
ao fibrado trivial de posto zero na outra.

Com essa decomposicio, nés vemos que K(X1) = K(X). Além disso, essa
observacao pode ser generalizada para mostrar que

KXUY)~K(X)® K(Y)
Para todos os espacos X e Y compactos.

Exemplo 4.6. Seja f: X — Y uma funcio constante igual a yy. Essa funcao é
igual a composta das fungoes

X —Sspt—tsY

sendo que i é a funcdo que leva o ponto em . Como K (pt) = 0, entdo f* = 0.
Note, também, que o mesmo vale para fun¢des homotopicas a uma constante, pela
invaridncia por homotopias.
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Usando a defini¢ao de K-teoria reduzida, nés podemos, entao, definir (o
isomorfismo do meio é induzido pelo homeomorfismo X/A = Xt /A")

K(X,A) = K(X/A) ~ K(Xt/A%) = K(X, A)

que sao chamados de grupos de K-teoria reduzida e nao-reduzida, respec-
tivamente, do par (X, A). Essa defini¢ao é interessante pois ela nos d4 um
sequéncia exata longa para um par de espacos topolédgicos. Isso sera demons-
trado nas préximas secoes.

4.3 Colapsando fibrados triviais

Seja A C X um subespaco fechado de um espago compacto. Para mostrar
que a sequéncia de grupos

K(X,A) —— K(X) —— K(A) (4.2)

¢ exata nos precisaremos mostrar que todo o fibrado sobre X que ¢ trivial
em A define um fibrado sobre X/A.

Para isso, seja £ — X um fibrado e 7: E4 — A x C¥ uma trivializacdo.
Seja, também, m: A x C¥ — C* a projecdo. Defina, com isso, uma relacio de
equivaléncia em F que identifica pontos que tem a mesma imagem por mo 7.
Essa relagao define um espaco topoldgico E..

Nossos préximos objetivos sao mostrar que esse espaco é um fibrado sobre
X/A e mostrar que o fibrado assim definido s6 depende da classe de homoto-
pia da trivializacao. Para o primeiro objetivo, basta mostrar que existe uma
trivializacao local ao redor de cada ponto da base.

Pelos capitulos anteriores, sabemos que podemos estender a trivializagao
7 a uma vizinhanca U de A. Perceba, entao que essa trivializacao desce a uma
trivializagdo do quociente ao redor do ponto A/A C X/A. A demonstragao
que existe uma trivializagdo nos outros pontos de X /A é trivial.

Para o préximo objetivo, nds escolhemos uma homotopia 7; entre duas
trivializacoes, ou seja, um isomorfismo

T:Exx T — AxIxCF

Veja que, como acima, podemos definir um fibrado (£ x I), — X x I. Isso
da uma homotopia, e portanto um isomorfismo, entre os fibrados E,, e E.,.

E interessante observar que, em geral, todas as construcoes que dependem
de um isomorfismo entre fibrados na verdade s6 dependem da sua classe de
homotopia desse morfismo. Pois nés sempre poderemos usar a homotopia
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para construir um fibrado sobre X x I que, entao, pode ser usado para definir
um isomorfismo. Usaremos esse truque algumas vezes neste texto.

Antes de voltarmos a sequéncia que queremos mostrar que é exata, nos
precisaremos de mais uma proposicao.

Proposicao 4.3. Para todo o par (E,T) como acima, nds temos que
p*(E,)~FE
sendo que p: X — X/A € a projegio.

Demonstracio. Seja L: E — FE. a projecdo no quociente. E facil ver que
essa aplicacdo é um morfismo invertivel em cada fibra. Pela caracterizacao
do pullback, ela define o isomorfismo requerido pela proposicao. O

A ultima proposicdo mostra que, de certa forma, a aplicacdo que faz a
associacao (E, ) — E, define um inverso a direita para a aplicagao induzida
pela projegdo p: X — X/A. Podemos ver isso mais claramente na demons-
tragoes das proposicoes a seguir.

Proposicao 4.4. A sequinte sequéncia de grupos é exata

K(X,A) —2 K(X) —2— K(A)
sendo que a primeira aplicacao é induzida pela projecao mo quociente e a
sequnda ¢ induzida pela inclusdo.

Demonstracio. A composicao poi é a aplicagdo constante, por isso i*p* = 0.
Temos, entdo, que im(p*) C ker(i*). Para mostrar a outra inclusdo, escolha
um elemento £ € ker(i*). Como X é compacto, £ = F —n para algum fibrado
E sobre X. Mas como £ esta no ntcleo de ¢*, nés temos, entao, que

E,0C} ~CLoCy

para algum m. Ou seja, existe uma trivializacio 7: E4 & Cg — CT™.

Sabemos que um par como o (E @& C%,7) define um fibrado vetorial
F = (Ex @ Ck), com base em X/A. Sabemos, também, pela proposigao
anterior que p*(F') = E + m. Portanto,

p(F—(n+m))=FE—-n=¢

e, entdo, ker(i*) C im(p*). O
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Exemplo 4.7. Podemos substituir X e A na sequéncia da proposicdo acima por
X1 e AT e obter a sequéncia exata

K(X,A) 2 K(X) —“ K(A)

Isso porque nés sabemos do exemplo 1.3 que existe um homeomorfismo entre
Xt/AT e X/A e por isso existe um isomorfismo K (X1, AT) ~ K(X, A). Tam-
bém sabemos do exemplo 4.5 que K(XT) = K(X).

Exemplo 4.8. E facil ver que existe um homeormorfismo (X VY)/Y = X e outro
homeomorfismo (X VY)/X =Y. Por isso, nés temos duas sequéncias exatas

- s -
K(X) K(XVY) K(Y)
~_ ~_
i3 a3

Como 7 0 g5 =id e 75 0 ¢] = id, nés temos que
K(XVY)=g[K(X)]®g[K(Y)] ~ KX)o K(Y) (4.3)

Para ver isso, note que ¢j e ¢ sdo isomorfismos com a imagem, pois sdo injetivas
pelas equagoes acima. Isso define o isomorfismo em (4.3). Para a igualdade, basta
mostrar que um elemento de z € K(X VY) é uma soma de elementos nas imagens
das projecoes e que esses imagens tem intersecdo trivial.

Mas, para isso, basta escrever x = [xr — ¢33} (x)] + ¢33} (x), pois o segundo
elemento estda na imagem de ¢35 e o primeiro estd no nicleo de i} que € igual a
imagem de gf. Isso porque ij(x) — ijg3ii(x) = 0, j& que i5 o ¢ = id.

Para ver que a interseccao dessas imagens é nula, observe que para todo o
elemento z € ker(it) Nim(g3) = im(q) Nim(q3), nés temos um y € K(Y) tal que
¢3(y) = x. Mas, entdo, y = ii¢s(y) = i(x) = 0. Isso implica que z = 0 e, assim,
concluimos a demonstragao.

Observamos aqui que a decomposigdo em soma direta dada em (4.3) também
preserva a estrutura de anel. Ou seja, (1 @ y1)(z2 @ y2) = 122 ® Y1y2. Isso
porque aquelas imagens sao ideais (pois sdo nicleos de morfismos) e tem interse¢ao
nula. Em particular, zy = 0 para = € ¢i[K(X)] e y € ¢3[K(Y)]. Isso serd usado,
posteriormente, para mostrar que existe uma versao reduzida do teorema de Bott.

Se o subconjunto A for contratil, entao decorre da proposicao acima que
o homomorfismo induzido pela projecao é sobrejetivo. Além disso, podemos
provar que, nesse caso, o fibrado E; nao depende da trivilizagao e, portanto,
o pullback pela projecao é um isomorfismo.
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Proposicao 4.5. Se o fechado A C X for contrdtil, entdo
p*: Vectx/a — Vecty
¢ uma bijegio. Por isso, o pullback p*: K(X, A) — K(X) é um isomorfismo.

Demonstracao. Basta mostrar que p* tem um inverso. Defina, entdo, uma
aplicacdo ¢ tal que ¢(F) := E., para toda classe de equivaléncia E € Vecty.
Primeiro, temos que mostrar que essa aplicacao esta bem definida. Para isso,
basta mostrar que, nesse caso, quaisquer duas trivializagoes sao homotopicas.

Sejam, portanto, duas trivializacoes 7;: B4 — A x CF, para i = 0, 1.
Entéo, a composicao 1y o 77 ' define uma aplicacio

a: A —s GL(k,C)

que é homotodpica a uma constante, ja que A é contratil. Como GL(k,C) é
conexo, nés podemos supor que essa constante é a aplicacao identidade.

Em outras palavras, temos uma homotopia a; entre a aplicacdo 7 o 77 "
e a aplicagao constante igual a identidade. Por isso, nés temos que

OZOOle(TOOTl_l)OleTO (§] Oélole].CkOTO:Tl

Entao, a; o7 é uma homotopia entre 7y e 71 e, portanto, ¢ esta bem definida.
Falta mostrar que ¢ é a inversa de p*. Entretanto, nds ja mostramos que

P q(E) =p"(E;) ~ E

e a outra igualdade, gp*(F) ~ E, é trivial. O

4.4 A definicao do grupo K'(X)

Na segdo passada nos vimos que a sequéncia (4.2) é exata. Nosso proximo
passo ¢ definir um grupo K'(X) que nos permitird estender aquela sequéncia.
Ou seja, queremos um grupo abeliano tal que

K'Y A) —— K(X,A) —— K(X)

seja exata. Para isso, note que os fibrados sobre X que sao induzidos por um
fibrado de X /A sao triviais em A (a menos de somas com fibrados triviais). A
ideia é que, intuitivamente, dois desses fibrados vetoriais sdo iguais em X/A
se eles diferem por um isomorfismo entre suas trivializagdes em A.
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Por isso é natural definir K'(A) como uma classe de equivaléncia de
isomorfismos C’; — C’. Em outras palavras, diremos que dois isomorfismos

K:Cy,—C} e L:Cy—CY%
sao estavelmente equivalentes se existir um isomorfismo
M:AxIx(C"aC")— AxIx(C"aCh

tal que M|axo = K@ 1cr € M|ax1 = L® 1. Esse isomorfismo serd chamado
de homotopia entre K @ 1cx e L & 1ci. Note que essa relagao é similar a que
foi usada para definir K (X) (vide exemplo 4.2).

A soma entre duas classes de equivaléncia serd dada pela soma direta de
morfismos. Para ver que existe um inverso aditivo, nds observamos que, se
K e L forem isomorfismos definidos em fibrados de mesma dimensao, entao

K 0 cosT senZ| 1, o] [cosT —senZ
0 1 0 1

sen %t cos &t

2

wt

— sen D)

wt
oS 5

define uma homotopia entre KL & 1 e K @ L e, por isso, [KL] = [K & L.
Temos, por isso, que [L] + [L7Y = [L® L7 = [LL7Y] = [1] = [0].

Definimos entdo K'(A) como sendo o grupo dado por essas classes de
equivaléncia. A aplicacio f*: K'(Y) — K'(X) que estara associada a uma
fungao continua f: X — Y serd dada pela relagao f*(L), = Ly para todo
o isomorfismo L: C{* — C¥* que pertence a K'(Y).

Exemplo 4.9. Nés temos que K L(pt) = 0, pois toda a aplicacio linear invertivel
é homotdpica a identidade. Isso porque o grupo GL(k,C) é conexo.

Exemplo 4.10. Seja S* C C o circulo unitério e seja f(w) = w", para algum
n € Z. A multiplicagdo por 2™ define um morfismo 2™: Cgi1 — Cg1. Pela defini¢ao
acima o pullback por f desse morfismo é f*(2™) = (™)™ = 2",

Apesar de ter uma motivagao Obvia, essa definigdo é, muitas vezes, incon-
veniente para demonstrar teoremas. Por isso, demonstraremos na proxima
secio que K'(A) ~ K(XA). Analogamente, poderemos definir

K'(X):=K(X"X) e K"(X,A):=K(E"(X/A)~ K((X"X/S"A)

Os analogos nao-reduzidos serao dados pela composicao das defini¢oes acima
com o functor X — XT.

O homomorfismo que fard a sequéncia definida no comeco dessa se¢ao ser
exata serd definido na tultima secao desse capitulo.
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4.5 Colando fibrados vetoriais

Sejam A e B subconjuntos fechados de um espaco X = A U B compacto.
Analogamente ao caso das fungdes, diremos que uma tripla (E, L, F') define
um fibrado por partes se ela for composta por dois fibrados £ — Ae FF — B
e um isomorfismo L: Fanp — Fanp entre as retricoes desses fibrados.

Proposicao 4.6. Suponha que (E, «, F) define um fibrado por partes. Entdo
o espago topoldgico E U, F' € um fibrado vetorial sobre AU B.

Demonstracao. Para demonstrar essa proposi¢ao, basta mostrar que para
qualquer ponto da base existe uma trivializagao local. Note, para isso, que
quando x € B — A basta escolher uma trivializagdo sobre um aberto U
suficientemente pequeno para que UNA = &. J4 que uma observacao analoga
vale para x € A — B, s6 nos resta analisar o caso em que x pertence a
intersecao desses dois conjuntos.

Seja, entao, x € AN B. Escolha duas vizinhancas abertas U e V de x em
X. Suponha que U C V e suponha, também, que existe uma trivializacio
local 77 de £ em V N A. Vemos, entdao, que a composi¢ao do isomorfismo
o~ ! com 7 define uma trivializacdo de F no fechado U N AN B. Essa tltima
trivializacao pode ser estendida a um morfismo 75 definido em todo F', pois
B é compacto. Como 7, 0o a~! era um isomorfismo em U N AN B, temos que
Ty ¢ um isomorfismo numa vizinhanga desse conjunto.

Construimos, portanto, duas trivializagoes locais 71 e 75 de E e F, respec-
tivamente. Elas sdo tais que 710 (o™ |ynans) = T2|unans €, por isso, podemos
colé-las e assim definir uma trivializacdo 7 de ' U, F' na vizinhancga aberta
U do ponto =. O]

O fibrado que foi definido na proposi¢ao anterior é o tinico, a menos de
isomorfismos, para o qual o seguinte diagrama tem uma solugao tnica

E L F

EUp F

Kg K

I
G
sendo que K e K sao morfismos e KoL = K em ANB. Essa propriedade

decorre da propriedade analoga do espago topolégico E Uy F' se observamos
que a funcao continua definida por Kg e Kr é linear em cada fibra.
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Disso decorre, por exemplo, que E; Uy, F; é isomorfo a Ey Uy, Fy desde
que existam isomorfismos K;: Fy — Fy e Ky: I} — F5 para os quais vale a
igualdade Ly = Ky 0 L; o (K1)™!. Por outro lado, se

M:EAQBXIHFAQBX]

for uma homotopia entre M;: Exng — Fanp, ou seja, for um isomorfismo
com My = M|snpxo € M1 = M|anpx1, entdo nés podemos construir um
fibrado (E x I) Uy (F x I) que define um isomorfismo F Uy, F ~ E Uy, F.

Note que essa construcao preserva somas diretas e produtos tensoriais.
Mais especificamente, nés temos isomorfismos

(E1 U, F1) @ (B2 Up, ) ~ (E1 @ E1) U e, (F1 @ F)
(EyUp, F1) ® (EyUp, F3) ~ (Ey ® Ey) Up,er1, (F1 ® F3)

Veja também que essa construcao é natural porque se £ — X é um fibrado,
entao K4 Uyq Ep ~ E. Tudo isso decorre da caracterizacao de £ Uy, F.

No resto da secio nos dedicaremos a provar que K'(X) ~ K(XX). Note,
para isso, que a suspensao ».X pode ser vista como a uniao de dois cones que
sao as projecoes dos conjuntos X x [0,1/2] e X x [1/2,1] no quociente. Esses
conjuntos sao contrateis e, por isso, todos os fibrados sobre eles sao triviais.

Temos entdao que todo o isomorfismo L: C% — C% define um fibrado
E, sobre a suspensao XX (lembre-se que identificamos imagem do conjunto
X x 1/2 em X com X). Portanto, definimos um homomorfismo

KYX) — K(XX)
{L] — EL — (ng(

Veja que se nos tivermos uma homotopia entre os isomorfismos

Li®lee: C"dCF - C"pC* e Lydlu:C"aC -CmaC!
entao nés podemos concluir que
Ep, —Cy =Ep, +Ck —CuF = Er ¢, —Cy = Er,e1, —-Ctt = B, —C%

e por isso o homomorfismo estda bem definido. Essa aplicacdo é uma bijecao
porque todo o fibrado sobre XX é trivial sobre os cones e por isso ele é iso-
morfo a colagem de fibrados triviais usando a composicao das trivializagoes.
Isso define um homomorfismo que se estende a K(XX) e é um inverso do
homomorfismo acima.
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4.6 O homomorfismo bordo

Nesta secao nés vamos definir o homomorfismo § que faz a sequéncia
K(EX) 2 K(B4) —2 K(X/A) —X K(X) (4.4)
ser exata. Considere, para isso, o diagrama

X—— 3 X/A SA—— 3 %X

H j (4.5)

CAUX — CAUCX — XX

sendo que as setas em forma de gancho sao inclusoes, as duplas induzem
um isomorfismo na K-teoria, pois sdo quocientes por contrateis, e as outras,
excluindo j, sdo projegoes no quociente. Mais especificamente, a aplicacao
CAUX — YA é a composicao das aplicagoes

CAUX — CAUX/X —— CA/A—— XA

sendo a primeira é a projecao e as duas ultimas sao homeomorfismos. Da
mesma forma, a funcdo CAUCX — XX é a composicao das aplicagoes

CAUCX — > CAUCX/CAUX —— CX/X — %X

As outras projecoes sdo definidas de forma analoga. Note, também, que os
dois triangulos no diagrama acima sao comutativos, por definicao.

Definimos, entdo, § como sendo a composicao (p*)~! o ¢* dos homomor-
fismos induzidos pela sequéncia

X/A—t—CAUX —L %A

O préximo passo é checar que a sequéncia (4.4) é exata.
Note, para isso, que, pela proposicao 4.4, a sequéncia

X—CAUX — YA

induz uma sequéncia exata na K-teoria reduzida. Por isso, nés temos que a
primeira parte da sequéncia (4.4) é exata.

Para demonstrar que a outra parte da sequéncia (4.4) é exata, nds preci-
saremos da seguinte proposicao.
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Proposicao 4.7. Seja j: ¥X — XX dada por j(z,t) = (x,1 —t). Entao

YAe—er— ¥X

|

CAUCX — ¥X

¢ comutativo a menos de homotopias.

Demonstrag¢io. A homotopia hy: CAUCX — XX que faz esse diagrama
comutar ¢ dada por hg(a,t) = (a, (1 — s)t) para a € A e hy(x,t) = (z,1 — st)
para x € X. Ela estd bem definida e é continua pois na intersecao dos cones,
ou seja, quando x € A et = 1, as duas defini¢es coincidem. O

Temos, entdo, que a ultima parte de (4.4) é exata porque
K(XX)+— K(CAUCX) +—— K(CAUX)
é uma sequéncia exata. Com isso, mostramos que a sequéncia (4.4) é exata.

Para resumir, nés concluimos que:
Teorema 2 (Sequéncia exata do par). Para todo o subespaco fechado A de
um espago compacto X nos temos uma sequéncia exata de grupos

KYX,A) — K'(X) — KY(A) — K(X,A) — K(X) — K(A)

Além disso, a versao nao-reduzida dessa sequéncia também € exata.

Podemos, entdo, usando as defini¢goes dos grupos K"(X, A) que foram
dadas na se¢ao 4.4 e aplicando a suspensao em todos os espagos no teorema
anterior, concluir que a sequéncia

K"(X,A) — K"(X) — K™"(A) — K" (X, A) — K" (X) — K" '(A)

é exata. Por isso, vemos que a sequéncia exata do par pode ser estentida
a esquerda o quanto quisermos. Estendé-la a direita, contudo, vai exigir a
versao reduzida do teorema de Bott.
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Capitulo 5

Teorema de Bott

O produto exterior é um homomorfismo
X: K(X)@ K(Y) — K(X xY)

que é induzido pela aplicacao E X F' := pi(E) ® p3(F'), sendo que £ — X
e ' — Y sao fibrados e p; sdo as projecoes nos fatores de X x Y. Veja que
esse produto é uma generalizagdo do produto em K (X)), pois a composi¢ao

K(X)® K(X)—25 K(X x X) 2 K(X)

onde A: X — X x X é a aplicagao diagonal, é o produto tensorial.
Esse homomorfismo é, também, natural, ou seja, nés temos que

KX)o K({Y) 2= KX xY)

f*®g{ (fxg){

K(Z)@ K(W) —2= K(Zx W)

para toda f: X — Z e g: Y — W continuas. Para ver isso basta escrever
explicitamente as definigdes das composigoes Ko (f*® g*) e (f X g)* o X nos
fibrados vetoriais e ver que ali elas coincidem.

E natural, entao, perguntar se essa aplicacao é um isomorfismo para algum
par de espacos. O teorema de Bott, cuja demonstracao é o objetivo desse
capitulo, dd4 uma resposta afirmativa para essa questao no caso em que X é
um espaco qualquer e Y é a esfera S2.

Esse teorema, além de ser um método para calcular o K do produto de
um espago pela esfera, nos permitira, no proximo capitulo, mostrar que existe
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um isomorfismo K2(X) = K(S?X) ~ K(X). Em outras palavras, poderemos
mostrar que o functor K é periddico.

Teorema 3 (Teorema de Bott). Seja X compacto. O produto exterior
B: K(X)® K(5%) — K(X x S%)
¢ um isomorfismo de anéis.

A estratégia para a demonstracao envolve estudar os fibrados vetoriais
sobre X x S2. Na primeira secdo, vamos mostrar que todos esses fibrados
podem ser obtidos pela colagem de dois fibrados £ — X e ' — X usando
um isomorfismo L: E x S' — F x S'. Na segunda, mostraremos que todo
isomorfismo desse tipo pode ser aproximado, e é portanto homotépico, a um
isomorfismo de Laurent.

Nas proximas duas segoes ndés vamos mostrar que existem algumas iden-
tidades entre morfismos polinomiais (um morfismo de Laurent difere de um
polinomial por uma multiplicagdo por z~"). Essas relagdes nos permitiram
definir, na ultima se¢do, um inverso para o produto exterior (.

5.1 Fibrados sobre X x S?=X x CP

A esfera S? pode ser vista como sendo a compactificacio de C ou como
sendo a colagem de dois discos fechados (os hemisférios) Dy e D, Essas duas
descricoes sao essencialmente equivalentes, pois podemos fazer a identificacao

Dy={z€C||z| <1}
Do ={2€C||z| > 1} U{o0}

Por causa disso, todo o fibrado vetorial sobre S? é uma colagem de um fibrado
vetorial sobre Dy e outro sobre D,. Ou seja, todo fibrado vem de uma tripla
(E,L,F), onde L ¢ um morfismo sobre Dy N Dy, = S'.

Note, entretanto, que esses dois conjuntos sao contrateis e, por isso, todo
o fibrado sobre eles é trivial. Entao, da mesma forma que na secdo 4.5, nés
temos que todo o fibrado sobre S? vem de um morfismo C, — C%,.

Essa discussao pode ser facilmente generalizada para obtermos:

Proposigao 5.1. Para todo o fibrado G — X x S? ewiste um par (E, L),
sendo que E é um fibrado sobre X e L: E x S' — E x St é um isomorfismo,
tal que o fibrado [E, L] :== (E x Dy) U, (E X Dy,) € isomorfo a G.
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Demonstragio. Sejam r;: X x D; — X x {1}, para i = 0 ou oo, os retratos
por deformagao que levam os conjuntos contrateis Dy e Dy, em 1 € C. Entao,
pela invariancia por homotopias, nés temos que os fibrados vetoriais G'x «p,
e G'xxp,, sao isomorfos aos pullbacks por r; de E := Gxy«1.

Com isso, defina os isomorfismos K;: Gxxp, — 7 (F) = E x D;. A
composicio K. o K, ' define um isomorfismo L: E x S' — E x S' tal que
[E, L] ~ G pelas propriedades da colagem de fibrados. O]

S6 precisamos de um fibrado na proposi¢ao acima, entretanto sera conve-
niente definir [E, L, F| := (E X Do) Uy, (F' X Dy,). Isso vai evitar que fagamos
identificagoes desnecessarias. Lembre-se também que dois isomorfismos ho-
motdpicos definem o mesmo fibrado vetorial. No resto dessa se¢do nés vamos
calcular as triplas que correspondem a certos fibrados sobre X x S2.

Seja, para isso, CP = S? a reta projetiva complexa. Esse espaco topolé-
gico pode ser visto como sendo o conjunto dos espagos vetoriais de dimensao
um em C?, ou como sendo o quociente de C2—{0} pela relacao de equivaléncia

v~ew <= INeC, A#0; v=)\w

Em particular, a tltima descricdo define a topologia usual da reta projetiva.
A primeira, por outro lado, nos permite definir um subfibrado do fibrado
trivial CP x C? que é dado pelo conjunto

E(1,1) ={({,v) e CP x C* |v e (}

Esse ¢é o fibrado candnico da reta projetiva complexa que tinha sido definido
no exemplo 2.3.

Seja [z,w] a classe de equivaléncia em CP de um ponto (z,w) € C2.
Definimos dois abertos da reta projetiva complexa

Up:={lz,w] e CP |w#0} e U :={[z,w] €CP|z+#0}

Veja que cada um desses abertos é homeomorfo a C. No primeiro, a aplicacao
que dé esse homeomorfismo ¢é da forma z — [z, 1].

O fibrado canonico é trivial quando restrito a esses abertos. As triviliza-
¢oes que dao esses isomorfismos sao dadas pelas equacoes

75 [z, 1], @) = ([2,1], (az,a)) € E(1,1)y, € CP x C?
7 H([1,2],0) = ([1,2], (a,az2)) € E(1,1)y, C CP x C?

A troca de coordenadas 7, o 7y ¢, entdo, dada pela equacio

o7 ([2,1],a) = ([z,1], az)
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(para checar esse fato aplique 7; * na equacio e observe que [z, 1] = [1,1/2]).
Portanto, se identificarmos S? = C U {oco} com a reta projetiva usando a
aplicacdo z — [z, 1], nds temos que, pela discussao acima, o fibrado E(1,1)
¢ isomorfo ao fibrado [C, z]. Veja que z representa o morfismo Cg1 — Cg1
dado pela associagao (z,w) — (z,2w) € S* x C.
Decorre entao das propriedades da colagem de fibrados que

E(1,1)® BE(1,1) ~[C, 2] ®[C, 2] ~ [C® C,z ® 2] ~ [C, 2?]

Ou, de forma mais geral, [C,2"] ® [C,z™] = [C,2""™]. Como consequén-
cia disso nés temos que o fibrado H := [C,z7!], chamado de fibrado dos
hiperplanos, é tal que H ® FE(1,1) ~ Cge.

Proposicao 5.2. O fibrado H — S? satisfaz a iqualdade H* ®©Cg> ~ H® H .

Demonstragio. Veja que o fibrado H? @ Cg2 ¢ isomorfo a [C*, 272 @ 1] e o
fibrado H @ H é isomorfo a [C?, 27! @ z~!]. Entdo, a homotopia da secio 4.4,
mostra que os isomorfismos 2z 2@ 1 e 27! @ 27! sdo homotdpicos. O

Podemos, entdo, generalizar essa discussao para X x S2. Pois observe que
pi(F) ~ [E,1] quando E — X é um fibrado e p;: X x S? — X é a projecdo.
Por isso, nés temos que

ERH" = pi(E) @py(H)" = [E,1] @ [Cx, 27" >~ [E, 27"

ou seja, esses fibrados estao na imagem do produto exterior.
Nosso objetivo nas proximas segoes sera mostrar que todo o fibrado sobre
X x S? é uma soma de fibrados dessa forma.

5.2 Aproximacoes e séries de Laurent

Na tultima se¢ao noés reduzimos o problema de entender os fibrados sobre
X x §?% ao problema de entender os morfismos da forma

L:ExS'—5 Fxg!

sendo que E x St e F' x S! sao fibrados sobre X x S! que tem a projecao
natural. Veremos, agora, que esses isomorfismos podem ser aproximados por
morfismos de Laurent. Esses tltimos tem uma estrutura mais simples que
serd estudada com cuidado nas proximas segoes.

Primeiro vamos a sua defini¢ao.
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Definicdo 5.1. Um morfismo L: £ x S' — F x S ¢ dito de Laurent se
existem morfismos a;: E — F tais que

L(z,z) =Y ag(x)z*

|k|<n
sendo que (z,2) € X x St e L(z,2) é a restrigdo de L a fibra E,, = F,.

Veja que essa definicao ¢ andloga a definicao dos polinomios de Laurent
do circulo unitdrio. E natural, portanto, tentar generalizar os teoremas que
sao validos para fungoes sobre esse circulo. Faremos isso primeiro num caso
particular. Veremos logo em seguida que ele implica um teorema mais geral.

Seja, entdo, X é um espaco compacto e f: X x S' — C uma funcio
continua. Definimos, entao, fungoes a,,: X — C dadas pelas equagoes

27 ) )
C”(‘r) = ! /|z—1 f(l’, Z)Zinil dz = i f(x7 ele)efme do

T omi 2m Jo
e definimos, entdo, uma funcao® u: X x B? — C que dada por
u(z,z) =u(z,r,0)=>_ cu(z) rinlein?
neL

sendo que # é o argumento de z e r é o seu valor absoluto. Essa funcao
esté definida no disco aberto B? pois, em cada ponto do espaco X x S', a
soma é dominada por uma constante vezes a série geométrica Y ,cn7", que
é convergente para 0 < r < 1 (lembre-se que X é compacto).

Podemos também usar o fato da soma ser absolutamente convergente
para mostrar que, para 0 < r <1,

1 27 ) .
uw(z,r,0) = 7 Z/o Fx, €t)rnlein®=0) g

nez
_ 1/27r Zr|n|ein(07t) Flz, e dt
21 Jo et

pois, assim, ndés podemos trocar a ordem da integracao e da soma. Esse
calculo nos leva a seguinte definicao.

Definicao 5.2. O nticleo de Poisson P: B? — C é definido pela soma
P(r,0) = Z plnlgind

nez

que ¢ absolutamente convergente.

Ldenotaremos por B? a bola unitaria aberta em C

28



A seguir mostraremos que esse ntcleo define uma identidade aproximada
no anel das fungoes continuas com valores complexos. Com isso mostraremos
que a fungao u, quando restrita a um r proximo de um, aproxima f. Primeiro,
contudo, temos que observar que valem as seguintes identidades

0 . i0 1
,rn in 7’62 n _ -
Z nz:o ) 1 — 7”619
o 1 re'
—zn@ —10
S S = e L e

sendo que nas duas nés somamos uma série geométrica. Portanto,

1 re® 1—r?
P(r.0) = - — = 5.1
(r,0) 1 — ret + 1—re ® 1—2rcos(f)+ r? (5-1)

As seguintes propriedades sdo as propriedades que fazem do niucleo de
Poisson ser uma identidade aproximada.

Proposicao 5.3. O nicleo de Poisson tem as sequintes propriedades:
1. Para 0 <r <1 ef€l0,2n] nds temos que P(r,0) > 0;

2. Para todo 0 < § < m nds temos que, para v — 1, P(r,0) converge
uniformemente a fungao identicamente nula no intervalo [0,2m — §);

3. Para todo 0 <1 <1 nds temos que 5- 27 P(r,0)do = 1.

Demonstragcio. Como 0 < r < 1 nds temos que
1-7*>0 e 1—2rcos(@)+r*>1-2r+1r*=(r—-1>%>0

Entéo, pela equacao (5.1), obtemos a propriedade (1). Também decorre dela
que P(r,0) = P(r,2m — 6) e que P(r,0) é decrescente no intervalo [0, 7] e
crescente no intervalo [, 27]. Isso, por sua vez, nos mostra que o maximo de
P(r,0) no intervalo [0, 27 — §] é igual a P(r,0) = P(r,2m —J).
Podemos, entdo, mostrar que para todo 0 < § < 7 a funcao P(r,6)
converge uniformemente a zero pois
1—1? 0

P P = -
P O) < 1P 0)] = 157 ™ 5 Z00ss) ~

independentemente de qual 6 € [§, 21 — ] nds escolhermos. Isso demonstra
a propriedade (2).
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Para demonstrar a propriedade (3) basta integrar a soma que define
P(r,0) termo a termo. Pois,

2m 4 2r sen=20
/ rinle™? qp = .
0 0 caso contrario

Assim concluimos a demonstragao. O

A seguinte proposicao nos da as aproximagoes desejadas. Veja que a de-
monstracao s6 depende das propriedades dadas na proposi¢ao anterior, por-
tanto essa proposicao vale para um identidade aproximada qualquer.

Proposicao 5.4. Para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que
1-6<r<1 = |u(z,r0) — f(z,e’)] <e
para todo x € X e para todo 0 € [0, 27].

Demonstragio. Seja e > 0. Pelas propriedades (1) e (3) do niicleo de Poisson,

1 /027r P(r,0 —t) {f(x’eit) _ f(x7€i0):| dt‘

|u('x77ﬂ7 9) - f(xa ei9)| = 27
< 1/027r P(r,0 —t) ‘f(x,e“) — f(:z:,eie)‘ dt

s
27

Escolha, entao, um 0 < §; < 7 tal que, para todo = € X,

€

6t <8 = |f(z.e") ~ flz.e)| <5

Um ¢&; com essa propriedade existe porque X é compacto e, por isso, a con-
tinuidade de f é uniforme. Portanto podemos dividir a tltima integral da
equacao acima em dois intervalos. Para o primeiro nés temos que

1

27
il J2) _ ity _ i0 € p B _¢
or /|9_t|<51 (r,0 t)‘f(x,e ) — flx,e )‘ dt < 1 /0 (r,0 —t)dt ;

™

Para o segundo intervalo nés observamos que, pela propriedade (2), existe
um ¢ > 0 tal que, para t € [0, 27] tal que |6 — t| > 6y,

€

l-d<r<1l = |P(rid —t)| < ———
1 P( )| pyey

Por isso, e ja que |f(v) — f(w)| < 2sup |f| para todo v,w € X x S,

1

o P(r,0 —t ity _ i0\] 4 €
37 Lo PO =01 = o)t < 3

Entao temos o enunciado. ]
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Corolario 5.1. Para todo € > 0 nds podemos escolher um N suficientemente
grande e um r suficientemente proximo de um para que

flz,2) = cu(@)rlzn| < e
n<N

para todo x € X e z € St. Em outras palavras, nés podemos aproximar uma
fungao continua arbitrariamente bem por somas do tipo >, <n an(T)2".

Esse corolario, que é uma consequéncia 6bvia da proposi¢ao anterior e da
definicdo de u, era um dos principais objetivos dessa sec¢ao. Isso porque ele
sera usado, na préxima proposi¢ao, para aproximar um isomorfismo qualquer
por morfismos de Laurent.

Proposicao 5.5. Seja L: E x St — F x S' um morfismo. Existe, entdo,
um morfismo de Laurent que é homotopico a ele. Além disso, se

K(z,z) =Y ap(2)zF e L(z,2) =Y bi(x)z"

lk|<n lk|<n

s@o homotopicos, entao existe uma homotopia M entre eles tal que

M(z,t,2) = Z cnl(x, )2

[k|<m
com ¢(z,0) = ar(x) e cp(x,1) = bg(x).

Demonstracao. Pela proposicao 3.6, para mostrar que L é homotopico a um
morfismo de Laurent, basta mostrar que o conjunto dos isomorfismos de
Laurent é denso no fibrado

Tlhom(E x S, F x S)]

Para isso, escolha uma métrica h para esse fibrado e escolha um atlas finito
com trivializagdes locais ortonormais (que existe pela proposi¢ao 3.7)

7: hom(E x S1), — Uy x S' x hom(C™*, C™*)

e escolha uma particdo da unidade formada por fungoes continuas ¢y tais
que seus suportes By, estao contidos em Uy.
Temos entao que a restricao
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pode ser aproximada coordenada a coordenada por funcoes de Laurent. Por
isso, dado um € > 0, nés podemos definir um isomorfismo de Laurent ¢, tal
que |Lg — ¢k < € na norma definida pelo produto interno canénico. Por isso,

Z@k Tk Ek $ Z Zépk Tk; fk: x Z)
S ngk x ’L Q?,Z) _Tlglgk(xaz)‘h

_Z(pk |ka2)—£k<$ Z)’<€

h

sendo que usamos o fato de 7; ser isometria na ultima igualdade. Como isso
vale para todo (x,2) € X x S nés temos que |L — /||, < € sendo que
¢ é igual a soma Y ¢ (7)7; Y (7), que é um morfismo de Laurent. Note
que esse morfismo é um isomorfismo porque ele se encontra préximo de um
isomorfismo e o conjunto dos isomorfismos é aberto.

A segunda parte da proposi¢ao é uma consequéncia da primeira. Pois uma
homotopia H entre dois morfismos de Laurent K e L é um morfismo

H:ExIxS'— FxIxS!

tal que My = K e M; = L. Mas todo morfismo pode ser aproximado, e é
portanto homotdpico, a um morfismo de Laurent. Por isso, se denotarmos
por h a métrica induzida pela métrica h em

Llhom(E x I x S', F x I x S")]

nds temos um morfismo de Laurent M tal que |[M — H|;, < . Essa métrica ¢
tal que h(z,t, z) é uma forma hermitiana constante igual a h(x, z) parat € I.
Podemos ent@o concluir que pela defini¢do da norma | - |

|M(z,0,2) — K(x,2)| <e e |M(z,1,2) — L(z,2)| < ¢

para todo (z,2) € X x S*. Contudo, se ¢ for pequeno o suficiente, a bola
de centro K e raio € estd dentro do conjunto dos isomorfismos, por isso a
homotopia linear entre K e M, é um morfismo de Laurent. Analogamente,
L e M, sdo homotopicos.

Por ultimo, ¢ s6 compor a homotopia entre K e M, com a homotopia M
e depois com a homotopia entre M; e L. Essa composi¢ao é uma homotopia
e também é um morfismo de Laurent, porque M era de Laurent e uma
homotopia linear entre morfismos de Laurent é de Laurent. O
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5.3 Morfismos polinomiais
Para todo o morfismo polinomial p de grau n, ou seja,

p: ExS'— FxS!

p(z,2) = Z ar(x)2"

0<k<n

e para todo m > n nés vamos definir um morfismo
Ln(p): (m+1)E x S' = (F®mE) x S

dado pela matriz

sendo que a; = 0 para m > k > n. Também definiremos o fibrado
L.(E,p,F):=[m+1)E, L,(p),F &mE]
que ¢ o fibrado associado ao morfismo L,,(p).

Proposicao 5.6. Seja p um morfismo polinomial de grau n. Entdo, os mor-
fismos lineares L, satisfazem as sequintes propriedades:

1. Para todo m > n nos temos que

Em(E,p, F) = [E,p, F} D [mE, 1]

2. Para todo m > n+ 1 nos temos que

Lo(E,p,F)~ Ly 1(E,p, F)®[E,1]
Em(Ea ZPs F) = 'Cm—l(E7p7 F) D [E,Z]

Demonstracao. Para demonstrar a primeira parte, nos definimos uma sequén-
cia de morfismos p,: E x S' — E x S de forma que

bPo=p ¢ Zpr-i-l(xvz) :pr(x’ Z) _pr($vo)
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e com isso nds temos que o morfismo L,,(p) é igual ao produto

1

P1

P2

Pm

1 1

1 1

como ¢ facil verificar. Podemos ver, entao, que a igualdade acima é da forma
Ly(p) =1+ Ni)(p®1)(1+ No)

onde N; e Ny sao matrizes nilpotentes.

Note também que 1 + tN é isomorfismo quando N é uma matriz nilpo-
tente. Isso porque, se t # 0 e v pertence ao nicleo de 1 + t/N, nés temos que
Nv = —t~!v e portanto N*v = (—t)~*v. Contudo, nés temos que N* =
para uma k suficientemente grande e, por isso, v = 0. O caso t = 0 ¢é trivial.

Entao, decorre desse fato que, trocando as matrizes N; e Ny por tN;
e tN, na identidade acima, nés podemos definir uma homotopia entre o
automorfismo L,,(p) e o automorfismo p @ 1,,5. Isso demonstra a primeira
parte da proposicao.

Para a segunda parte da proposi¢ao, ndés usaremos as homotopias:

[ag a1 as Am—1 1 i Gy aip az Am—1 |
—z 1 —z tl
—z 1 —z 1
e
—z 1 —z 1
L —tz 1 | i —z 1 ]

Veja que essas matrizes sao isomorfismos para todo t € I. Para mostrar isso,
considere primeiro o caso em que cada entrada da matriz acima, restrita a
uma fibra, é um ntimero. Nesse caso particular, nés podemos mostrar que o
determinante é constante em ¢t usando a expansao por cofatores na tultima
coluna ou na primeira coluna, respectivamente.

O caso geral, onde cada entrada da matriz acima é uma outra matriz, tem
uma demonstracao parecida. Nos s6 temos que expandir por cofatores cada
coluna da matriz correspondente ao ntimero referido no paragrafo anterior.
Os detalhes desse argumento sao triviais e, por isso, vamos omiti-los. O]
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5.4 Morfismos afins

Nessa se¢ao vamos mostrar que para toda tripla (E,p, F') com um morfismo
p(z,2) = a(x)z + b(x), que chamaremos de morfismo afim, existem decom-
posicoes K =FE, & E_e FF = F, & F_ tais que

[Eapa F] = [E+7Z] S [E*7 1]

Essas decomposi¢des sao dadas pelos subfibrados associados as projecgoes
Qep: FE— FEFeQr: F— F, sendo que

Qr(r) L /|Z|:1p1dp _ 1 /|Z|:1(a(x)z+b(a:))1a(:c)dz

= oni = oni
1 1
Qrlr) =5 [ (dnpt =

" 2mi  2mi

/|z|1 a(x)(a(z)z + b(z)) " dz

Note que p(x,2) = a(r)z + b(z) estd definida para z € C e, portanto, nos
podemos deformar o contorno de integracao dentro do aberto onde p(z, z)
é isomorfismo sem alterar a integral. A decomposicao serd entdo dada pelos

subfibrados Ey = im(Qg), Fy =im(Qr), E_ = ker(Qg) e F_ = ker(QF).

Proposicao 5.7. As aplicacoes Qr e Qr sdo projecoes tais que para cada
ponto (x,2) € X x St nds temos que p(x,2)Qp(x) = Qr(x)p(z, 2).

Demonstracio. Note, primeiramente, que para w # z vale que

4 (az+ b)~* N (aw + b)~!

(aw + b)ta(az + b) p— T w

(5.2)
= (az + b) talaw +b) 7"

pois, para a primeira igualdade, basta observar que

b~ b)! b
(207 (w7 )18 s )
w—z Z— W w—z
b
+ (aw + b)*lﬂ(az +b)7!
Z— W

= (aw +b) ta(az + b)~*

A segunda decorre de substituir w por z nas igualdades acima. Observe tam-
bém que o primeiro e dltimo termo de (5.2) s@o iguais mesmo quando z = w.
Para obter a relagao p(z, 2)Qg(x) = Qr(x)p(z, 2) basta multiplicar (5.2) por
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az + b a esquerda e a direita e integrar, ja que

(az+b)Qp = 271m/ (az +b)(aw + b) " 'adw

|w|=1
1 -1
= /II a(aw 4+ b))~ (az + b) dw
w|=1

T 2mi
= Qr(az + )
Agora, vamos mostrar que Qg é projecio, ou seja, Q% = Qp. Para isso
escolha R e Rotal que 1 —e < Ry <1 < Ry <1+ ¢, sendo quee > 0 é

pequeno o suficiente para que p(zx, 2) seja invertivel na faixa 1—¢ < |z| < 1+e¢.
Observe, também, que as seguintes identidades sdo verdadeiras:

1 d
/ © 21 se lw| <1

21t Jjzj=1 2 —w

1 d

7/ = -0 se lw| >1
211 J|zj=1 z — w

Portanto usando a rela¢ao (5.2) temos que

1 _ —
QL = @ri)? -/w:R1 /lZ:RQ(az +b) ta(aw + b)) tadz dw

_ 1 1 o 1 B
= (271_2)2 /le ‘/|ZR2 w_z(a2+b) a + Z—w(aw+b) adzdw

1
= /I | (aw +b) radw = Qp
w|=R1

 2mi

onde integramos o primeiro termo em w e integramos o segundo termo pri-
meiro em z. Um célculo andlogo prova que Q% = Qp. n

A 1ltima proposicao nos diz que o morfismo p pode ser decomposto na
soma direta dos morfismos

priE,xS' 5 F. xS e p.iE_xS'— F xSt

Isso porque as projecoes definem decomposicoes dos fibrados na soma direta
de seus ntcleos e imagens (proposigao 2.8) e também porque podemos usar
a relacao p(z, 2)Qp(xr) = Qr(x)p(zx, z) para mostrar que

p(im(q) x S*) =im(r) x S* e p(ker(q) x S*) = ker(r) x S*

Proposicao 5.8. Nés temos que py(-,2): Ey — F € um isomorfismo para
z| > 1 ep_(2): E_ — F_ é um isomorfismo para |z| < 1.
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Demonstragio. Seja v € I, , pertencente ao nucleo de p, ou seja,
p(z, z)v = a(x)zv + b(x)v =0
para um |z| # 1. Temos que, para um w tal que |w| = 1,
(w — 2)a(z)v = a(x)wv — a(x)zv = a(z)wv + b(x)v

pela escolha de v. Ou seja, (a(z)w + b(z))ta(x)v = (w — 2) " .
Integrando essa relagao temos que

Qg(x)v ! /w:1(a(at)w + b(2)) ta(z)vdw = ( ! /|w dw >v

211 2711 Jjw|=1 W — 2

Contudo, a dltima integral é igual a identidade para |z| < 1 e é igual a zero
para |z| > 1. Em outras palavras,

ker(p), . C im(Qp). = E; , se |z| <1
ker(p), ., C ker(Qp), = E_ , se |z| > 1

Portanto, pela primeira igualdade, p_(+, z) que é a restrigao de p(-,z) a E_ é
injetiva para |z| < 1. Pela segunda, p, (-, 2) é injetiva para |z| > 1.

Veja, entretanto, que p, (-, z) é um isomorfismo para |z| = 1, pois p(+, z) é
um isomorfismo nesse conjunto, e, portanto, os fibrados E, e F'; tem o mesmo
posto. Uma afirmacao similar vale para p_. Essas afirmagoes conjuntamente
com o fato de que uma aplicacdo linear injetiva entre espagos de mesma
dimensao ¢é invertivel implica o enunciado. O]

O proximo passo serd mostrar que a aplicacao py é homotopica a a2z e
p_ € homotodpica a b_. Para isso, defina a homotopia

P(@,2) = (1 - a_ ()2 +b_(2)

Ela ¢ invertivel para todo |z| = 1 et € [0, 1] porque, se isso nao fosse verdade,
nos teriamos que, para algum ¢ e para algum v € E, .,

a_ (@) [(1 = t)z] v +b_(x)o = 0

ou seja, p_ nao seria invertivel para w = (1 — t)z, sendo que |w| < 1. Isso
contradiz a proposicao anterior e, portanto, p¢ tem que ser invertivel.
Da mesma forma, definimos uma aplicagao

Pl (2,2) = ax(2)z + (1 — )by (2)
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que por motivos analogos é um homotopia entre morfismos invertiveis. Isso
nos permite definir, finalmente, uma homotopia p' = p!, & p' que leva p na
soma direta de a,z com b_.

Por ltimo nds observamos que, como foi mostrado anteriormente, alterar
as triplas usando isomorfismos nao altera o fibrado final. Mais precisamente,
[Ei,apz, Fy) ~[Ei 2] e [E_,b_, F_] ~ [E_,1]. Isso nos mostra que

(B a2 + b, F|] ~ [Ey, 2] @ [E_, 1]

e com isso alcangamos o objetivo da secao.
S6 noés resta enunciar as algumas relacoes uteis entre os operadores L,,.

Proposicao 5.9. Seja p um morfismo polinomial de grau n. Entdo, nos
temos o0s sequintes isomorfismos:

£n—l—l(-E7pa F)+ = £n(Eap7 F)+ £n+1(Eap7 F)— = £n(E7p7 F)— ®E
Loi1(E,zp, F)y ~L,(E,p,F)y ®E Lypp(E,2p, F)-~L,(E,p, F)_

Demonstracao. Essa proposicao é uma consequéncia direta da proposic¢ao 5.6
e do fato que as construgoes definidas nessa secao preservam soma diretas. [

5.5 O inverso do produto exterior

Nosso objetivo é demonstrar o teorema de Bott, que foi enunciado na intro-
dugao deste capitulo. Contudo, nés conseguiremos fazer mais que isso. Pois,
pela proposicao 5.2, em K(S?), nés temos que H> + 1 = 2H e, portanto,
temos que (H — 1)? = 0. Por isso, nés podemos definir um homomorfismo

v ZH]/(H - 1)* — K(S%)

Aplicando, entao, o produto tensorial com a identidade, nés obtemos uma
sequéncia de homomorfismos de anéis

K(X)® Z[H]/(H —1)> 27 K(X) ® K(S?) —— K(X x §?)

sendo que o tltimo homomorfismo é o produto exterior.
Nosso objetivo, nesta se¢ao, serd demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4. FExiste um isomomorfismo de anéis
v: K(X x S?) — K(X)®Z[H]/(H — 1)

tal que seu inverso é a composi¢io p = o (id ® 7).
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Note que, no caso em que X s6 contém um ponto, nés temos que o produto
exterior é um homomorfismo f: K(X)®Z — K(X) que é dado pela relagdo
B(E®m) =mE € K(X), ou seja, é igual a multiplicacdo por um inteiro.
Contudo, pelas propriedades do produto tensorial de grupos, nds sabemos
que essa aplicacao é um isomorfismo.

Com isso, é facil provar o seguinte corolario do teorema acima.

Coroléario 5.2. O homomorfismo v: Z[H]/(H — 1)* — K(S?), que foi defi-
nido no comego desta secdo, € um isomorfismo.

Demonstragio. Como pu = fo(id®-y) é um isomorfismo e 4 é um isomorfismo
pelo paragrafo anterior, nés temos que v tem que ser um isomorfismo. n

Além disso, podemos usar esse corolario conjuntamente com o teorema
acima para demonstrar o teorema de Bott. Resta, entdo, para alcancarmos
nossos objetivos, demonstrar o teorema 4. Faremos isso no resto dessa secao.

Nosso primeiro passo serd definir o homomorfismo v.

Seja, entdo, (E, L, F) uma tripla que define um fibrado sobre X x S2.
Escolha um morfismo polinomial p, de grau menor ou igual a 2n tal que
27 "p, € homotdpico a L. Definimos, entdao, uma aplicagao

V(E,L,F) = Lop(E,pp, F)y @ (H" ' -~ H") + E® H"

Note que v,(E, L, F) pertence a K(X) ® Z[H|/(H — 1). Note também que
ele s6 esta definido para um n suficientemente grande. Queremos mostrar
que podemos usar essas v, para definir um inverso v para o aplicacao

p: K(X) @ ZIH|/(H — 1) — K(X x S?)

Primeiro, contudo, temos que mostrar que as aplicagoes v, estao bem defini-
das. Mais precisamente, vamos mostrar que dadas duas triplas

(E17L17F1> € (E27L27F2)

que definem o mesmo fibrado sobre X x.5? e dados dois morfismos polinomiais
Pn € qp associados a cada uma dessas triplas, entao

Vn(Ela L17 Fl) - Vn(E27 L27F2)

Em particular, provaremos que a aplicacao v, nao depende do morfismo
polinomial escolhido.
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Vamos, entdo, a prova desse fato. Note que como as duas triplas sao
equivalentes, podemos supor que £y = FE; e F| = Fy. Chamaremos esses
fibrados de E e F', respectivamente. Dai, entao, basta provar que

£2n<E;pn7F)+ = ‘CQn(E7qn7F)+

Sabemos, contudo, que duas triplas equivalentes com fibrados iguais tem mor-
fismos homotdpicos. Pela transitividade da relagdo de homotopia, os morfis-
mos de Laurent z7"p, e 27 "¢, sdo, entdo, homotopicos.

Portanto, pela proposi¢ao 5.5, existe um morfismo polinomial r,, sobre o
espaco X x I x St de grau 2m, com m > n, tal que

27" (2,0, 2) = 27 "pu(z, 2) e z27Mr(x, 1, 2) = 27 "qy(x, 2)

Temos entao que Loy (E X I,1,, F x I); é um fibrado sobre X x I que
tem como restrigdes a X x 0 e a X x 1 os fibrados Lo, (E, 2™ "p,, F), e
Lom(E, 2™ "q,, F'),, respectivamente.

Contudo, quaisquer dois fibrados homotopicos sao isomorfos e por isso

£2m(E7 zm—npm F>+ = £2m(E> Zm_an F)+
Usando, entao, as propriedades demonstradas na tltima se¢ao, nés temos que

£2n(Evpn> F)+ D (m - n)E = £2m(E> 2"y, F)+
~ Lom(E, 2" "qn, F)4
~ Lo(E,qn, F) & (m —n)E

e, portanto, os fibrados Lo, (E, pp, F)y e Lon(E, qn, F')+ tem a mesma classe
de equivaléncia em K (X).
O préximo passo é mostrar que v,, na verdade, nao depende de n.
Suponha, para isso, que escolhemos um polinémio p, tal que z7"p, é
homotoépico a L. Podemos definir, entdo, p, 11 = 2p,, pois

—(n+1) —(n+1)

-n
z DPn+1 = 2 ZPn = 2 Pn

¢ homotoépico a L. Com isso,

I/nJrl(EvL?F) = £2n+2<E7pn+17F)+ ® (Hn - Hn+1) + E ® Hn+1
= Lopio(E, zpn, F)y @ (H* — H"™) + E® H™!

Mais ainda, pelas propriedades dos L,, e ja que o morfismo polinomial zp,
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tem grau menor ou igual a 2n nés temos que

Uni1(E, L, F) = Lopyo(E, 2py, F); @ (H" — H"™) + E @ H"
= Lopi1(E, 2pn, F) @ (H" — H"™) + E @ H"!
= [Lon(E,pn, F)+ + Bl® (H" — H") + E @ H"™!
= Low(E,pp, F) L @ (H" — H"™ )+ E® H"

Por tltimo, observamos que, ji que (H —1)*> =0, entao H(H — 1) = H — 1.
Disso decorre que H® — H"t! = H"~! — H" e, portanto,

Uni1(BE,L,F) = Lop(E,pp, F). @ (H" — H")+ E® H"
= Loy(E,pp, F)1 ® (H" ' — H" )+ E® H" = v,,(E, L, F)

Resumindo, os homomorfismos v,,(E, L, F') e v,,+1(E, L, F) estao bem defini-
dos e sao iguais sempre que o primeiro deles estiver bem definido.

Podemos, agora, definir a inversa v. A imagem de um tripla (E, L, F’) por
essa aplicagdo serda dada pela equacao v(E, L, F) = v,(E, L, F), sendo que n
é o primeiro natural para o qual L é homotopica a um morfismo de Laurent.
Veja que esse n depende da tripla escolhida.

Falta, entao, mostrar que v é, de fato, a inversa de .

Veja, para tanto, que como o anel Z[H]/(H — 1)? é gerado por H e pela
unidade, basta mostrar que vu(E® H") = E® H™, para concluir que vpu = 1.
Mas noés sabemos que u(E ® H") = f(E ® H") = [E, 27"] e, portanto,

vi(E@ H") =v(E,27") = Lop(B, 1), @(H" '~ H"W+EQH"=FE® H"

Por outro lado, para concluir que v satisfaz a igualdade pur = 1, basta
mostrar que pv(E, 2 "p,, F') = [E, 27 "p,, F]. Para isso usaremos duas igual-
dades. A primeira decorre de multiplicar a equagao

Low(E,pny F) = [Lon(E, pn, )y, 2] + [Lon(E, pn, ), 1]
da secdo passada pelo pullback de H™ a X x S? e obter
Lon(E,pn, FYRH" = [Lop(E,pp, F) 4, 27" + [Lon(E, pp, F)_, 1] X H"
A segunda é uma das propriedades basicas dos L,,. Ela é dada pela equagao:

Ln(E,p, F)~[E,p, F]®&mE
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Finalmente, podemos notar que, ja que
V(E, 2 "pp, F) = Lon(E,pp, F)y @ (H" ' —H"+ E® H"
entao valem a igualdades

(B, 27"pn, F) = [Lon(E,po, F) 1, 27" = [Lon(E, p, ), 27" + [B, 277
= Lop(E,pn, F)XRH" — [Lop(E, pp, F)_, 1| X H"
= [Lon(E, pn, F) 1, IR H" + [E, 27"
=2nEXH"+[E, 2z "p,) —2n+1)EXH"+ EX H"
= [E, 2 "py]

sendo que nés usamos que Loy (E, pn, F)y & Lop(E,pn, F)- ~ (2n + 1)E.
Assim, concluimos a demonstragao do teorema 4.
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Capitulo 6

Produtos na K-teoria

Neste ultimo capitulo, nés vamos mostrar que o teorema de Bott tem uma
versao reduzida e também vamos demonstrar mais algumas propriedades
cohomolégicas da K-teoria.

A primeira se¢ao serd dedicada ao primeiro objetivo. Na segunda secao,
mostraremos que a soma direta K (X) @ K'(X) tem uma estrutura de anel
analoga a estrutura de anel da cohomologia singular. Mostraremos, entao,
que a sequéncia exata do par preserva essa estrutura.

Na ultima sec¢ao, ndés mostraremos que existe um andlogo da sequéncia
de Mayer-Vietoris para a K-teoria. Isso, juntamente com a definicao dada na
secdo 4.4 para o grupo K 1(X), pode ser usado para calcular os grupos de
K-teoria de uma superficie qualquer.

A demonstracao que sera dada neste capitulo da existéncia de uma sequén-
cia de Mayer-Vietoris ¢, em parte, uma adaptacao da exposi¢ao dada no livro
de Munkres [Mun84| para a sequéncia andloga na cohomologia singular.

6.1 Periodicidade de Bott

Nesta se¢ao nés vamos dar uma versao do teorema de Bott para a K-teoria
reduzida. Para isso, nds vamos precisar definir o produto exterior reduzido

X: K(X)® K(Y) — K(XAY)

Considere, entao, o diagrama

KXAY) -5 KX xY)—L 5 K(XVY)



sendo que na parte de cima temos a sequéncia exata do par (X x Y, XV Y).
Observe que a imagem de um gerador z ® y do grupo K(X) ® K(Y) pela
composicao do produto exterior com o pullback pela inclusao é

Jlz Xyl = 5" [pi(z) @ p3(y)] = (p10J)"(x) @ (P20 5)"(y)

sendo que p; e py sdo as projecoes nos fatores do produto cartesiano X x Y.
Mas, por outro lado, é facil ver que (p; 0 7)* = ¢} e (p2 0 j)* = ¢;, sendo que
¢; sao as projecoes definidas no exemplo 4.8. Portanto, pela propriedade que
foi provada 14 nés temos que j*[x X y] = 0.

Nosso objetivo é, entao, definir o produto exterior reduzido como sendo
a composicao (z’*)_1 o . Para isso, vamos precisar mostrar que i € injetiva.
Por isso, considere a sequéncia exata do par (X x Y, X),

K'(X xY) 5 K'(X) — K(X xY)/X) —— K(X x Y)

Como X x Y é um retrato de X, nds temos que k* é sobrejetiva. Isso porque
o pullback pela projecao ¢ uma inversa a direita. Entao, a segunda aplicacao
é zero e, por isso, a terceira aplicagao € injetiva.

O mesmo argumento mostra que a terceira aplicacao de

KY(XXxY/X) —— K (Y) —= K(XAY) —— K(X xY/X)

¢ injetiva. Portanto, a composicao dessas duas setas, que é igual a 7, é injetiva.
Com isso, temos definido o produto exterior reduzido. Esse produto é natural
da mesma forma que sua versao nao-reduzida. Mais explicitamente,

KX)Q K({Y) —2— K(XAY)
f*®g*] (frg)*
K(Z)®@ K(W) —2— K(ZAW)

sendo que f e g preservam os pontos bases e f A g é a fun¢do induzida no
quociente X A'Y pelo produto cartesiano das duas funcgoes.

Além dessa definicao, precisaremos da descricio explicita do grupo K (S5?)
para provar a versao reduzida do teorema de Bott.

Proposicao 6.1. O grupo de K-teoria reduzida f((SQ) é um grupo abeliano
livre gerado por H — 1. Em outras palavras, K(S?) é isomorfo a 7.
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Demonstragio. Pelo corolario 5.2, nés temos que K(S?) = Z[H]/(H — 1)2.
Por isso, nés temos que todo o elemento de K (S?) é da forma mH + n,
sendo que n e m sio inteiros. Contudo, os elementos do subgrupo K (S?) sio
diferencas E — k, sendo que k é o posto do fibrado E sobre o ponto base.
Com isso, podemos concluir que, ja que H é um fibrado de posto um,
todos os elementos de K (S?) sio da forma m(H — 1). Em outras palavras,
todos os elementos deste grupo sao multiplos do elemento H — 1. Por isso,
nés temos um isomorfismo K (S?) ~ Z. O

Teorema 5 (Periodicidade de Bott). Seja X um espago topoldgico compacto.
Entdao temos um isomorfismo de grupos

B: K(X) — K(X2X) = K*(X)
que € dado pelo produto exterior reduzido.

Demonstraciao. O homomorfismo £ é dado pela composi¢ao
K(X) —— K(8?) @ K(X) —— K(S* A X) = K(2%2X)

sendo que a primeira seta é dada pelo isomorfismo K (S?) ~ Z e a segunda é o
produto exterior reduzido. Como a segunda ¢ a restrigdo de um isomorfismo,
£ é um isomorfismo. O

Com esse teorema podemos, finalmente, estender a sequéncia do par a
direita. Para isso basta definir, para n < 0,

K™X,A)=K(X,A) e K™U(X, A) =KX, A)

e usar a periodicidade acima. Para evitar redundancia, entretanto, nés vamos
“enrolar” essa sequéncia para obter uma sequéncia exata

K(X,4) —— K(X) —"— K(A)

il [

KY(A) " KY(X) L — K'(X, A)

para cada par (X, A) com X compacto.
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6.2 Produtos na K-teoria

Nesta se¢ao, vamos usar a periodicidade de Bott para definir uma estrutura
de anel em K*(X) = K(X)® K*(X) ou, de forma mais geral, uma estrutura
de K*(X)-médulo nos grupos K*(X,A) = K(X,A) @ K'(X,A) e K*(A).
Essa estrutura é andloga a estrutura de anel em H*(X).

Para isso note que o produto reduzido da um homomorfismo

K'(X)®K™Y)=K(X'X)K(X™Y) = K(E"XAL"Y) = K"™(X AY)

sendo que usamos o fato que X" X = S" A X e também usamos a comutativi-
dade do produto smash. Analogamente, podemos mostrar, usando uma série
de homeomorfismos, que o produto reduzido da um homomorfismo

K"(X,A)®@ K™(Y,B) - K"™™(X xY,(X x B)U (A xY))
que, no caso Y = X, pode ser composto com o pullback pela diagonal
X/(AUB) — (X x X)/[(X x B)U (A x X)]
para obter um homomorfismo
K"(X,A)® K™(X,B) — K"™™(X, AU B)

Usando a periodicidade de Bott podemos mostrar que esse tltimo produto
define uma multiplicacio em K*(X) (basta tomar A = B = @) e também
define uma estrutura de K*(X)-médulo em K*(X,A) (tome B = @). A es-
trutura de K*(X)-médulo do grupo K*(A) é dada pela restricao da estrutura
definida em K *(X). Com isso, podemos usar a naturalidade do produto ex-
terior para mostrar que a sequéncia exata do par, como definida na secao
anterior, preserva essas estruturas de médulo.

De outra forma, podemos dizer que o triangulo

de K*(X)-médulos é exato.
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6.3 Mayer-Vietoris

Nesta se¢do nés vamos mostrar que o tridngulo de Mayer-Vietoris é exato.
Ou seja, se A e B sao fechados tais que X = AU B, entao o diagrama

K*(A) @ K*(B)
K*(X) j=i (6.1)
sendo que C' = AN B, é exato como uma sequéncia de médulos sobre K *(X)

(definiremos os homomorfismos a seguir).
Considere, para isso, o seguinte diagrama

K*(X) 4 » K*(B)
K*(X,B)
== K*(X, A) i “ i K*(B,C) 2=
K*(A,C)
K*(A) K*(C)

onde cada tridngulo ¢ uma sequéncia exata de um par e cada quadrado
é comutativo. Os nomes das aplicagoes foram escolhidos de forma que as
relacoes de comutatividade parecam naturais. Por isso, por exemplo, valem as
igualdades i = id e €j = je. As setas duplas sao isomorfismos pela excisao.
Note, também, que os homomorfismos do triangulo de Mayer-Vietoris sao
dados pelas aplica¢oes do diagrama acima.

Agora, vamos checar que o diagrama (6.1) é exato. Para mostrar que as
imagens estao contidas nos niucleos, basta mostrar que a composicao de duas
setas em sequéncia é zero. Isso é uma tarefa trivial e, por isso, fica como um
exercicio para o leitor.

O proximo passo seria mostrar as nucleos estdo contidos nas imagens.
Vamos fazer isso separadamente em cada um dos vertices do triangulo.
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Comecamos por K*(X). Seja, entdo, = € K*(X) tal que i(z) @ j(z) = 0.
Temos, portanto, que i(r) = 0 e j(z) = 0. Pela sequéncia do par (X, B),
existe um elemento x;, € K*(X, B) tal que k(x;) = x. Por isso,

ki(zy) = ik(xp) = i(z) =0

Entdo, pela sequéncia do par (A, C), nés temos que existe ¢ € K*(C) tal que
§(c) =i(xp). Por isso, ki~1d(c) = k(x) = = e = estd na imagem de ki~'4.
Agora, vamos mostrar que a sequéncia é exata em K *(A) @ K *(B). Para
isso, seja a @ b um elemento desse mddulo tal que i(b) = j(a). Aplique § dois
lados da equagao para obter que id(b) = di(b) = dj(a) = 0, pois 6 = 0. Mas
como j é um isomorfismo, 6(b) = 0. Entdo, pela sequéncia do par (X, B),
temos que existe um x € K*(X) tal que j(z) = b. Temos, também, que

jli(z) — a] = ji(x) — j(a) = ij(x) — j(a) = i(b) — j(a) = 0

Portanto, pela sequéncia exata do par (A, C), existe a, € K*(A,C) tal que
k(ac) = i(x) — a. Com isso, podemos concluir que

(i@ j)x — ki Y (ao)] = [i(zx) — iki ™ (a.)] ® [j(z) — jki~"(ac)]
[i() — k(ac)] @ j(x) =a®b

e, por isso, o nucleo de 7 — 7 esta contido na imagem de ¢ & J.

Falta mostrar que o tridngulo é exato em K *(C'). Para isso, escolha um
elemento c tal que ki~'8(c) = 0. Temos, entio, que existe um b € K*(B) tal
que §(b) = —i~*§(c). Disso podemos concluir que

3[c +i(b)] = d(c) + di(b) = 8(c) +id(b) = b(c) — ii~3(c) = 0

Por isso, existe um a € K*(A) tal que j(a) = ¢ + i(b). Em outras palavras,
j(a) —i(b) = ¢, como queriamos demonstrar.
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