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Resumo

Este trabalho aplica algumas formas de penalizacao tipo LASSO aos coeficientes para
reduzir a dimensionalidade do espaco paramétrico em séries temporais, no intuito de me-
lhorar as previsoes fora da amostra. Particularmente, o método denominado aqui como
WLadaLASSO atribui diferentes pesos para cada coeficiente e para cada defasagem. Nas
implementacoes de Monte Carlo deste trabalho, quando comparado a outros métodos de
encolhimento do conjunto de coeficientes, essencialmente nos casos de pequenas amos-
tras, o WLadaLASSO mostra superioridade na selecdo das covariaveis, na estimagao dos
parametros e nas previsoes. Uma aplicagao a séries macroecondémicas brasileiras também
mostra que tal abordagem apresenta a melhor performance de previsdo do PIB brasileiro

comparada a outras abordagens.

Palavras-chave: Séries temporais. LASSO. AdalLASSO. Selecao de variaveis. Previsao.



Abstract

This dissertation applies some forms of LASSO-type penalty on the coefficients to re-
duce the dimensionality of the parameter space in time series, in order to improve the
out-of-sample forecasting. Particularly, the method named here as WLadalLASSO assigns
different weights to each coefficient and lag period. In Monte Carlo implementations in
this study, when compared to other shrinkage methods, essentially for small samples, the
WLadaLASSO shows superiority in the covariable selection, in the parameter estimation
and in forecasting. An application to Brazilian macroeconomic series also shows that this
approach has the best forecasting performance of the Brazilian GDP compared to other

approaches.

Keywords: Time series. LASSO. AdalLASSO. Variable selection. Forecasting.
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1 Introducao

Modelos de alta dimensionalidade tém sido cada vez mais presentes na literatura.
Sabe-se que a inclusao de um grande nimero de varidveis econdmicas e financeiras pode
contribuir para ganhos substanciais para a previsao das séries. Como argumentam Song e
Bickel (2011), um problema desafiador é determinar quais varidveis e quais defasagens sdo
relevantes, especialmente quando hd uma mistura de correlagao serial (dindmica tempo-
ral), alta dimensionalidade na estrutura de dependéncia entre as variaveis e um tamanho
de amostra pequeno (relativamente & dimensionalidade).

Conforme Fan e Lv (2010), a acurédcia estatistica, a capacidade de interpretagao do
modelo e a complexidade computacional sao trés pilares importantes de qualquer proce-
dimento estatistico. Tipicamente, o nimero de observagoes n € muito superior ao nimero
de variaveis ou parametros p. Nesses casos, nenhum dos trés aspectos precisa ser sacri-
ficado para se obter a eficiéncia dos demais. Entretanto, quando a dimensionalidade p é
grande comparativamente ao tamanho da amostra n, os métodos tradicionais enfrentam
alguns desafios. Dentre eles, como tornar os modelos estimados interpretaveis; como fazer
com que os procedimentos estatisticos sejam robustos e computacionalmente eficientes; e
como obter procedimentos com maior eficiéncia em termos de inferéncia estatistica.

Além disso, em um contexto de alta dimensionalidade, quando o nimero de variaveis
p for grande comparativamente ao tamanho da amostra n, os modelos tradicionais podem
apresentar problemas de correlacdo espuria entre as covariaveis, que pode ser alta mesmo
quando as covariaveis forem independentes e identicamente distribuidas, como mostram
Fan e Lv (2008) e Fan, Guo e Hao (2012).

Uma das formas de se desafiar os problemas causados pela alta dimensionalidade é
através da suposicao de esparsidade do vetor de parametros de dimensao p, considerando
que muitos de seus componentes sao exatamente iguais a zero. Apesar de geralmente
produzir estimativas viesadas, a suposicao de esparsidade contribui na identificacao das
covariaveis importantes, na obtencao de um modelo mais parcimonioso, na reducao da

complexidade do modelo e na diminuicao do custo computacional.
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Dentre os estudos macroeconémicos no contexto multidimensional, tem-se como exem-
plos os artigos seminais de Sims (1980) e de Stock e Watson (2001), que empregam o
modelo vetorial auto-regressivo (VAR) para analisar a coevolu¢ao das séries temporais
macroeconomicas. Entretanto, como o niimero de parametros de um modelo VAR cresce
quadraticamente com o numero de variaveis, torna-se inadequada a utilizacdo do VAR
para o caso de muitas variaveis. Como os macroeconometristas podem ter o interesse
de avaliar conjuntamente centenas de séries temporais, algumas alternativas de modelos
comecaram a surgir.

A analise fatorial tem sido empregada como uma das alternativas, como nos trabalhos
de Stock e Watson (2006), Ng e Moench (2009) e Stock e Watson (2008). Como mencio-
nam Medeiros e Mendes (2012), modelos fatoriais constituem uma boa alternativa quando
a maior parte das variaveis manifesta importancia no modelo, situa¢ao que os autores de-
nominam por estrutura densa do modelo. Ja quando a matriz de coeficientes é esparsa,
os métodos que supdem esparsidade ganham importancia. Clark e McCracken (2008) é
uma das referéncias que discutem abordagens distintas de reducao de dimensionalidade
do conjunto dos coeficientes, como Bayesian shrinkage, no contexto de previsao de séries
macroeconomicas.

Tibshirani (1996) propds o LASSO (least absolute shrinkage and selection operator)
no contexto de regressao linear, onde ele impoe uma penalizacao ao conjunto de norma
Ly dos coeficientes. Devido a natureza dessa penalizagao, o LASSO tende a zerar alguns
coeficientes, tornando-se 1itil para selecionar covariaveis e para reduzir a dimensionalidade
do espaco paramétrico. Tal metodologia ¢ um exemplo das técnicas de regularizacao

caracterizadas por Breiman (1998), que considera uma fungao de erro dada por
E = medida de erro + A\ - complexidade do modelo

onde a soma dos quadrados dos residuos pode representar a medida de erro.

O segundo termo penaliza os modelos cujas complexidade e variancia dos estimadores
sdo altas, com A\ representando o quao severa é a penalidade. Quando se minimiza a
funcao de erro ao invés de apenas minimizar a medida de erro, penalizam-se modelos

complexos e entao reduz-se a variancia dos estimadores. Se A for muito grande, apenas
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modelos muito simples sdo obtidos e pode ser introduzido um grande viés. Usualmente A
é otimizado via cross-validation.

O LASSO é uma das técnicas de regularizagdo mais famosas, obtendo sucesso essencial-
mente nos casos onde existem muitos coeficientes nulos dentro do conjunto de coeficientes
a serem estimados. Assim, o LASSO também se torna 1util para a selecao de variaveis
explicativas.

Zou (2006) investiga as propriedades oracle mencionadas por Fan e Li (2001) para o
LASSO original, proposto por Tibshirani (1996). Zou (2006) mostra que existem casos
nos quais o LASSO néao é consistente na selecao de variaveis; entao, propoe o adaLASSO
(adaptive LASSO), onde a penalizagdo ocorre com diferentes pesos para cada coeficiente,
o que faz com que essa versao desfrute das propriedades oracle.

No contexto de séries temporais, a penalizacdo LASSO é empregada em alguns traba-
lhos, como em Mol, Giannone e Reichlin (2008), em Hua (2011) e em Li (2012), enquanto
a penalizagdo adalLASSO é utilizada no working paper de Medeiros e Mendes (2012).

O presente trabalho analisa, principalmente através de estudos de simulagao, se a pena-
lizacao diferente para cada defasagem (como sugerido por Park e Sakaori (2012)) contribui
para a selecdo das variaveis, para a estimacao dos parametros e para a performance de
previsao fora da amostra. A abordagem foi denominada como WLadaLASSO ( Weighted
Lag adaptive LASSO). Os resultados mostram superioridade do WLadal.LASSO quando
comparado aos métodos de penalizacao Ridge, LASSO e adalLASSO, principalmente no
caso de tamanhos de amostra pequenos.

Também é realizada uma aplicacdo para séries macroecondémicas brasileiras de diferen-
tes frequéncias. O Produto Interno Bruto (PIB) é divulgado trimestralmente, enquanto
muitas variaveis que podem ajudar a explica-lo possuem frequéncia mensal. Com isso,
utilizou-se a abordagem UMIDAS (Unrestricted Mized Data Sampling), que permite o
emprego de séries com frequéncias distintas. Tal abordagem é de dificil implementacao
em problemas de alta dimensionalidade do espaco paramétrico, como ¢é o caso da aplicacao
deste trabalho, o que motivou o uso dos métodos de penalizacao aos coeficientes. Os resul-

tados novamente mostraram a melhor performance de previsao do WLadaLASSO. Além



disso, o método selecionou variaveis indicadoras para a economia no curto prazo.
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2 Selegao de variaveis

Um dos objetivos da andlise de regressao é estimar os coeficientes no modelo linear

Yi = Bo + Brix1i + Boxyi + - + Brtri + &5 i=1,...,n. (2.1)

Na forma vetorial, pode-se escrever o modelo como

yi=Bo+ X/ B+ei, (2.2)
onde y; € R é a varidvel resposta, X; = (11;,...,2r)7 € R¥ é o conjunto de preditores,
g ~ N(0,0%), B=(B1,...,5r)T é o conjunto de pardmetros e 3y é uma constante.

O método de minimos quadrados ordinarios (MQO), provavelmente o mais popular
para estimar os pardmetros de (2.1), é baseado na minimizagdo da soma dos quadrados

dos residuos (SQR):

A

n k 2
B = argmin Z (yZ — By — Z ﬁjxﬂ) . (2.3)
i=1

B0,815--,Bk =1

Entretanto, o método de MQO sofre com alguns problemas quando existem muitos
preditores no modelo. Em primeiro lugar, as suas estimativas frequentemente tém baixo
viés mas grande variancia, o que prejudica a precisao das previsdes. Desse modo, enco-
lher o conjunto de coeficientes, ou for¢a-los a zero, permitindo um pouco de viés para
reduzir a variancia das previsoes, pode ajudar na precisao das previsoes. Em segundo
lugar, gostaria-se de determinar um conjunto menor de preditores que exiba os maiores
efeitos quando objetivamos descobrir quais preditores que mais explicam a variabilidade
da variavel resposta. Por construcao, o método de MQO nédo pode ser implementado

quando o numero de parametros a estimar ¢ superior ao niimero de observagdes.
2.1 Subset selection

Um procedimento natural para escolher quais preditores entram no modelo (2.2) é
computar todos 2¥ possiveis modelos de regressdo, investigando todas as combinacoes

possiveis de preditores, e plotar a soma dos quadrados dos residuos para cada regressao,
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identificando, assim, o modelo 6timo. Também sao utilizadas outras medidas para compa-
rar modelos, como o AIC (Akaike Information Criterion), o BIC (Bayesian Information
Criterion), o R (R? ajustado) e o C, de Mallows. Como comentam Lindsey e Sheather
(2010), a definigdo de modelo 6timo nao é um consenso uniforme na literatura. O modelo
6timo é aquele que otimiza um ou mais critérios de informacao, escolhidos diferentemente
pelos autores.

Entretanto, se houver muitos preditores candidatos, procurar o melhor subconjunto
de preditores pode exigir grandes recursos computacionais. Entao, alguns procedimentos
foram propostos, como o Best-Subset Selection, o Forward- and Backward-Stepwise Selec-

tion e o Forward-Stagewise Regression, conforme apontam Hastie, Tibshirani e Friedman

(2001).

2.1.1 Best Subset Selection

Furnival e Wilson (1974) propoem um algoritmo eficiente para encontrar os melhores
subconjuntos de preditores sem examinar todos os possiveis subconjuntos. Tal algoritmo
organiza todos os possiveis modelos através de estruturas em arvore, explorando-as e des-
cartando aqueles modelos que definitivamente nao sdo 6timos. O procedimento encontra,
para cada k € {0,1,2,...,p}, o subconjunto de tamanho k que fornece a menor soma
dos quadrados dos residuos. Entretanto, o procedimento é factivel para um p de uma

magnitude nao superior a 30 ou 40, como apontam Hastie, Tibshirani e Friedman (2001).

2.1.2  Forward Selection and Backward Elimination

A técnica de Forward Selection inicia-se com nenhuma varidavel preditora no modelo.
Para cada uma das variaveis independentes, observa-se a estatistica F' para concluir se tal
variavel entra no modelo. Se nenhuma das estatisticas F' indicar a utilizacao de alguma
variavel, o algoritmo para. Caso contrario, ele adiciona a variavel que tem o menor p-valor
e calcula as estatisticas I’ novamente para as variaveis que restaram fora do modelo, e o
procedimento de escolha é repetido. Assim, as variaveis sdo adicionadas uma a uma até
que nenhuma variavel produza uma estatistica F' significante ao entrar no modelo. Uma

vez que uma variavel estd no modelo, ela permanecera no mesmo.
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Ja a técnica de Backward Elimination inicia-se com um modelo que inclui todas as
variaveis independentes candidatas. Em cada passo, a variavel que tiver a menor contri-
bui¢ao no modelo (menor estatistica F' parcial) é excluida. As varidveis sao excluidas uma
a uma do modelo até que todas as varidveis restantes no modelo produzam estatisticas F
significantes. Uma vez que uma variavel é retirada do modelo, ela nunca mais entra.

Como aponta Miller (2002), Backward Elimination geralmente nao é factivel quando
o numero de varidveis é maior que o nimero de observagoes. Além disso, ela usualmente
implica em um maior custo computacional que o Forward Selection. Se, por exemplo,
tivermos 100 variaveis disponiveis e esperarmos selecionar um subconjunto de menos que
10 delas, o procedimento de Forward Selection pode percorrer menos que 10 etapas. Ja o
Backward Elimination deveria realizar muito mais passos para eliminar todas as variaveis
irrelevantes uma por uma.

Berk (1978) afirma que ambos os procedimentos de Forward Selection e de Backward
Elimination podem nao selecionar o melhor subconjunto de variaveis. O artigo mostra
que mesmo quando ambos os procedimentos encontram os mesmos conjuntos de variaveis,
nao ha garantia de que nao existam outros subconjuntos de variaveis que fornecem um
melhor ajuste.

Outro problema desses procedimentos ocorre quando a variavel resposta Y depende da
diferenca de dois preditores (X; — X3). Em Economia, por exemplo, h& muitas situagoes
nas quais alguma taxa de mudanca no tempo pode ser um bom preditor para Y. Nesses
casos, o Forward Selection pode nao adicionar (X; — X3) ao modelo, enquanto o Backward
Elimination pode excluir (X; — X3). Isso porque ambos os procedimentos avaliam se
adicionam/excluem as varidveis uma por uma, sem testar se vale a pena utilizar X; e Xs

conjuntamente.

2.1.3 Stepwise Selection

O método de Stepwise Selection é uma versao modificada do método de Forward
Selection: a diferenga é que as variaveis ja incluidas no modelo nao necessariamente
permanecem nele. Depois que uma variavel é adicionada, o método de Forward-Stepwise

investiga todas as variaveis presentes no modelo e exclui qualquer variavel que nao produza
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mais uma estatistica I’ significante. Assim, o procedimento tem um custo computacional

maior e continua com a maioria dos problemas de selecao do Forward Selection.

2.1.4  Forward-Stagewise Regression

O procedimento de Forward-Stagewise inicia-se com um intercepto igual a média amos-
tral da variavel dependente e preditores centrados com coeficientes inicialmente iguais a
zero. A cada passo, o algoritmo identifica qual varidvel é mais correlacionada com os
residuos, e entao realiza uma regressao linear dos residuos sobre essa variavel escolhida.
O coeficiente de inclinacdo obtido é usado como o coeficiente daquela varidvel no mo-
delo. Esse procedimento continua até que nenhuma das varidveis tenha correlagdo com
os residuos. Como pode exigir muitos passos, ele tem um custo computacional grande e

pode ser inviavel para problemas de alta dimensionalidade.
2.2 Shrinkage methods

Os métodos de selecao de subconjuntos produzem um modelo que possivelmente realiza
previsoes melhores que o modelo completo. Entretanto, tais métodos frequentemente
sofrem com grande variabilidade devido ao procedimento discreto (varidveis vao sendo
retidas ou excluidas no modelo). Ja os métodos de Shrinkage ndo apresentam tanta

variabilidade, como apontam Hastie, Tibshirani e Friedman (2001).

2.2.1 Regressao Ridge

A regressao Ridge encolhe o conjunto de coeficientes ao impor uma penalizagdo na
soma dos quadrados dos mesmos:
A ridge X k 2 o k ,
B = argmin Z (yi — By — Zﬁjxﬁ) sujeito a Zﬂj <t, (2.4)
B0,B15--,Bk j=1 j=1 j=1
onde o parametro ¢ > 0 controla a penalizacao.
Uma expressao equivalente é dada por

A ridge " k 2 i
B = argmin { Z (yz - ﬁo - Z ﬁj%ji) + A Z 532} ) (25)
j=1 i=1

B0sB15+Bk | i=1
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onde o pardmetro A > 0 é uma fungao do pardmetro t em (2.4) e controla o quao severa é a
A rid,

penalizacao. Quanto maior for A\, maior sera a penalizacao. Quando A = 0, o vetor ,Bm *

serd igual ao vetor de coeficientes obtidos por minimos quadrados ordinarios (MQO).

Como mostram Hastie, Tibshirani e Friedman (2001), utilizando a matriz X de pre-

ditores centrados, tem-se que

A ridge

B = arg;nin{ (y - XB)T<y — Xﬁ) + )\BTﬁ} , (2.6)

de onde obtém-se a solugao que

A ridge

B = (XTX + A1) Xy, (2.7)

onde I é a matriz identidade £k X k.

A adicdo de uma constante positiva a diagonal de XZX em (2.7) resolve o problema
da multicolineariedade perfeita. Essa foi a principal motivacao do uso da regressao ridge
quando foi introduzida por Hoerl e Kennard (1970).

Contudo, a regressao Ridge obtém estimativas nao-nulas para todos os coeficientes,

nao sendo, pois, um método de selecao de variaveis.

2.2.2  Garrote

Em um contexto de alta dimensionalidade, a escolha das variaveis é importante para a
interpretabilidade do modelo. Breiman (1995) propoe o Garrote, método que penaliza os
coeficientes da regressao de modo que alguns deles sao forcados para zero. Os coeficientes
sao obtidos através da seguinte minimizacao:

n t - LI 2 . i
,890”0 ‘= argmin E (yZ — E c]ﬂjxji) sujeito a ;>0 e E ¢; <s, (2.8)
B0:B15-Bk =1 =1 i=1

onde {f3;} correspondem as estimativas de MQO.

A desvantagem do Garrote é que sua solu¢ao depende do sinal e da magnitude das
estimativas de MQO. Isso porque, em regressdes onde ha alta correlagdo entre os predi-
tores, as estimativas de MQO sao prejudicadas e, consequentemente, o garrote também

pode ser afetado.
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3 Métodos de penalizagao de norma [,

Assim como na regressao Ridge (equagao (2.4)) ocorre uma penalizagdo da soma dos
quadrados dos coeficientes, existem métodos alternativos que impoem penaliza¢do na soma
dos valores absolutos dos coeficientes. Alguns de tais métodos serao descritos nas secoes

deste capitulo.
3.1 LASSO

O LASSO (least absolute shrinkage and selection operator), proposto por Tibshirani
(1996), é outro método de encolhimento do conjunto de coeficientes. Da mesma forma
que o Garrote, o LASSO tem o objetivo de estimar um modelo que produza previsoes com
pequena variancia e que determine o conjunto de preditores que mais explicam a variavel
resposta.

Tibshirani (1996) argumenta que as duas técnicas usualmente empregadas para me-
lhorar as estimativas de MQQO, Subset Selection e regressao Ridge, tém desvantagens. Os
procedimentos de Subset Selection produzem modelos de facil interpretagdo, mas cujo
processos de escolha das variaveis apresenta grande variabilidade por serem processos dis-
cretos. A regressao Ridge, por sua vez, possui menos variabilidade, encolhe os coeficientes
da regressao mas permanece com todos os preditores no modelo.

Como na regressao usual, representada pelas equagdes (2.1) e (2.2), consideramos
que os y;s sao condicionalmente independentes dado os xp;s. Assumimos que 0s x;S sao
padronizados tal que 3, 25 = 0 e >, 2%, /n = 1.

As estimativas LASSO sao obtidas através da minimizacao dos quadrados dos residuos

sujeita uma penalizagao de norma L, dos coeficientes:

~ LASSO & k 2 o k

B = argmin » (yl- — By — Zﬁjxﬂ) sujeito a MBI <t (3.1)
B0,B1,--3Bk =1 j=1 j=1

onde o parametro de ajuste ¢ > 0 controla a penalizagao. Para todo ¢, a solugao para [

é Bo = 7. Entao é possivel assumir, sem perda de generalidade, que § = 0 e entdao omitir

Bo-
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O pardmetro de ajuste ¢ > 0 em (3.1) controla o quanto de penalizagdo é aplicado
ao conjunto de coeficientes. Sendo {3?}13]519 o conjunto de coeficientes de MQO e ¢y =
> BJQ\, os valores t < tg vao causar um encolhimento dos coeficientes em direcao a 0, e
alguns coeficientes podem ser exatamente iguais a 0. Ja valores t > t; vao resultar em
estimativas LASSO iguais as estimativas de MQO.

Usando o Lagrangiano, (3.1) tem expressao equivalente dada por

. LASSO , n k 2 k
/8 = argmm Z (yz — 50 — Z Bjxji) —I— /\ Z |5]| s (32)

BosB1yBr | =1 j=1 j=1
onde o parametro A > 0 é uma funcdo do parametro t. Quanto maior for A\, maior
serd a penalizagao aos coeficientes; quando A = 0, as estimativas LASSO serao iguais as

estimativas de MQO. A Figura 1 ilustra um exemplo de como A\ impacta as estimativas

dos coeficientes LASSO.

Figura 1 — Valores dos coeficientes 8 4550 em funcio de log()\)
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Coeficientes
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log{lambda)

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).

O valor do parametro A é escolhido via K -fold cross-validation. Nessa técnica, a amos-
tra original ¢ particionada aleatoriamente em K subamostras de tamanhos iguais. Uma
das K subamostras ¢ removida e o modelo é estimado com as K — 1 subamostras restan-
tes. Com o modelo estimado, realizam-se previsoes fora da amostra que sao comparadas
aos dados originais da subamostra anteriormente removida, obtendo-se erros de previsao.
O erro quadratico médio de previsao (EQMP) é a medida empregada para avaliar a qua-

lidade do ajuste naquela subamostra. Realiza-se o mesmo procedimento para cada uma
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das K subamostras, obtendo-se K resultados de EQMP. A média desses K resultados
formam uma medida de EQMP tnica que mensura a qualidade de ajuste do modelo. O
A O0timo sera aquele que minimiza essa medida de erro.

Como retratado na Figura 2, poderia ser utilizado o A que produz um ajuste com o
menor EQMP (correspondente a 1* linha vertical) ou o maior valor de A tal que o erro esté
afastado a no maximo um desvio-padrao do ponto de EQMP minimo (correspondente a

2* linha vertical). Neste trabalho, A serd aquele que produz um ajuste com menor EQMP.

Figura 2 — Erro quadratico médio do ajuste em funcao de log(\)

26 28 30 3z

Erro Quadratico Medio

logilambda)

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).

Tibshirani (2013) mostra as condigoes suficientes para a unicidade da solu¢do do
LASSO empregando as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker.

O LASSO tem menor variabilidade que os métodos de Subset Selection. Além disso,
encolhe alguns coeficientes e forcam outros para zero, mantendo as boas caracteristicas
dos procedimentos de Subset Selection e da regressao Ridge. Ainda, o LASSO realiza a

escolha das variaveis e a estimagao dos coeficientes simultaneamente.

Consisténcia do LASSO na selecao de variaveis

A fim de usar o LASSO como critério de selecdo, é importante saber se a solugao
esparsa obtida pelo método representa bem o modelo verdadeiro. Uma das propriedades
desejaveis ¢ que o método seja consistente na selecao das variaveis do modelo; ou seja,

que identifique o modelo verdadeiro quando n — oo.
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Para estudar a consisténcia do LASSO na selegdo de modelos, Zhao e Yu (2006)
consideram dois problemas: i) se existe uma quantidade deterministica de regularizagao
que fornece a consisténcia na sele¢do; e ii) se para cada amostra existe uma quantidade
correta de regularizacdo que seleciona o modelo verdadeiro. Seus resultados mostram

. - . “ - [ ,
que existe uma condi¢ao que denominam por “Condicao Irrepresentavel” que é quase
necessaria e suficiente para ambos os tipos de consisténcia. Seus resultados sao para
modelos lineares com k fixo e com k crescendo com n.

Seja o modelo de regressao linear

Yn = Xnﬂn +€n (33)
onde &, = (&q,... ,an)T é um vetor de variaveis aleatérias i.i.d. com média 0 e varidncia
02. Y, é uma varidvel resposta n x 1 e X, = (X7,..., X")T é a matriz de preditores
n X k, onde X" = (z;1,...,%n), para i = 1,... k. ™ é o vetor de coeficientes k x 1.

Diferentemente do tradicional cenario em que k é fixo, os dados e os parametros do modelo

sao indexados por n para permitir que variem quando n cresce.

As estimativas LASSO ™ = (37, ..., 8")T sao definidas por

AN = argéninHYn = XufB" [l + MBI (3.4)
onde || - || denota a norma L, de um vetor, ou seja, a soma dos quadrados dos valores
dos componentes do vetor; e || - ||; denota a norma L; de um vetor, ou seja, a soma dos

valores absolutos dos componentes do vetor.

Diz-se que ha consisténcia na selecao do modelo correto quando
P({i:ﬁf#(}}:{i:ﬁf#o})—u . as n — oo. (3.5)

Conforme Zhao e Yu (2006), a consisténcia na sele¢ao do modelo é equivalente a
consisténcia do sinal. As defini¢bes a seguir sdo baseadas no artigo de Zhao e Yu (2006).
Definicao 1: Uma estimativa B” é igual em sinal a 5™ do modelo verdadeiro (que se

escreve por B” = ,0"™) se e somente se

sign(B") = sign(8") , (3.6)
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onde sign(-) assume valor 1 para valores positivos, —1 para valores negativos e zero para
Zero.

Definem-se dois tipos de consisténcias em sinal para o LASSO dependendo de como a
quantidade de regularizagao é determinada.
Definicao 2: O LASSO é fortemente consistente em sinal se existe A\, = f(n), isto é,

uma funcao de n e independente de Y,, ou X,, tal que

lim P(B”()\n) - 85”> —1. (3.7)

n—-+o00

Definicao 3: O LASSO é geralmente consistente em sinal se

lim P(H)\ >0, f"(\) = Sﬂ”) =1. (3.8)

n—-+00

Consisténcia forte em sinal significa que se pode usar um A pré-determinado para obter
um modelo de sele¢ao consistente. Consisténcia geral significa que para uma realizacao
aleatoria existe uma quantidade correta de regularizacdo que seleciona o verdadeiro mo-
delo. Zhao e Yu (2006) mostram que os dois tipos de consisténcia sao quase equivalentes a
uma determinada condicao. Primeiramente deve-se definir algumas notagoes para definir

essa condigao.

Sem perda de generalidade, assume-se que 3" = (87,...,07, B0, , BT, onde
Bp # Oparaj =1,...,gef} = 0paraj=q+1,... k Seafy = (67,....060)"
e By = (B1s---» B1)". Entdo escreve-se Xyu(1) e Xp(2) como sendo as primeiras ¢ e as

ultimas k — ¢ colunas de X,,, respectivamente, e seja C" = %XnTXn.
Ao fazer Cfy = %Xn(l)TXnO% oo = %Xn(Q)TXn(Q% 12 = %Xn(l)TXn(Q) e Uy =

1X,n(2)"Xn(1), C™ pode ser expresso em uma matriz de blocos:

= (Cﬁ ?2> : (3.9)

n n
21 L2
Assumindo que C7, é invertivel, definem-se as seguintes Condigoes Irrepresentaveis.

Condicao Irrepresentavel Forte. Existe um vetor positivo e constante n tal que

Cy(Cr)sign(Bi)| < 1=, (3.10)

onde 1 é um vetor (k —¢q) x 1.
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Condicao Irrepresentavel Fraca.

C(Cry) T sign(By)| < 1. (3.11)

Zou (2006), de forma semelhante, conclui pela existéncia de uma condi¢ao necesséaria

para a consisténcia do LASSO na sele¢ao de variaveis.
3.2 adaLASSO

Ao observar que pode haver situagoes nas quais o LASSO néao é consistente na sele¢ao
de varidveis, Zou (2006) propoe o LASSO adaptativo (adaLASSO), onde emprega dife-

rentes pesos para diferentes coeficientes:

n

k k
BadaLASSO — argmin { S (yz S 5j$jz‘>2 ) ij|5j|} ’ (3.12)
i=1 j=1

B0sB15+Bk | i=1

| pridge|—r
onde w; = |3;"|77, 7> 0.
Os pesos individuais w; servem para ajudar na selecao das varidveis relevantes. Uma

Bfidge

;" grande, o que faz diminuir o peso

varidvel relevante z; tende a possuir um coeficiente
w; atribuido ao coeficiente daquela variavel; caso contrério, se a varidvel x; for irrelevante,

. Arid,
o coeficiente [3;'*°

j tende a ser pequeno e implicard em um peso w; grande. Desse modo,

penalizam-se mais os coeficientes das variaveis que aparentam ser pouco importantes.

Os pesos w; também podem ser obtidos a partir de estimativas OLS; entretanto, essa
maneira se restringiria ao caso onde n > k + 1.

Seguindo sua notagao, A = {j : §; # 0} representa o conjunto verdadeiro de coefici-
entes nao-nulos. Por sua vez, A* = {j : B;(") # 0} representa o conjunto de coeficientes
nao-nulos estimados por (3.12), onde A, varia com o tamanho da amostra n. Zou (2006)
mostra que, com a utilizagao de pesos w; apropriados, o adaLASSO possui as propriedades
oracle.

Teorema 1 (Zou (2006)): Suponha que \,/v/n — 0 e que \,n""1/2 — co. Entdo, o
adalLASSO satisfaz:

L. A consisténcia na seleao de variaveis: lim PA;=A)=1.
n—0o0
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: s 5%(n) _
2. A normalidade assintotica: \/H(BA = BZ) —d N(O, o? x Cnl).
Dessa forma, além de selecionar corretamente as variaveis relevantes quando o tama-
nho da amostra aumenta, o adalLASSO possui estimativas dos coeficientes nao-nulos que
assintoticamente seguem a mesma distribuicao que os estimadores de OLS quando este

for estimado apenas com as variaveis relevantes.
3.3 WLadaLASSO

Empregando o adalLASSO em séries temporais, cada uma das defasagens das variaveis,
inseridas como preditores candidatos, tem seu coeficiente penalizado apenas de acordo com
o tamanho de sua estimativa Ridge (ou MQO). E de se indagar se a penalizacao menor
para lags menos distantes contribui para a previsao das séries, uma vez que comumente
uma informacao mais recente é mais importante do que uma antiga.

Park e Sakaori (2012) propdem algumas alternativas de penalizagao para diferentes
lags. Semelhantemente a uma delas, o presente trabalho propoe o adalLASSO com lags

ponderados, denominado aqui por WLadaLASSO ( Weighted Lag adaptive LASSO):

W LadaLASSO - n k 2 k
= argmin { g (yl — By — E 5jxﬂ> + A E wﬂﬁﬂ} , (3.13)
j=1

B0sB15+8k | i=1 j=1

onde w; = <|B§idge| a(l—a)l> , 7>0, 0<a<1, el representa a ordem de defasagem.
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4 Simulagao

Este e o proximo capitulo mostram a performance do WLadaLLASSO comparado a
outros métodos de penalizacao, através de algumas simulagoes e de uma aplicacao a
dados reais.

Todas as implementacoes foram realizadas no software livre R, onde o processo de
estimagao das equagoes (3.2), (3.12) e (3.13) contou com o auxilio da fungdo glmnet para
otimizar os parametros 3; e A, onde se utilizou a técnica de 10-fold cross-validation. O
parametro 7 foi fixado em 1.

No WLadaLLASSO, para cada « pertencente ao intervalo [0,1;0,2;...;0,9], a técnica de
10-fold cross-validation foi efetuada para encontrar o A 6timo observando a menor medida
de erro. O valor escolhido para « foi aquele que gerou a menor medida de erro dentre os

nove procedimentos de 10-fold cross-validation realizados.
4.1 Estudo 1

Através de simulagoes de Monte Carlo com 1.000 replicacoes, foram simuladas 10 séries
temporais independentes que seguem um processo AR(1) da forma z;; = 0.3x;4-1 + sy,
onde u;; ~ N(0,1), i =1,...,10.

Considerou-se o seguinte processo gerador de dados:

Y = 0.8yt_1 + 0.61'1’15_1 + 0.3.73'17,5_2 — 0.53727,5_1 — 0.21’2715_2 + 0.4.73'37,5_1 + 0.3373775_2—1—

+0.424, 1 — 03251 + 02061 +&¢ t=12,...,T,
(4.1)
onde &; ~ N(0,0%).
Os métodos Ridge, LASSO, adalLASSO e WLadalLASSO foram empregados, utilizando-
se 10 defasagens de y e 10 defasagens de z;,7 = 1,...,10, totalizando 110 preditores
candidatos.
Para comparar as estimativas dos coeficientes, foram utilizadas as medidas Erro Quadratico

Médio (EQM) e Viés Absoluto Médio (VAM) dos estimadores através de simulacoes de
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Monte Carlo com 1.000 replicagoes:

1 00 ko, 2

EOM = T500 ;; (ﬁj _5’) ’ 2
1 1000 & R

VAM:m;;\ﬁj—ﬁj\. (4.3)

As ultimas 10 observagoes das séries simuladas foram retiradas para avaliar as previsoes
fora da amostra de um passo a frente . A previsao de y; foi realizada com base em todo
o conjunto de informagao existente até a data t — 1. Foram analisados dois cendrios para

o processo gerador de dados: com ¢ = 0,1 e com o = 1.

Cenério onde o = 0,1

A Tabela 1, inspirada em uma tabela do trabalho de Medeiros e Mendes (2012),
mostra varias estatisticas acerca da selecao das variaveis do modelo simulado, divididas em
painéis, para diferentes tamanhos de amostra. O painel (a) mostra a fragdo de replicagoes
nas quais o modelo foi corretamente selecionado: todas as variaveis relevantes foram
incluidas e todas as variaveis irrelevantes foram excluidas do modelo final; (b) mostra a
fracao de replicagbes onde todas as variaveis relevantes foram incluidas; (c) apresenta a
fracao de regressores relevantes incluidos; (d) apresenta a fragao de regressores irrelevantes
excluidos; e (e) mostra o nimero médio de regressores incluidos.

A Tabela 1 mostra que, para grandes amostras, os trés métodos identificaram bem o
modelo verdadeiro, que possui 10 variaveis relevantes e 100 irrelevantes.

J& para amostras pequenas, a Tabela 1 revela superioridade do WLadaLLASSO na
expulsao de variaveis irrelevantes do modelo. Para T = 50, em média o LASSO e o ada-
LASSO incluiram 3,7 e 5,1 covariaveis irrelevantes, respectivamente, enquanto o WLada-
LASSO incluiu 0,8.

Os trés métodos tiveram performance similar na identificacao das variaveis relevantes.
Observa-se, na Tabela 2, a fracdo de replicagdes nas quais as covariaveis relevantes fo-
ram identificadas como relevantes pelo WLadalLASSO. Percebe-se que as covariaveis com

coeficientes maiores sdo mais facilmente detectadas.



Tabela 1 — Estatisticas descritivas da sele¢cdo do modelo (o = 0,1)

T 20 100 200 500 1000 2000

(a) Fracao de varidveis corretamente identificadas
LASSO 0,009 0,958 0,977 0,992 0,995 1
adaLLASSO 0,891 094 0,982 0,993 0,997 0,999
WLadaLASSO 0,937 0,956 0,980 0,993 0,997 0,999

(b) Verdadeiro modelo incluido
LASSO 0,038 0,341 0,558 0,809 0,920 0,987
adaLLASSO 0 0,162 0,393 0,041 0,711 0,888
WLadaLASSO 0,045 0,173 0,416 0,603 0,761 0,927

(c) Fracao de varidveis relevantes incluidas

LASSO 0,368 0,638 0,821 0,956 0,988 0,999
adaLLASSO 0,320 0,606 0,812 0,924 0,964 0,988
WLadaLASSO 0,384 0,550 0,782 0,921 0,967 0,992

(d) Fracao de variaveis irrelevantes excluidas

LASSO 0,963 0,990 0,992 0,996 0,996 1
adaLASSO 0,949 00973 0,999 1 1 1
WLadaLASSO 0,992 0,997 1 1 1 1

(e) Ntamero de varidveis incluidas
LASSO 7,338 7,359 9,008 9,966 10,330 10,007
adaLASSO 8,335 8,731 8,251 9,264 9,649 9,886
WLadaLASSO 4,615 5,831 7,843 9,209 9,667 9,917

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).
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Tabela 2 — Fracgao de replica¢oes onde os coeficientes nao-nulos foram identificados como
nao-nulos pelo WLadaLASSO (o = 0,1)

Valor verdadeiro | T'=50 T =100 T =200 T =500 T =1000 T = 2000
Bo1 0,8 0,999 1 1 1 1 1
B 0,6 0,515 0,758 0,955 0,998 1 1
B2 0,3 0,247 0,437 0,813 0,978 1 1
Ba1 -0,5 0,425 0,675 0,923 0,993 1 1
D22 -0,2 0,160 0,341 0,588 0,822 0,920 0,973
B31 0,4 0,392 0,625 0,859 0,983 1 1
B2 0,3 0,218 0,407 0,762 0,958 0,997 0,998
Ba 0,4 0,364 0,541 0,803 0,961 0,998 1
Bs1 -0,3 0,286 0,430 0,657 0,866 0,957 0,998
Be1 0,2 0,235 0,281 0,457 0,647 0,794 0,948

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).

A Tabela 3 apresenta as medidas de erro do conjunto dos parametros estimados,
calculadas por (4.2) e por (4.3). Observa-se que as regressdes com penalizagdo de norma,
L, forneceram melhores estimativas que a regressao Ridge. Apesar de elas terem sido
semelhantes entre si para amostras maiores, o WLadalLASSO se destacou para a amostra
de tamanho T" = 50.

A Figura 3 da pag. 34 mostra o histograma suavizado (via Kernel gaussiano) dos 1000
valores estimados para 31, o coeficiente de 1 ;_;. Os graficos mostram que as estimativas

WLadaLASSO foram melhores para todos os tamanhos de amostra.
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Tabela 3 — Estatisticas descritivas da estimagao dos pardmetros (o = 0,1)

T 20 100 200 500 1000 2000

Erro Quadratico Médio
Ridge 0,0159 0,0147 0,0096 0,0089 0,0089 0,0090
LASSO 0,0101 0,0058 0,0033 0,0014 0,0007 0,0003
adaLASSO 0,0142 0,0062 0,0031 0,0013 0,0007 0,0003
WLadaLLASSO 0,0092 0,0060 0,0031 0,0013 0,0007 0,0003

Viés Absoluto Médio
Ridge 0,0546 0,0527 0,0554 0,0483 0,0461 0,0448
LASSO 0,0291 0,0187 0,0132 0,0085 0,0060 0,0040
adalLASSO 0,0370 10,0198 0,0122 0,0075 0,0052 0,0034
WLadaLASSO 0,0256 0,0188 0,0125 0,0078 0,0055 0,0035

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).

A Tabela 4 mostra o Erro Quadratico Médio e o Erro Absoluto Médio da diferenca
entre as estimativas WLadaLASSO e de MQO quando este for estimado com a utilizacao
das variaveis selecionadas pelo WLadalLASSO. A simulagao mostra que as estimativas se

aproximam assintoticamente, o que é uma das propriedades oracle.

Tabela 4 — Comparacao das estimativas WLadaLASSO e MQO (o = 0,1)

T 50 100 200 500 1000 2000

EQM da diferenca 0,002477 0,001724 0,001455 0,000877 0,000544 0,000280
EAM da diferenca 0,006719 0,006412 0,007125 0,006072 0,004792 0,003361

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).

Os resultados das previsdes de um passo a frente estdao na Tabela 5. O WLadaLASSO
mostrou a melhor performance de previsao, sobretudo para 7' = 50. A Figura 4 da pagina

35 mostra o histograma suavizado (via Kernel gaussiano) dos erros de previsao obtidos.



Tabela 5 — Estatisticas descritivas das previsoes (o = 0,1)

T 20 100 200 500 1000 2000

Média do Erros Quadraticos Médios
Ridge 6,9089 6,0815 1,0440 0,2958 0,1419 0,0646
LASSO 2,7802 1,2791 0,5724 0,2147 0,1179 0,0526
adalLASSO 3,8760 1,3539 0,5807 0,2171 0,1169 0,0532
WLadaLLASSO 22,5803 1,2875 0,5644 0,2077 0,1114 0,0500

Mediana do Erros Quadraticos Médios
Ridge 52577 14,3612 0,4520 0,1103 0,0586 0,0358
LASSO 1,7406 0,5578 0,2081 0,0847 0,0489 0,0257
adaLLASSO 2,5941 0,6365 0,2173 0,0878 0,0496 0,0260
WLadaLASSO 1,4721 0,5746 0,2162 0,0838 0,0488 0,0243

Média dos Erros Absolutos Médios
Ridge 2,1084 1,9676 0,7185 0,3680 0,2620 0,1876
LASSO 1,2520 0,7576 0,4897 0,3083 0,2311 0,1619
adalLASSO 1,5171 0,8054 0,4950 0,3109 0,2309 0,1623
WLadaLLASSO 11,1702 0,7723 0,4856 0,3032 0,2258 0,1578

Mediana dos Erros Absolutos Médios
Ridge 1,9643 1,7969 0,5668 0,2823 0,2013 0,1583
LASSO 1,1024 0,6287 0,3754 0,2402 0,1812 10,1323
adalLASSO 1,3362 0,6602 0,3824 0,2420 0,1820 0,1304
WLadaLASSO 1,0106 0,6242 0,3796 0,2364 0,1804 0,1272

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).
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Cendrio onde 0 = 1

O cenario com ¢ = 1 apresenta, na Tabela 6, que o LASSO mostrou muito maior
dificuldade na expulsao das variaveis irrelevantes mesmo no caso de amostras grandes.

Os demais resultados desse cenario foram bastante similares ao caso onde o = 0,1.

Tabela 6 — Estatisticas descritivas da selegdo do modelo (o = 1)

T 20 100 200 200 1000 2000

(a) Fragao de variaveis corretamente identificadas
LASSO 0,900 0,904 0,897 0,881 0,859 0,845
adaLASSO 0,88 0911 0,929 0,935 0936 0,977
WLadaLASSO 0,934 0,952 0,956 0,967 0,974 0,992

(b) Verdadeiro modelo incluido
LASSO 0,005 0365 0,658 0906 0,976 0,998
adaLASSO 0 0,154 0,564 0,793 0,928 0,986
WLadaLASSO 0,024 0,209 0,564 0,808 0,938 0,990

(c) Fracao de variaveis relevantes incluidas

LASSO 0,335 0,660 0,854 0,975 0,997 1
adaLASSO 0,306 0,621 0,849 0,962 0,990 0,998
WLadaLASSO 0,382 0591 0822 0956 0,990 0,999

(d) Fracao de variaveis irrelevantes excluidas
LASSO 0,956 0928 0901 0872 0,845 0,829
adaLASSO 0,944 0940 0937 0932 0,931 0,975
WLadaLASSO 0,989 0988 0969 00968 0972 0,991

(e) Ntmero de variaveis incluidas
LASSO 7,728 13,758 18,403 22,528 25,428 27,054
adaLASSO 8,678 12,200 14,810 16,385 16,797 12,502
WLadaLLASSO 4,959 7,090 11,310 12,801 12,722 10,855

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).
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Tabela 7 — Fracao de replica¢oes onde os coeficientes nao-nulos foram identificados como
nao-nulos pelo WLadaLASSO (o0 = 1)

Valor verdadeiro | T'=50 T =100 T =200 T =500 T =1000 T = 2000
Bo1 0,8 0,998 1 1 1 1 1
B 0,6 0,520 0,774 0,961 0,999 1 1
B2 0,3 0,249 0,485 0,837 0,984 1 1
Ba1 -0,5 0,438 0,706 0,926 0,993 1 1
(o -0,2 0,149 0,406 0,661 0,897 0,978 0,996
B31 0,4 0,385 0,664 0,871 0,987 1 1
B2 0,3 0,197 0,475 0,786 0,969 0,999 1
Ba1 0,4 0,373 0,574 0,833 0,975 0,999 1
Bs1 -0,3 0,278 0,486 0,737 0,928 0,986 1
Be1 0,2 0,235 0,343 0,609 0,83 0,943 0,991

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).

Tabela 8 — Estatisticas descritivas da estimacao dos parametros (o = 1)

T 20 100 200 500 1000 2000

Erro Quadratico Médio
Ridge 0,0159 0,0147 0,0095 0,0070 0,0062 0,0058
LASSO 0,0109 0,0057 0,0027 0,0008 0,0002 0,0001
adalLASSO 0,0156 0,0062 0,0026 0,0007 0,0002 ~0
WLadaLASSO 0,0095 0,0056 0,0025 0,0007 0,0002 ~0

Viés Absoluto Médio
Ridge 0,0556 0,0535 0,0604 0,0466 0,0403 0,0367
LASSO 0,0315 0,0205 0,0130 0,0066 0,0038 0,0022
adalLASSO 0,0397 10,0217 0,0120 0,0057 0,0030 0,0013
WLadaLASSO 0,0267 0,0182 0,0112 0,0052 0,0026 0,0012

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).



Tabela 9 — Comparagao das estimativas WLadaLASSO e MQO (¢ = 1)

T 20 100 200 200 1000 2000

EQM da diferenca 0,00255 0,00161 0,00106 0,00042 0,00014 0,00003
EAM da diferenga 0,00709 0,00648 0,00566 0,00327 0,00165 0,00069

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).

Tabela 10 — Estatisticas descritivas das previsdes (o = 1)

T 20 100 200 500 1000 2000

Média do Erros Quadraticos Médios
Ridge 7,4249 16,5281 11,3333 0,5267 0,3889 0,3433
LASSO 3,2239 1,4365 0,7267 0,363 0,2867 0,2569
adaLASSO 4,5595 1,5438 0,7277 0,3601 0,2832 0,2550
WLadaLASSO 2,8517 1,4106 0,7110 0,355 0,2815 0,2550

Mediana do Erros Quadraticos Médios
Ridge 5,856 4,5400 0,8110 0,4082 0,3422 0,3038
LASSO 2,1879 0,7286 0,4060 0,2803 0,2566 0,2367
adaLASSO 3,2509 0,8761 0,3839 0,2724 0,2527 0,2363
WLadaLASSO 1,7422 0,7212 0,3703 0,2671 0,2504 0,2349

Média dos Erros Absolutos Médios
Ridge 2,1884 12,0310 0,8656 0,5639 0,4958 0,4688
LASSO 1,3826 0,8702 0,6164 0,4643 0,4251 0,4039
adalLASSO 1,6603 09119 0,6151 0,4622 0,4226 0,4025
WLadaLLASSO 1,2668 0,8532 0,6045 0,4590 0,4215 0,4025

Mediana dos Erros Absolutos Médios
Ridge 2,0198 11,8460 0,7500 0,5275 04771 0,4533
LASSO 1,2320 0,7038 0,5131 0,4349 0,4122 10,3961
adaLASSO 1,5146 0,7655 0,5089 0,4284 0,4099 0,3948
WLadaLASSO 1,0922 0,6898 0,4984 0,4271 0,4081 0,3951

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).
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Figura 4 — Distribuigdo dos erros de previsdo. Modelo com o = 0,1 (a esquerda) e com

o =1 (a direita)
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4.2 Estudo 2

Novamente, via simulac¢ées de Monte Carlo com 1.000 replicacoes, foram simuladas 10
séries temporais independentes que seguem um processo AR(1) da forma x;; = ¢,z 11 +
uit, onde u;; ~ N(0,1),i=1,...,10.

A fim de comparar as previsoes dos métodos para diferentes modelos, consideraram-se

os seguintes processos geradores de dados:
w; = 03w,y — 02211 +0,1w9, 1 + 0,13, 1 +&; , onde g~ N(0,0%), (4.4)

5 10
Y = 0,6y;_1 + Z 0,221 + Z(—O,Q)xk,t,l +¢& , onde g ~ N(0,0%) (4.5)
k=1 k=6

2= 08z-1+0,61;-1+0,371;-2—0,522;1 — 0,200, + 0,4w3;_1 + 0,313 o+

+O,4$4’t_1 — 07331757t_1 + 0721‘6,15—1 + & s onde Et ~ N(O,O'Q) .
(4.6)

Assim, testaram-se os casos de: poucas variaveis relevantes, onde apenas a primeira
defasagem era relevante (w;); todas as varidveis relevantes, onde apenas a primeira de-
fasagem era relevante (y;); e algumas varidveis relevantes, onde ordens de defasagens
diferentes eram relevantes (z;).

Os métodos Ridge, LASSO, adaLASSO e WLadalLASSO foram utilizados, empregando-
se 10 defasagens da varidvel dependente e 10 defasagens de z;,j7 = 1,..., 10, totalizando
110 preditores candidatos.

Cada um dos modelos foi gerado sob dois cenarios: com ¢, = 0,1 e ¢, = 0,5. Isso para
observar se a dependéncia entre os preditores candidatos tem influéncia na performance
preditiva dos métodos. Todos os cenarios foram gerados utilizando o = 0,1.

Analisando as Tabelas 11 e 12, novamente observa-se que o método Ridge teve a
pior performance de previsao. Os demais métodos realizaram previsdes com performance
semelhante para T" = 200 e T' = 1000, mas novamente o WLadaLASSO se destacou para

a amostra menor.



Tabela 11 — Média dos Erros Quadraticos Médios de Previsao

Modelo | Dependéncia Método T =50 T =200 T =1000
Ridge 0,0713 0,0203 0,0115
6, = 0.1 LASSO 0,0269 0,0111 0,0101
o adaLLASSO 0,0279 0,0113 0,0100
w WLadaLASSO 0,0177 0,0111 0,0099
Ridge 0,1019 0,0210 0,0116
b, = 0.5 LASSO 0,0384 0,0114 0,0102
S adal,LASSO 0,0371 0,0116 0,0101
WLadaLLASSO 0,0258 0,0115 0,0101
Ridge 0,5850 0,0548 0,0148
6, = 0.1 LASSO 0,4203 0,0227 0,0108
o adaLLASSO 0,4175 0,0224 0,0106
Y WLadaLASSO 0,1896 0,0223 0,0106
Ridge 1,1755 0,1222 0,0219
b, = 0.5 LASSO 0,6422 0,0583 0,0157
v adal,LASSO 0,6681 0,0603 0,0156
WLadaLLASSO 0,4091 0,0602 0,0156
Ridge 4,6399 0,6472 0,0852
6, = 0.1 LASSO 1,8904 0,3615 0,0675
o adal,LASSO 2,2462 0,3665 0,0678
. WLadaLASSO 1,6370 0,3553 0,0643
Ridge 12,3918 1,8482 0,2417
b, = 0.5 LASSO 59,3397 1,0195 0,2088
v adal,LASSO 9,9637 1,0575 0,2081
WLadaLASSO 95,6459 1,0160 0,1989

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).
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Tabela 12 — Mediana dos Erros Quadraticos Médios de Previsao

Modelo | Dependéncia Método T =50 T =200 T =1000
Ridge 0,0654 0,0185 0,0106
6, = 0.1 LASSO 0,0224 0,0105 0,0094
co adaLLASSO 0,0229 0,0103 0,0093
w WLadaLASSO 0,0149 0,0103 0,0093
Ridge 0,0882 0,0190 0,0108
b, = 0.5 LASSO 0,0291 0,0106 0,0096
S adal,LASSO 0,0292 0,0108 0,0096
WLadaLLASSO 0,0182 0,0105 0,0095
Ridge 0,4939 0,0396 0,0134
6, = 0.1 LASSO 0,3502 0,0153 0,0098
co adaLLASSO 0,3511 0,0143 0,0096
Y WLadaLASSO 0,1376 0,0139 0,0096
Ridge 0,9278 0,0680 0,0170
b, = 0.5 LASSO 0,5024 0,0236 0,0116
v adal,LASSO 0,5300 0,0234 0,0116
WLadaLLASSO 0,2961 0,0231 0,0116
Ridge 3,5591 0,3136 0,0441
6, = 0.1 LASSO 1,2845 0,1486 0,0323
co adal,LASSO 1,5492 0,1486 0,0320
. WLadaLASSO 0,9717 0,1452 0,0309
Ridge 8,0825 0,8174 0,0914
b, = 0.5 LASSO 2,7800 0,3707 0,0826
v adal,LASSO 6,4376 0,3742 0,0793
WLadaLASSO 2,6000 0,3507 0,0757

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).
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5 Aplicagao

As previsdes do crescimento econémico de um pais sao de grande importancia para
auxiliar os agentes na tomada de decisoes. Este trabalho busca realizar previsoes do PIB
brasileiro com base no seu préprio passado e no de outras variaveis macroecondémicas. O
primeiro desafio a enfrentar é que o PIB ¢ divulgado trimestralmente, enquanto a maioria
das outras varidveis macroeconomicas sao divulgadas mensalmente. O segundo desafio é
como obter boa performance de previsao do PIB utilizando muitas covariaveis e poucas
observagoes disponiveis.

Para trabalhar com dados de diferentes frequéncias, pode-se utilizar a regressao UMI-
DAS (Unrestricted Mized Data Sampling), que estima um parametro para cada defasagem
de cada covariavel. Essa metodologia foi aplicada em Foroni, Marcellino e Schumacher
(2013) mas s6 denominada como UMIDAS em Koenig, Dolmas e Piger (2003). Uma
aplicacao de previsdo do PIB brasileiro é realizada em Ziegelmann e Zuanazzi (no prelo

2014).

(m)
it

Seja z;,” a j-¢sima varidvel de alta frequéncia, y; a varidvel de baixa frequéncia e m

(m)
i

o numero de vezes em que z;,° ocorre para cada valor de y; em cada perfodo t. Seja L

(p

o operador defasagem que atua da forma L ;Ll)xgm) = xir_nzr,;l) A regressao UMIDAS

estima a seguinte equacao:

D k P
®=1)  (m
yo=Bo+ Y baat D Y Bl aly) +er (5.1)
d=1

j=1p=po
onde py > 2, D ¢é a ordem de defasagem da varidvel dependente e P ¢é a ordem de
defasagem das variaveis independentes.

Quando a variavel resposta tiver frequéncia trimestral e as variaveis explicativas possuirem
frequéncia mensal (m = 3) e deseja-se obter previsoes fora da amostra, utiliza-se py = 2
para prever 1/3 passo a frente, py = 3 para prever 2/3 passo a frente e py = 4 para prever
1 passo a frente.

Assim, a equagao (5.1) torna-se 1til para realizar previsdes do PIB trimestral brasileiro

tendo covariaveis mensais. O maior problema da abordagem UMIDAS é que o ntimero
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de parametros pode ser muito grande comparativamente ao tamanho da amostra, o que
motiva o uso de métodos que penalizam os coeficientes. Assim, o presente trabalho realiza
uma aplicagdo das penaliza¢des Ridge, LASSO, adalLASSO e WLadaLASSO aos coefici-
entes da equacao (5.1), no intuito de reduzir a dimensionalidade do espago paramétrico e
de obter melhores previsoes.

As variaveis macroecondémicas escolhidas foram aquelas consideradas candidatas po-
tenciais para prever o PIB brasileiro, que tém frequéncia mensal e que cujas observagoes
coletadas tiveram inicio antes da primeira observagao do PIB brasileiro. Chauvet e Silva
(2004) apontam véarias razdes econOmicas pelas quais algumas varidveis antecipam ci-
clos econdémicos brasileiros, justificando o uso de informacoes do passado para prever o
comportamento da economia.

Utilizou-se a série da variagao dessazonalizada do PIB do 2° trimestre de 1996 ao
4° trimestre de 2012. Ao todo, foram empregados outros 16 regressores mensais (séries
correspondentes ao mesmo periodo): variagdo do indice Bovespa, varia¢ao do indice Dow
Jones, variacdo da taxa de cambio em reais perante o délar (PTAX), variacao do ren-
dimento dos Certificados de Depésito Interbancario (CDI), varia¢do dessazonalizada da
producao industrial (geral e separada em extrativa e de transformacao), varia¢ao em délar
do prego do barril de petréleo, variacao dessazonalizada em doélar do valor total das ex-
portagoes e os retornos das agoes CMIG4, PETR4, BBDC4, BBAS3, AMBV4, USIM5 e
VALES.

Trabalhou-se com a taxa de variacdo de todas as séries, de modo que todas elas sao
estacionarias de acordo com os testes de raiz unitaria ADF (Augmented Dickey—Fuller) e
PP (Phillips—Perron). Todas as séries foram normalizadas para possuirem média zero e
desvio padrao unitario. Assim, os modelos foram implementados sem intercepto.

As ultimas 24 observacoes trimestrais foram retiradas para avaliar as previsoes fora
da amostra. A previsao de y; foi realizada com base em todo o conjunto de informacao
existente até a data t — 1 (previsao 1 passo a frente), data t — 2/3 (previsao 2/3 passo a
frente) e data t — 1/3 (previsao 1/3 passo a frente). O niimero de defasagens escolhido foi

o que resultou na menor medida de erro no procedimento de 10-fold cross-validation.
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As regressoes Ridge, LASSO, adalLASSO e WLadaLASSO foram implementadas em-
pregando a matriz de preditores da equagdo (5.1), incorporando a ideia da regressdo
UMIDAS. As previsoes obtidas por tais métodos foram comparadas com as previsoes do
benchmark modelo auto-regressivo de média mével (ARMA), cujas ordens de defasagem
foram escolhidas através do AIC (Akaike Information Criterion).

A Tabela 13 mostra superioridade do WLadaLLASSO na performance preditiva, essen-
cialmente nas previsoes de 1/3 passo a frente. Os testes de Diebold e Mariano (2002) para
a comparac¢ao das previsoes apontaram que a diferenca entre as previsoes do ARMA e do
WLadaLLASSO, de 2/3 passo a frente e de 1/3 passo a frente, foi quase estatisticamente

significante a 10%.

Tabela 13 — Estatisticas descritivas das previsoes do PIB brasileiro

1 passo a frente 2/3 passo a frente 1/3 passo a frente

Erro Quadratico Médio de Previsao

ARMA 1,131213 1,131213 1,131213
Ridge 0,847527 0,812628 0,788010
LASSO 0,899071 0,927329 0,653488
adaLLASSO 0,841299 0,580865 0,47756
WLadaLASSO 0,818903 0,487315 0,38988

Erro Absoluto Médio de Previsao

ARMA 0,718676 0,718676 0,718676
Ridge 0,678062 0,649818 0,631775
LASSO 0,748338 0,671024 0,568424
adaLLASSO 0,742196 0,561927 0,479257
WLadaLASSO 0,650831 0,485628 0,444672

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).

Portanto, a abordagem WLadalLASSO, ao identificar quais varidveis possuem maior
poder preditivo e ao reduzir o problema da alta dimensionalidade do espago paramétrico,
conseguiu obter previsoes melhores para o PIB brasileiro. A Tabela 14 mostra as co-

varidveis selecionadas (e os respectivos lags) pelo WLadaLASSO para prever o PIB bra-
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sileiro do 4° trimestre de 2012, utilizando o conjunto de informagcao até o 3° trimestre de

2012.

Tabela 14 — Covariaveis selecionadas pelo WLadalLASSO para prever o PIB brasileiro do

4° trimestre de 2012, utilizando o conjunto de informacao até o 3° trimestre

de 2012
Covariavel Lags selecionados
Retorno da acdo BBAS3 2
Retorno da acao BBDC4
Retorno da agdo USIMbH 1,2
Retorno da acao VALES 2
Variacao do indice Dow Jones 4
Variagao dessazonalizada da indtstria de transformagao 1,2
Variagao do rendimento do CDI mensal
Variacao dessazonalizada das exportacoes
Variacao em doélar do preco do barril de petréleo

Fonte: Elaborado pelo autor (2014).

As covariaveis selecionadas pelo WLadaLASSO podem ser consideradas como indi-
cadores antecedentes do PIB, uma vez que a mudancga das mesmas hoje pode indicar o
comportamento da economia no curto prazo, o que contribui na previsao das proximas

observagoes do PIB.

a Retornos das agées e indice Dow Jones: O aumento (queda) do prego das
acoes geralmente comega a subir (cair) antes da economia como um todo, uma vez

que reflete a expectativa dos investidores.

b Variacao dessazonalizada da industria de transformacao e variacao dessa-
zonalizada das exportagoes: A variagao da producao industrial e das exportagoes
podem sinalizar o futuro crescimento ou queda da economia, visto que ambos sao

justamente componentes do PIB.

¢ Variacao do rendimento do CDI mensal: A variacao do rendimento do CDI é

um dos principais indicadores de taxas de juros utilizados pelo mercado no Brasil.
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Assim, é um indicador da conduc¢ao da politica monetaria, que interfere no volume

de investimento.

d Variacao em délar do preco do barril de petréleo: A alta do preco do petroleo
pode apontar um aumento do valor das importacées no curto prazo, além de con-

tribuir para o aumento da inflagdo doméstica.
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6 Conclusao

Este trabalho tem o objetivo de investigar como a penaliza¢do do conjunto de coefi-
cientes pode contribuir para a performance de previsao de séries temporais. Os métodos
que penalizam os coeficientes sao de extrema importancia na reducao da dimensionali-
dade de problemas macroeconomicos, cujas séries temporais sao muitas e possuem poucas
observacoes.

Sao aplicados os métodos Ridge, LASSO e adalLASSO, que surgiram no contexto de
regressao linear mas que estao cada vez mais presentes em estudos de séries temporais.
Observando que uma informacao mais recente tende a contribuir mais na previsao das
séries, este trabalho utiliza o WLadaLLASSO, que penaliza mais os lags mais distantes e
que ¢ inspirado no trabalho de Park e Sakaori (2012).

Os estudos de simulacdo apontam que, essencialmente no caso de amostras pequenas,
o WLadaLASSO supera outros métodos de penalizacdo na selecao das covariaveis, na
estimacgao dos parametros e na previsao fora da amostra.

Além disso, a aplicagdo a dados macroeconémicos mostra que o WLadalLASSO nova-
mente apresenta melhor performance de previsdo para o PIB brasileiro, ao selecionar as
variaveis que podem representar indicadores da economia no curto prazo.

Estudos futuros serao necessarios para investigar as propriedades tedricas dessa abor-

dagem, assim como identificar a quais situagdes o seu uso é mais apropriado.
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