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RESUMO

Este trabalho @ a segunda dissertacao sobre o tema
"Método dos elementos de contorno aplicado a elasticidade 1li~
near" realizada no Curso de Pos-Graduagao em Engenharia Civil da
UFRGS, e, propoe-se a aprimorar os resultados obtidos anterior
mente e também a expandir a aplicacgao do metodo na elasticida-
de tridimensional.

- - -
Assim, com este e¢splrito:

Desenvolve-se a utilizacao do ponto singular fora da
zona de integracgao e realiza-se um estudo comparativo com o
ponto singular coincidindo com um no do elemento integrado.

Faz-se a analise de um cilindro Gco de paredes espes
sas sujeito a forgas de corpo do tipo rotacao inercial.

Analisam-se os deslocamentos produzidos por uma car-
ga concentrada no extremo livre de uma viga engastada e sao
comparados a resultados obtidos pelo metodo dos elementos fini
tos.

Implementam-se quatro tipos de elementos de contorno
(quadrilateros linear e quadratico e triangulares de mesma or-
dens).

Acha-se também incluida neste trabalho a formulagao
teorica do método dos elementos de contorno para a elasticida-
de tridimensional, bem como a discussao de alguns topicos com-

putacionais empregados.



ABSTRACT

This is the second thesis to be presented on the
theme of "Boundary Element Methods Applied to Linear
Flasticity" on the post graduate course in Civil Engineering
of UFRGS. Previous results are used as a starting point and
the application is expanded.

The method is developed using the singular point
outside the integration zone and a comparative study is done
with results obtained with the singular points located at
nodes.

An analysis of a thick cylinder subject to rotation
is done. Also displacements produced by a concentraded load
at the tip of a cantilevered beam are studied. Comparison
is made with results obtained using finite element analysis.

Four different elements were implemented (linear
and quadratic quadrilateral elements and linear and quadratic
triangular elements).

The theoretical formulation of the method is also

given together with a discussion of the computer program used.
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1. INTRODUGAO

A resolucao de problemas de engenharia nmos ultimos
anos tem experimentado grandes progressos, e, os métodos nume
ricos sem duvida alguma possuem uma grande participagao nes-
tes avangos. Com o desenvolvimento de sistemas computacio-
nais de grande porte, os méetodos numéricos evoluiram a tal
ponto que conseguem resolver problemas o0s quais, até entao,

pareciam de solugoes inalcansaveis.

dos numéricos, e, vem se afirmando como uma alternmativa cfici
ente para a solugao de problemas de engenharia. Ele combina
a versatilidade das fungoes de interpolagao do ja consagrado
método dos elementos finitos com a interessante redugao das
incognitas do problema ao contorno, o que da origem a redugao
de uma dimensao do problema. 1Isto leva a menores sistemas de
equagoes e um menor numero de dados se faz necessario nara a
resolucao do problema. Contudo, convém ressaltar que para

0 uso do método € sempre conveniente ter uma solugao fundamen-
tal da equacao diferencial do problema, a qual nem sempre e
facil de ser encontrada, e, principalmente manipulada computa
cionalmente. Esta @, nortanto, uma das maiores desvanta-
nens do metodo dos elementos de contorno.

O primeiro trabalho utilizando o método na elastici

dade tridimensional foi o apresentado por CRUSE(Q) em 1969,
Ainda CRUSE apresentou mais trabalhos de 1973 a
1974, sobre elasticidade em trés dimensaes(?’ 8).
Surgiu em 1975 o importante trabalho de LACHAT(IB),

que deu ao método um grande respaldo teorico-pratico.

Sobre a formulacao do método ha também o trabalho
de BREBBIAcz),que foi o primeiro a mostrar ométodo como uma
técnica de residuos ponderados.

Trabalhos de R1ZZ0, SHIPPY e sTIPPES 18:21) ranbanm so

bre o assunto com consideracao de forcas de corpe e temperatu-



ra foram publicados em 1977.
ALARCON e PAR[S(I)
problema de descontinuidades das solugoes fundamentais (1979).
MELAMED(IS)
em 1981 e SCHEER(lg)

dimensional em 1982, sendo os primeiros trabalhos com o tema

(6)

e CHAUDONNERET estudaram o
estudou o método para problemas de campo

para problemas da elasticidade linear tri

feitos no Curso de Pos-Graduagao em Engenharia Civil da UFRGS.

A caracteristica principal do metodo & a de resolver
problemas que envolvem o dominio do corpo, atraves da solug50
duma equacgao integral somente para o contorno do mesmo corpo.
O0s valores no interior sac obtidos através dos resultados cal
culados para o contorno do corpo, e para isto utiliza-se a
chamada identidade de Somigliana.

No presente trabalho apresenta-se a formulagao teo-
rica para o caso da elasticidade linear isotropica tridimen-
sional, desenvolvida a partir do teorema da reciprocidade de
Betti e da aplicagao da solucao fundamental de Kelvin. Tam-
bém a consideragao de forgas de corpo para o caso de inercia
rotacional @& apresentada. Todas estas formulagoes sao mos-
tradas no capitulo dois.

No capitulo trés & apresentada a formulacao numéri-
ca computacional. Sao ainda mostrados os elementos do tipo
quadrilatero linear (primeira ordem) e quadratico (segunda or
lem), bem como elementos triangulares de mesmas ordens, que
foram usados neste trabalho.

A utilizacao do ponto singular (ponto de aplicacao
da carga unitaria) fora da zona de integracao é mostrada no
capitulo quatro, juntamente com um breve comentario do progra
ma utilizado e da apresentacao dum fluxograma do mesmo.

No capitulo cinco sao apresentados os exemplos rea-
lizados para demonstrar caracteristicas e qualidades, bem co-
mo comparagoes e problemas encontrados na formulagao.

As conclusces e sugestoes encontram-se no ultimo ca-

pitulo.



2. FORMULAGAO TEDRICA DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

2.1, Introdugao

A formulagao teorica do método dos elementos de con

(2)

torno € mostrada por BREBBIA para o caso da elasticidade

linear isotropica tridimensional. Existem também as disserta
coes de mestrado de scaper (1?) e CUROTTO(lo) que abordam o
mesmo tema.

Neste capitulo apresenta-se a formulagao para a e-
lasticidade linear isotropica tridimensional, e, duas hipote-

ses da teoria elastica linear serao consideradas:

- 0 corpo solido obedece a lei de Hooke generaliza-
da, apresentando portanto relacoes tensao—deformi

cao lineares e isdtropas

- A mudanga de orientagao do corpo devidoaosdesloca
mentos €& negligenciavel. Consideram-se as rela-
goes de deformacao-deslocamento lineares e equa-
goes de equilibrio referidas a configuracao inde-

formada do corpo (caso das pequenas deformacoes).

2.2. Relagoes basicas da elasticidade linear isotropica

Apresenta-se neste item as equagoes basicas da teo-

ria da elasticidade.
Equacgoes de equilibrio (Navier):
Oij,j + bi =0 1.3 = 1,23 (2:2:a)

Equagoes constitutivas (Lei de Hooke generalizada):

cij = ikk éij + 2 U aij (2.2.0)



Relacoes deformacoes deslocamentos:

c.. = — (u, . + u. .) (2.2.¢)

Condicoes de contorno:

S = S1 + 32 = (contorno total)

- contorno com forcas de superficie prescritas (Sl)

t =t; em $4 (2.2.d)

- contorno com deslocamentos prescritos (52)

u, T ou; em S2 (2.2.e)
sendo
1,3 = 1; 25 3
7.. = tensor de tensoes
1]
b, = forga de corpo (ou de volume) na direcgao i
;3 = temsor de deformacoes
ﬁi: = delta de Kronecker
= E

Ile A= constantes de Lame: U = ———

2 (1 + v)

E
A =

(1 + v) (1 - 2v)

(v = coeficiente de Poisson e, E = modulo de elasticidade lon

gitudinal).

t; = forga de superficie: componente na diregao i

= 034 my» com n, sendo a componente da normal na direcgao j
?i = valor prescrito da forga de superficie na diregao i
u. = deslocamento: componente da direcao i



u, = valor prescrito do deslocamento na diregao 1.
F

2.3. Obtencao da equacao integral do contorno

A equacao integral do meétodo obtém-se a partir do

L4 + - . - -
teorema da reciprocidade de Betti ou, atraves do princilpio dos

(2)

trabalhos virtuais e método dos residuos ponderados . A equa
cao resultante @ a identidade de Somigliana para deslocamentos

(14)

noe interior dum corpo -

2.3.1. Identidade de Somigliana e as solucoes fundamentais

Seja um corpo elastico linear submetido a um sistema
de forgas de volume b, e de superficie tj, as quais correspon-
e ]
de uma solugao de deslocamentos uj; e seja o mesmo corpo sob

um outro sistema b?, t? de forgas de volume e de superficie,

cuja solugao em deslocamentos €& u%. De acordo com o teorema
. g . (19
da reciprocidade de Bettl( ) tem-se:
S b, u¥ dVv + [ t. u% dS = S b* u, dV + [ t% u. dsS (2.3 i158)
v 4 3 g J v 3 3 g J ]

onde foram assumidas as hipoteses de aplicabilidade do teorema
da unicidade de Kirchhoff.

Aplica-se agora o teorema de Betti a um corpo elasti
co infinito, estabelecendo para o segundo estado de cargas uma
unica forga unitaria, concentrada num ponto £ e atuante na di-
regao do eixo x;. A solugao do equilibrio elastico deste Glti
mo problema & conhecida como solugao fundamental de Kelvin.

Por constituir esta carga concentrada uma desconti-
nuidade inadmissivel na mecanica do continuo, diversas técni-
cas matematicas podem ser adotadas para contornar este incon-
veniente.

Por exemplo, pode-se empregar a representacao da car
ga concentrada atraves das fungoes de singularidade, que permi
tem Lratar estes casos como se a fungio fosse realmente conti-

nua. Em forma explicita

bfj = 6 A (2.3 L.B)

e
[



onde &g ¢ a fungao delta de Dirac com as propriedades seguin-

tes:
‘E'— . np
a) A = 0 ; para qualquer 2" # &
b) [ A% dv = 1
v
e) £ A QR dV = A; para A = constante
‘T
d) J a* W(x ) dv = v*; para ¢* = funcao continua (2:3:1.¢)
v

nas quais V & um dominio arbitrario que contem % e, consequen-
temente com as propriedades acima, bfj e agora uma distribui-
cao de forgas de volume, equivalente a carga concentrada atuan

te na direcao X
0 conjunto de equagoes de equilibrio para a carga uni
taria aplicada independentemente nas trés direcoes coordenadas,

toma a forma

%

; éij A” = 0; para qualquer L' # & (2.3.1.d)

(oﬁk,k)

Substituindo (2.3.1.b) em (2.3.,1l.a) fica:

F8.. AY u. dv + S t*. u. ds
v 1

1] ] S J 1]

U

b. u¥, dV + [ t. u¥*,6 dS
1] ]

=3 '
(o

(2.3.1.¢e)

sendo agora ufj e t¥, os deslocamentos e forgas de superficie
1]
: A 2
em equilibrio compativel com as cargas Gi. A”, segundo a solu-
J

¢ao fundamental Kelvin.
Aplicando a propriedade d) das equagoes (2.3.1.c) a

primeira integral do segundo membro de (2.3.1l.e) tem-se:



F 5. A% . 4V = F A u, A7 = u% (2.3.1.1)
Vv

Substituindo este resultado em (2.3.l.e) resulta fi-

nalmente:

uy & f uy, t&, a8 = f t, u¥. 48 + [ b u¥, av (24312
g 3 1] s 4 1] y 4t

a qual e conhecida como a identidade de Somigliana para deslo-

camentos no interior dum corpo, onde:

L % ~ .

u; = deslocamento do ponto £ na direcao i

By = deslocamento dum ponto de contorno na direcao j

tj = forca de superficie dum ponto de contorno na diregao j

u§j= tensor de deslocamentos da solugao fundamental de Kelvin:
deslocamento na diregao j devido a carga unitaria concen-
trada num ponto do dominio do corpo na diregEO i (desloca
mento no contorno ou interior)

t?j= tensor das forgas de superficie da solucao Kelvin: forga

- . - o) . . - - .
de superficie na direcao j devido a carga unitaria concen

trada num ponto do dominio do corpo na diregao i.

Para o caso elastico linear tridimensional as solu-

coes fundamentais tem como expressao:

I

u¥, 1

{(3 - 4V) 6.. +r . r .}
1] 16 1 ¢ (1 - v) r 1]

s 1 » ]

= T
t*. {n, r |(1 - 2v) 6,, +3 ¢, ¢ .| -
1] 80 (1 -v) g2 ¥ Lk ij o1, ]

-+

(1 - 2v) (r’i n, - r,j ni)} (2.3:1.h)



sendo:

n = normal a superficie do corpo

ny = cossencs diretores (figura 2.3.1)

r = distancia do ponto de aplicacao da carga unitaria ao pon

to considerado

¢ = modulo de elasticidade transversal
v = modulo de Poisson
T = r\'l'
s 1 Ki R
B T
- - i Ul} .
I - - ot \
3 4 .
r / 4. PoreTO K n \
:.Onlng,g'% \
1% o, iyt
¥ UJ.Z \
o \’:.i e ’:\—
-~
/commrco
P
~ -
' N/
Formra <om cQREA
L9147 I ?-’:Kil-l
Xy

Figura 2.3.1 - Forcas de superficie ou deslocamentos no ponto

k e na direcaol,2,3 devido a carga unitaria na di

regao i = 1.

2.3.2, Particularizacao da equacao para o contorno

A equagao (2.3.1.g) & valida para o interior (domi-
nio). Para formular o problema como uma técnica de contorno

e preciso restringir a equagao somente para os pontos no con-

torno do solido.

E, de acordo com BREBBIA(z)

, 4 expressao para o meto
do dos elementos de contorno para elasticidade linear isotro-

pica tridimensional é:



dv (2.4 33&sa)

t. u?. ds + [ b

: ;. ¥, 48 . ou¥,
c” u, * é u B 3 o i 13

—
w0
e

~ 3 l .
Para a avaliacao dos coeficientes ¢~ considera-se a
possibilidade de movimento de corpo rigide sem a acao de car

ga, ou seja: (tj = hj = 0), e tem-se que:

constante = K (2 35:2:D)

o
I
c
]

e, substituindo-se a equacao (2.3.2.b) em (2.3.2.a) resulta:

¢’ K + K S t%. dS = 0 (2, 3.2 .¢)
s J
F., conclui-se que:
£ ;
¢’ =¢.. = - [ £*x, dS (2.3.2.8)
i3 g 1]

Esta assim concluida a formvlagao do metodo dos ele
mentos de contorno para a elasticidade linear isotropica tri-
dimensional.

Resta ainda na equagao (2.3.l1.a) uma integral de vo
lume referente as forcas de corpo. A seguir desenvolve-se um
processo para reduzir a integral de dominio para uma integral

de contormo, num caso particular de forcgas de corpo.

2.4. Transformacao da integral de volume para  superficie

2.4.1. Introducao

A avaliacgao da integral de volume requer que o dom£
nio do corpo em estudo seja dividido em celulas de integragaa
Para muitos problemas, tem-se conseqllentemente que integrar
numericamente sobre todo o dominio do corpo. SCHEER(IQ) uti
liza-se deste processo; contudo, nota-se um grande aumento na
preparagao dos dados necessarios, no tempo de execu¢ao, e O

metodo dos elementos de contorno torna-se menos competitivo
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com relagao aos outros métodos.

Entretanto, DANSON(ll)

mostra que para certos tipos

de forgas de corpo a integral de dominio pode ser transforma-

da para uma integral de contorno, ou integrais de contorno,

as quais, podem ser calculadas ao mesmo tempo que as integrais

de contorno, envolvendo os deslocamentos e forgas de superficie.
CUROTTO(Io)

consideragzo de efeitos de temperatura. Na segﬁo seguinte, de

- - - -
aplica este racioclnio para o caso de
senvolve-se a formulacao para o caso de rotagao inercial.

2.4.2, Rotacao inercial

Considera-se um corpo de densidade de massa uniforme
(p) girando sobre um eixo com velocidade angular w,. Pode-se
considerar, sem perda de generalidade, o eixo de rotacao passan
do através da origem de nosso sistema de coordenadas. Assim a
aceleracao num ponto de coordenadas y; e dada numa notacao ve-

torial como sendo:
f=wzx (W xy) (2. 4.2.8)

onde x indica o produto vetorial.
Pelo principio de D'Alembert pode-se considerar o
problema dinamico como estatico com uma forca de volume b igual

ao produto da aceleracao pela massa especifica.
E = -pwx (W xvy) (24 :25.B)

e, em notagao indicial tem-se:

b. € =
; ) p 3k wj Cetm 2 Yo (2.4.2.¢)
onde Cxim & © tensor de permutagao = €123 €312 = Co31 1
©132 T “213 T ©37 =71
resto = 0
Definindo:
Mim = - cijk wj Crom Yo (2.4.2.4d)
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. (1L),
Mostra-se facllmente que :
I wg + w% Twq Wy “wg Wy
Mij|=p —Wy We mg + w% "Wy Wi (2.4.2.8)
“Wg Wy —w, Wy wy + m;

e, a equagao (2.4.2.c) torna-se:

o M W, 2.4.2.f)
b, (y) ‘\113 ¥ s (

E importante observar que para o caso em que se tem
somente velocidade angular atuando em um dos eixos, a expres-

sao (2.4.2.e) reduz-se significativamente.

2.4.3. Transformagao para uma integral de contorno

Adotando-se uma notagao mais conveniente pode-se es
crever a identidade de Somigliana (equagao (2.3.1.g)) novamen

te da seguinte forma:

i % - %
uy (x) i u¥ . (x,y) ts (y) dsy é t¥ (x,y) u, (y) dSy +
%
+ [ uf s (x,v) bi (y) dVy (24 &0 35a)
A
onde:
Uk (x) = deslocamento num ponto interno x na direcao k
uﬁi (x,y) = deslocamento na direcao i em y devido a uma carga
concentrada unitaria na diregao k em x
=3 (x,y) = forga de superficie na direcao i em y devido a
uma carga concentrada unitaria na direcao k em x
t; (y) = forga de superficie em y
u. (y) = deslocamento em y
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b, (y) = intensidade de forca em vy

i

S = representa o contorno do corpo
Y = representa o volume do corpo

0 subindice y scobre dSy e dVy serve para indicar que
as coordenadas y. e nao X sao as variaveis integrais.
J
Define-se a integral de dominio em (2.4.3.a) como

sendo:

= [ ¥
By (x,y) 3 uf. (x,¥) bi (y) dvy (2.4.3.b)

e, o nosso objetivo passa a ser o de expressar B, (x,y) como
integral de contorno, ao inves duma integral de volume.
Substituindo a equagao (2.4.2.f) em (2.4.3.b) obtém

—5e 7

Bk (K,y) e {; l.lf:i (st) Mij Yj dVy (2-403-(’.’)

mas, sabe-se que a solugao fundamental &:

1 + v

8 1T E (1-v) r

{(3-4v) & + r r (2:4:3.d)

ki K Tk

% =
uf; (x,3)

onde r & a distancia entre o ponto x e o ponto v.
Substituindo-se a equagao (2.4.3.d) em (2.4.3.c)

tem—se:

(3-4v) &, . r r
By (x,y) = A M.. [ { K, _o¥

8 T E (1-v) Y3 vy r r

’1} yj dVy

(2.4.3.¢)
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mas, sabe-se que(lo):
(Qin = T ro.)
B o e e (2.4.3.€)
0 k s
it

e, a equagao (2.4.3.¢) pode ser escrita como:

4(1-v) 6, . or

Bk(x’y) “« a i Py M, . S ! L2 ’k} y.d VWy (2.4.3.g)
89E (1-v) 3 v v 9y J
contudo(lo):
T e B & (2.4.3.R)
,ii

r

e, a equagao (2.4.3.g) torna-se:
¥ o

Bk (x,y) = Ly M.. I {8 ool ——lhi-} y. d Vy (2.4.3.1)

sep 3 Ty kL LA 5,00 4y T

Fazendo-se um artificio matematico pode-se escrever

a equagao (2.4.3.i) na seguinte forma:

Bk (x,y) = 1_+\')‘ Mij {_3_ (y: r 1) - r i Y3 . s
41TE v ayl J ] ’ I 2(1_\))
2= &, ® 0 = % . ¥ JF 4w (2.4.3.7)
3y i Lk ok 7,1 * ’
i

a qual utilizando o teorema de Gauss e aproveitando a simetria

de M., torna-se:
1]

2i(1=v)

(Mmm ro, - a M y r’k)} d Sy (2.4.3.k)
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e numa forma mais interessante seria:
B, (x,y) =/ B, ds (2.4.3.9)
S
esta ¢ a requerida equacao integral de contorno para o €aso

de forgas de corpo de inércia rotacional.

Substituindo a equacgao (2.4.3.7) na integral de vo-
lume da equagac (2.3.2.a) e, adotando-se a notagao mais conve
niente, obtém-se a equacao do método dos elementos de contor-

no, com somente integrais de contorno, a qual e:

e f B, id§ (2.4.3.m)
1] S k

& U, * J H. £¥, 458 = f &
g & M S

2.5. Obtengao de deslocamentos e tensoes no interior

Tendo-se obtido os resultados das incognitas no con
torno, e possivel através da indentidade de Somigliana
(2.4.2.a), calcular-se os deslocamentos de pontos pertencen-
tes ao interior do solido e, em seguida as tensoes nestes pon

tos.

2.5.1. Calculo dos deslocamentos no interior

0s deslocamentos dum ponto { no interior sao dados

pela seguinte expressao:

ds + B, (x,y) (2 .5 3.a)

u. == [ u, t¥, dS + [ t. u¥,.

] s
sendo que B, (x,y) esta difinido na equagao (2.4.3.2) para o
caso particular de inércia rotacional. Observe-se que na e-

quagao (2.5.1.a) o ponto de aplicacao da carga concentrada

unitaria (ponto %) pertence ao interior do corpo.

2.5.2. Calculo das tensoes dos pontos no interior

A partir das equagoes comnstitutivas (2.2.b) e das



relagoes deformagoes-deslocamentos (2.2.c) obtem-se:

Gy =K wr . B #oy Lok o Fome 5) (2.5.2.a)

'—I
(=
~
=t
[
—
F
—
—
-
s

onde o superindice % indica o ponto ¢ no interior do corpo.
Diferenciando a equagao (2.5.1.a) e substituindo-se na equa-

cao (2.5.2.a), tem-se as tensoes num ponto interior %, dadas

por:
2
Vigg = H f L 3 f"'- - - .
TlJ é U SiJk ds + { £, Dle ds + é S1J (x,y) dSy (2.5.2.b)
onde:
13k : {(1-2v) (r . 6., + v ., 8., = r B
*d 8 1 (1-v) 2 i ik i Yik A&, %35
“EE Fg R (2.5.2.¢)
S..k = I {3n r |(1—2v) S +v(r.6., +r. 8, ) -
t 4 1 (1-0 r3 m: 4 1] Lk y1 ik ,J ik

#0 p , . + 3V . . . =25
Li T Tal vIVGy gy Huirs v 4 ()

3 A . 8, . 0..) - (1-4
( n, r,l r:j+n;J ik + n, SJk) (1-4v) n, ﬁij} (2.5.2.d)
1 | ) Y} Mss J Vs
S¥.=—— mr (r M —- ) +——n M —+r M n }§
1] 4q 1Yy m ,m S Sq 2(1-v) -y m WS ,S sm m} ij
+ 1 ¢ (r .M, n +r .M n +— (o M {5|6 - r | +
2 ™ ,m ,1 jm m ] im -y W oms 1] ,1 r,J
it In, £ . +mn, r ]} (2.5.,2
2 o 1 ’j j si : ' .e)
Observe-se que:
- o produto nor = dr/9n e a derivada direcional;
= ro.o= dr/3x; ;

T~ My T componente da normal na direcao i (cosseno diretor).



3. FORMULACAO NUMERICO-COMPUTACIONAL

3.1. Discretizacao do contorno

A representacao do contorno do corpo solido em estu
do & feita com a utilizacao dos chamados elementos de contor-
no .

(10)

CUROTTO usa os elementos isoparamétricos triangula-

.~ . 9
res planos de variagao linear em seu trabalho. SCHEER(1 )
faz uso dos elementos quadrilateros planos de variagao linear.

No presente trabalho utiliza-se quatro tipos de ele

mentos de contorno, sendo:

- dois de quatro lados (quadrilatero) e,

o

>

7
>

- dois de tres lados (triangular)

Observe-se em ambos os casos a utilizacao de varia-
cao linear (primeira ordem) e quadratica (segunda ordem). Es

ta variagao das funcoes de interpolagao (que representam as

16
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funcoes de deslocamento e forga de superficie) caracterizam o

elemento utilizado.

Note-se que para utilizar os elementos de contorno,
& necessario a passagem do sistema de referéncia de coordena-
das globais tridimensional para um sistema de coordenadas de
duas dimensoces, sobre a superficie do elemento em si (coordena
das intrinsecas adimensionais), o que caracteriza a reducao

duma dimensao do problema em estudo.

3.1.1. Representacao de geometria e funcoes

(4)

As fungoes de interpolacao ou de forma utilizadas
para representar a geometria e as fungoes que se fazem presen
tes no problema em estudo, sao no caso dos elementos retangula
res as mesmas da familia Serendipity utilizadas no metodo dos
elementos finitos.

Para os elementos triangulares faz-se uma explana-

¢ao no paragrafo seguinte.

3.1.2. Elementos degenerados

(22) . 5 ~
Estes elementos utiliza-se na representacao
de superficies mais complicadas. Sao definidos de maneira que
s nos dum de seus lados sejam coincidentes, conforme mostra

a figura 3.1.2.

&

2 5

/

.
1

W

+|H
s

-

Figura 3.1.2

L=

Elementos Degenerados 2

Salienta-se que nenhuma programagac especial & neces
saria para se tratar de elementos triangulares; as fungoes de

interpolagao, pontos de integracao, etc., continuam sendo os
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mesmos, necessitando-se apenas observar que:

- para elemento linear, os nos 1 e 4 possuem as mes

mas coordenadas globails;

- para o caso de elemento quadratico, os nos L, 4 e

8 @ que as tem iguais.

3.2. Equagao integral de contorno discretizada

Reescrevendo a equacao do metodo dos elementos de

contorno (equacao (2.4.3.m)) tem-se:

¢t ud 4 ru er as =y b, uk dS + B dS (3.2.a)
g 1 1] s 4 1] S

Considerando o contorno do solido discretizado em
elementos, para uma carga concentrada unitaria atuando no pon

to n e na direcao i, tem—-se para a expressao (3.2.a)

c?- u, + g f u. t¥,6 dS = ? [ t. u¥, dS + ; J B, dS
i LT el gy 3 L g=1 8 4 13 g=1 sy K
£3,2.0)
onde:
£ =1, numero de elementos (m)
S? = area do elemento

E possivel tomar a equacao (3.2.b) e representar as
fungoes (deslocamentos e forcas de superficies) através de fun
coes de interpolagao, obtendo-se a equagao de contorno discre-

tizada para o corpo

m m m

n

ci5 Uit IS B t¥, ds = I J e oY k. dg 4 3§ B, dS
t=18¢ 3 : 9=1 sg 3 13 g=1 <f
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O0s iIndices na equacgao acima possuem a seguinte varia

(; 5 b=

i,j,k = 1,2,3 (espaco tridimensional)

N = 1, numero de pontos nodais do elemento %
¢ = 1, numero de c¢lementos (total = m)

n = 1, nimero de nos do contorno

Com o indice n percorrendo todos os pontos nodais do
corpo, teremos entao para cada direcao i dum ponto nodal uma
equacao dada por (3.2.c). Ha portanto a formacao dum sistema

de equagoes lineares simultaneas.

3.3. Formulacao matricial

As equacoes do método dos elementos de contorno po-
dem ser representadas matricialmente. Adotando-se as seguin-

tes definigoes:

- A
n
u
1
n & nlt
u =]u,( = vetor de deslocamentos do ponto n com componentes
i 0es 3 Koo
. nas diregoes X1s Xos Xg
L 3]

n g P,
¢ = matriz dos coeficientes gy dos deslocamentos para o pon=-
to n.
u = vetor deslocamentos em ponto arbitrario do contorno S.
r ~
t
)|
£ = itz = forgas de superficie em ponto arbitrario do contor
no S.
£3
L J
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r b |
%1 |
b = 4b2 = forcas de corpo em um pontoarbitrario do contormo S.
|23
| ¢ % * %
RS SERS & tfaa
t® = ‘tgl t§2 t§3 = matriz da solugao fundamental de Kelvin
| . gk g | em forcas de superficie
1*31 2 tis
| u* % %
%11 Y12 Y3
u®s = u§1 ugz u§3l = matriz da solugao fundamental de Kelvin
* g % em deslocamentos
Y31 Y32 “33‘
(3.3.a)
tem-se a equacao (3.2.a) na forma matricial seguinte:
n n -
¢ ut + /5 t* udS = [ u* t dS + [ b dS (3.3.b)
- s~ 7 s - ~ s

Com a superficie de corpo discretizada em elementos

de contorno pode-se montar a equagﬁo (3.2.b) matricialmente:

W M@ m m
c u+f J t*¥uydS=§ S ustdS+ ¥ S b dS (3.3.¢)
T oe=1s2 T T =1 8¢ = =1 8¢ ~
Definindo-se um vetor de fungoes de interpolacgao
i I 2 N e &
?° = |¢" " ... & | = vetor linha das fungoes de interpolagao

nos nos dum elemento

e 0s vetores

N N s
U e T = deslocamentos e forgas de superficie nos pontos no-

dais do elemento considerado (sao incognitas)
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Finalmente obtém-se a equagao integral do contorno

discretizado na forma matricial:

M+ IS g% v ods =
B =1 80 ~ B 3

m . m L
o o TS ux [0 TN ds + T J b dS(3.3.d)
. s

i Al £=1 S% ~

3.4, Transformacao de coordenadas

As funcoes de interpolacao expressas em termos de co

- - - —_—
ordenadas intrinsecas (Ei), necessitam duma transformacao do
sistema intrinseco original para um sistema de eixos globais
de referencia (xi) para que se possa resolver numericamente as
integrais.

Define-se na figura 3.4 os sistemas, e, entao para a

transformacao do sistema x; para um intrinseco implica:

r " r I

[Bu l ax1 BXZ ax3 du du
!351 851 8&1 dEl Bxl Bxl
! dx 3% dx
el il e L S R (3.4.2)
‘852 352 352 352 ax2 axz

S Ox;  dxy  dxgl 4y Ju

o 3 3 ]

L’o,_?" 53 53 £3 quBJ t_Bx?’l1

onde |J| & o Jacobiano da transformacgao.

Necessita-se da relagao inversa que & dada por:

2 ] >
I8x1 aﬁll
| |
o - ]
§3u b o gt g2ut (3.4.b)
| 8x, 3L,
| Ba du_
93 .
L YBJ LaEB
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KX, Figura 3.4

Definidas as relagoes e tomando r no lugar de u, tem

—85e!
a5 s or or B
= =] a5, @&y = 6| a4 £, d &, (3ubhvc)
3E, 3E,
onde:
1/2
2 2 2
6] = (g7 + g5 + &3) (3.4.d)
e
sz 3x3 sz 8x3
g, = ( - )
9E, 9&, 9E, 3%,
o9x. DOx X, 00X
g, = ( L QP Qo (3.4.e)
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Estas relacoes obtidas sao utilizadas na avaliacao

numerica das integrais envolvidas na equacao integral de con-

Corno.

3.5. Integragao numérica

Aplicando a integracao numérica de Gauss (quadratu-

ra-gaussiana - Apéndice A) as equacgoes (3.3.d) ficam:
m P 3
M+ oz I ol w (ex 0D WY -
o =1 k=1 -
(3.5, a)
m P 7. N ™ P
= £ I J6lw (ux2), T + I I |G| w b
=1 k=1 B =1 k=1
onde:
k = 1 até numero de pontos de integracao (total = p)
w = fator peso
ke

(u* ?T)k, (e é%k = valores nos pontos de integracgao

Os termos integrados numericamente para o no n (equa

cao (3.5.a)), relacionam-no com os demais nos do elemento so-

bre o qual a integracao & feita, e no desenrolar do processo

com todos os elementos de contorno.

3.6. Formacao do sistema de equacoes

Como visto no item 3.3, para cada diregao num ponto

nodal onde ha aplicagao da carga concentrada unitaria, obtém-

-se uma equagao. E,pois, formado um
equagoes igual a trés vezes o numero
Assim, com (3.5.a) pode-se

equagoes para cada no, que podem ser

sistema com um numero de
de nos do contorno,
obter um conjunto de trées

escritas como:
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-~ - - - 1 i ’,
n n ( LV s ) i t1I+ b
S anl Biig 544 B EnN| 5 En1 En2 &nn EHTI - -
2 2
.lE ' !E N
| L] '. L}
N T
Lu t
= [T
(3.6.a)
onde :
ul e tI sao os deslocamentos e forcas de superficie incogni
tas ou prescritos nos nos do corpo.
n 5 = - -
b a contribuicao das forgas de corpo no no n
hiJ e gij os coeficientes de interagao que relacionam os des-
locamentos e forgas de superficie do ndo com todos
os outros nos do contorno
N € o numero total de nos do contorno
T € o numero total de forgas de superficie aplicadas

Fazendo as submatrizes diagonais formadas por:

h c
~nn ~nn ~

1]
+

(3.6.b)

pode-se escrever o sistema matricial completo (mas nao ordena

do) de equagoes formado como segue:

P r 1 1.
|l . e 1] Tb1

e
=

11 =12 "°° l31N

5 =
109
—
L
o]
(=
N

.

.
109
[y
=

o
o

(=21 =22 °° Bow| (8 Ee
‘ : : .'=: ; : f: 4 =1

N T N |
byt Byo hyw! |8 j g g ol E b

b=
—
1
=
o
100

-

cu, compactamente,
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o o
[
[
[d
—_—
L}
i
(=
=
T
oy
o
o
[
-
)
o
8
-
-
I
—
w
d
=2

0 conjunto pode ser expresso como:

HU=6T=+2B (3.6.4d)

' e ' sao os vetores dos deslocamentos e das forgas de super-—

ficie respectivamente (dimensoes: 3N x 1 e 3T x 1)

B vetor dos valores das contribuicoes das forgas de corpo

(dimensao: 3N x 1)

H matriz dos coeficientes de deslocamentos (dimensoes:
3N x 3N)
G matriz dos coeficientes de forcas de superficie (dimen-

soes: 3N x 37T).

0 calculo dos coeficientes constantes Cij (matriz
En), que sao os coeficientes das matrizes-diagonais da matriz
g, e realizado indiretamente, como exposto em 2.3.3, pela con
sideracao de movimento de corpo rigido. A equacao matricial

(3.6.d) resulta:

=

I =0 (3.6.e)

onde:

| s ]
i

vetor unidade

vetor nulo

s
1

Assim, os termos das matrizes-diagonais de H serao
2 soma dos termos de H nao pertencentes as matrizes-diagonais

com o sinal contrario, como segue:



26

h u, =0 = h =- ¥ h (3.6.1)

=0
s
[ S
=N
-
-
“H-
e
ks

De acordo com a formulagao teorica do método, segun
do as condicoes de contorno em S1 e S,, para cada diregao em
um no haverasa um valor incognito (deslocamento ou forga de su-
perficie) e um valor conhecido (deslocamento ou forga de super

£

o |

cie).

Deve, pois, ser feita uma reordenacao nas matrizes
de maneira que as incognitas se situem somente do lado esquer-
do e os valores conhecidos passem a formar o vetor dos termos
independentes do sistema (Aij Xj = Ci).

Desta forma a equagao matricial do contorno {3 .6.4d)

torna-se:

A X = C (3.6.8)
sendo:
X = vetor das incognitas do sistema (dimensao 3N x 1)
A = matriz quadrada cheia, nao-simetrica, cujos valores dos

coeficientes sao hij ou g, correspondentes as 1ncognitas
u; ou t. de cada uma das direcoes dos nos (dimensao:
3N x 3N)

C = vetor que contém os valores prescritos de deslocamentos,
u,, ou de forcas de superficie, tes multiplicados por hij
ou gij respectivamente, mais a contribuicao das forcas de

corpo.
A solucao do sistema € pelo método de eliminagao de
Causs e conduz aos 3N valores incognitos de deslocamentos e

forcas de superficie.

3.7. Calculo dos deslocamentos e tensoes no interior

Apos serem obtidos os valores das incognitas do contor-
no, podem-se calcular valores internos de deslocamentos e ten-

soes. Para isto sao utilizadas as equagoes (2.5.l1.a) e
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(2.5.2.b), que para integragao sobre elementos assumem as for

mas:
m m m
Pz L v @ Mase 2 7w @ e+ I tThas
2=1 8% - L=1 8% f=1 8%
{ 3T &)
m ) m = m '
o == L L @y, A B @ 1) D, dS+ I [ o sh. ds
] g=1 88 ] 9=1 S% 1] =1 S%

(3.7.b)

e S¥%¥, foram definidos nas equa
l —_—

s srmos D. . T
sendo que os termos #3k S1Jk

goes (2.5.2c, d, e) respectivamente.
A obtencao do valor no interior & feita avaliando

as integrais sobre todos os elementos do contorno e somando a

integral proveniente as forgas de corpo ao resultado.



4. PONTO SINGULAR FICTTICIO E PROGRAMA COMPUTACIONAL

I}

4.1, IntrodugED

A formulacao do método dos elementos de contorno pa-
ra a elasticidade, envolve como foi visto na secao (2.3.1) uma
solugao fundamental que & expressa pelas equagoes (2.3.1.h).

Observa-se nestas equagoes a presenca do termo:

X, = &
3 r i P

fiy ® - (4.1.2a)
1 )
d Ki r

onde X, & a coordenada do ponto singular (ponto de aplicagao
da carga unitaria) na diregao i e, x; & a coordenada do ponto
de integracao na mesma diregao i.

A introducao de (4.1.a) na equagao (2.3.2.a) que €
a equacao do método dos elementos de contorno para elasticida
de linear tridimensional, provoca o surgimento do termo l/rs,
o qual origina um erro quando r << 1, apesar de que, quando se
utiliza integracao numérica com quadratura Caussiana r nunca
assume valor zero.

Assim, procedimentos especiais sao usados para reali
zar a integracac quando o ponto singular coincide com um no do
e¢lemento que esta sendo integrado.

CUROTTO(IO) utiliza a integracao exata para o caso
do elemento triangulo linear e SCHEER(lg) desenvolve a formula
¢ao exata para o elemento quadrilatero linear, sendo ambos os

trabalhos realizados para o caso tridimensional.

Contudo observam-se problemas fundamentais como:

- o desenvolvimento da integracao exata depende da
forma do elemento e exige consideragoes matemati-

cas complicadas mesmo para os casos simples apre-

sentados.

28



- a dificuldade da utilizacao do processo para

eclementos ou com geometria curva e/ou orientagao

arbitraria no espago.

PATTERSON e SHEIKH(17) apresentam uma formula para

o caleculo da posicao dum ponto singular ficticio (ponto singu
lar fora da zona de integracao) para o caso de elementos li-
neares e constantes em problemas bi-dimensionais.
PARTRIDGEKL&J apresenta uma formulacao para determi
nar o ponto singular ficticio para o caso de problemas tridi-

mensionais.

4.2. Determinagao do ponto ficticio

O ponto singular fora da zona de integracao, de tal
modo que nao coincida com um no do elemento que esta sendo in
tegrado, € chamado de ponto ficticio.

Considere-se que num determinado ponto "¢"se encontram

um certo numero de elementos, tem-se entao dois casos a consi

derar.

4.2.1. Caso de elementos planos

Cada elemento tera sua normal definida pelos 3 cos-
senus diretores.

Definindo:

a = I cos (ni, xl)
b = I cos (n;, x,) ' (4.2.1.a)
c = I cos (ni, X3)

como sendo a soma feita sobre os "i" elementos que encontram-

—-seno ponto &, e escrevendo:

g = /a2 £ BT & ¢ (4.2.1.b)
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a coordenada do ponto singular ficticio ¢ (x1. %5, x%) sera

dada por:

a

Xy = %+ d « =
1 1 "

‘.‘(,; = ."Z,.j'l' d . E (402-10(:)
- - S

xé = x3+ d ;s =

onde (KI’XZ‘XB) sao as coordenadas do ponto L.

4.,2.2. Caso de elementos cilindricos

Suponha-se o ponto "L" dum certo elemento, que em
coordenadas intrinsecas sera definido como L (£, n). A
partir disto, podem-se determinar outros dois pon

tos que pertengam a este mesmo plano, os quais podem ser:
P (0, n) e M (=€, n).
Em termos de coordenadas globalis estes pontos podem

ser obtidos com a expressao:

NN
N N
x. = ¥ b x, (4.2.2.3)
1 1
N=1
onde:
x; = coordenada na direcao i dum ponto arbitrario no elemento
N : ~ .
¥, = coordenada na direcao i do ponto nodal N
N

= fungao de interpolagao para geometria avaliada no ponto

arbitrario

NN = numero de nos do elemento

A partir de (4.2.2,a) tem-se as coordenadas globais

que sao definidas por:
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l’
T " "
P (x (o X'y X 3)
-!‘ (\'l!l‘ x'l"l'lz‘ XIFIB)

A figura 4.2,2 mostra o caso geral dum elemento ci-

lindrico no espacgo.

'S

Figura 4.2.2 - Cilindro no espago

t "

0 ponto "¢ € o centro do cilindro e pertence ao
mesmo plano dos nontos M, P e L. Surs coordenadas podem ser le

terminadas atraves do seguinte sistema de equacoes:

(K'l = 31)2 + (x'2 - xz)z + (x% - x3)2 = 12

(x 1 xl) + (x 5 ~ x2) - (x"3 = x3) a K (4.2 :25b)
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onde R e o raio do c¢ilindro e, (x], Xy x3) sao as coorde
T

nadas do ponto "¢". Observe-se¢ que por construcao o ponto

"¢" necessariamente pertencera a reta que forma o eixo do ci-

lindro.
Definindo-sec:
! : Z . -z " Z ,
= S - x )T (- )T (2™ - %) (4.2.2.¢)
pode-se determinar os cossenos diretores do ponto "L" atraveés
da seguinte formulacgao:
" -
S (x L xl)
| R
(x™ = g
2
C, = ¢ & (4.2.2.4)
R
(xnl _ X‘)
3 3
= =
f; *
R
sendo:
C,; = cosseno diretor na diregao Xy
C, = cosseno diretor na direcgao Xy
€4 = cosseno diretor na diregao x4

0 sinal positivo ou negativo refere-se ao fato de
que na face a qual o clemento se encontra, a direcao corres-
pondente & positiva ou negativa em relacao ao sistema de coor
denadas prée-fixados.

Apora, supondo um ponto L onde concorrem i elementos

e sejam:

&1
4=

A =

.
—
e
[

(4.2,2.,e)

o
1
s
ST D I e S
(]

S
I
—t
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Pode ser definido:

]
o= /;\2 + 32 $ {.‘2 (4:-2.2.1)

e v
T
x¥ = x"', + d . L (4.2.2.¢)
— — _'1‘
x% = x"'3 + d . €

Em ambos os casos, note-se que evidentemente "d" nao
deve ser pequeno em relacao aos lados dos elementos que possu
em o no L em comum. Um estudo pratico sobre este valor e

mostrado no capitulo cinco deste trabalho.

4.3. Programa computacional

Neste item faz-se uma descricao breve do programa
computacional utilizado, bem como a apresentagao dum fluxogra
ma do mesmo.

0 programa em si contém a formulacao para elementos
de contorno em elasticidade linear isotropica tridimensional,
com utilizacao de elementos quadrilateros de primeira e segun

2 ordem, bem como elementos triangulares de mesmas ordens.

4,3.1. Dados do programa

Como dados do programa sao introduzidos os valores
do numero de nos e elementos, bem como o numero de nos do ele
mento utilizado na discretizagao do corpo em estudo (tipo de
¢lemento) .

Grandezas fisicas como o modulo de elasticidade
transversal e coeficiente de Poisson sao fornecidos juntamen-
te com o numero de pontos no interior e numero de pontos de
integragao desejados para cada direcao.

A seguir introduz-se as coordenadas globais dos nos
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e pontos no interior e as conetividades dos elementos.
0s dados relativos as condicoes de contorno sao Os

seguintes, obedccendo a uma chave:

- deslocamentos nodais prescritos (0), ou

- forcas de superficies prescritas (1).

As forcas de superficie sao fonecidas por elemento,

o que facilita a entrada de dados do contorno.

4.3.2. Resolucao computacional do problema

A resolucgao se inicia com uma rotina que determina
os cossenos diretores de todos os elementos e também as coor-
denadas globais dos pontos ficticios.

A seguir uma nova rotina com o auxilio duma segunda
rotina, realiza o calculo da solugao fundamental, integragao
numerica e a montagem do sistema de equacoes. Nesta etapa, oS
coeficientes de deslocamentos sao multiplicados pela maior dis
tancia entre nos e os de forga de superficie pelo valor do mo
dulo de elasticidade, de maneira a se obter grandezas equiva-
lentes entre os coeficientes e o vetor de termos independen-
tES(lh).

Note-se que ao vetor que contém os valores prescri-
tos de deslocamentos e forcas de superficie multiplicados pe=-
los coeficientes, soma-se a respectiva contribuicao de forgas
de corpo, as quais sao determinadas nesta mesma rotina.

A matriz resultante como visto €& cheia e nao simé-
trica e, a solugao do sistema de equacoes lineares obtida &
feita por uma rotina de eliminacao de Gauss comum.

Segue-se entao uma rotina que calcula as incognitas
no interior, a qual consome grande parte do tempo computacio-
nal perdendo somente para a montagem e resolugao do sistema
de equacoes.

Os resultados sao portanto: deslocamentos dos nos do
contorno, forgas de superficie reagentes por no ou por elemen-

to e deslocamentos e tensoes nos pontos do interior do corpo.
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4,3.3, Estruturacao do programa - Fluxograma

A figura que se segue mostra o fluxograma do progra
ma utilizado, a qual, fornmece uma nocao sobre a implementacgao

efetuada neste trabalho.
.86 36 6400086600088 8.6.00.6.9.0.9.4

= Dados INPUT
r——; EXXXXXRXXXXXXXXKXKXXXXAXKKXXKX

- !
i a 5 ¢ ire es e calcu |
Determinagao dos cossenos diretore u SINGP

|
|
| 1o dos pontos singulares ficticios |

XXEXEXXXXXXKKAXX KX R LLXAXAKKXX

Para cada no bbbm—o—1—>

g

r

— Para cada elemento ——>

FMAT

Calculo dos coeficientes das matrizes da sgl
lugao fundamental e calculo da contribuicgao
das forcas de corpo no vetor dos termos in-

dependentes (INTE)

I

=S |

Montagem dos coeficientes de deslocamentos ﬂ
I

[

]

forcas de superficie na matriz do sistema e

no vetor de termos independentes

KEXXXEXXXXXX XXX XX XXAXXEXKXXX

Solugao do sistema de equagoes SLNPD

222290599000 090.0.9.9.9.9.9.0.9.9.9.9.0.0.¢

Montagem dos vetores resultantes para os des

locamentos e forcas de superficie | HaT

| 9. 9.95.¢.8 9029880806880 86969.9.96.86. 5.4

Calculo das incognitas no interior ' INTER

| 1902 6. 90.0.99. 9980 0.90.9.9.0.06 06606 6.9.9.4

Resultados_; OUTPUT

HEXAXXXEAXKXXAXXEXX AN AXEXXXXXXXX



5. EXEMPLOS E AVALIAGAO DOS RESULTADOS

0 metodo dos elementos de contorno tem sido muito
aplicado no estudo dos problemas relativos a elasticidade li-

near isotropica tridimensional.

SCHEER(IH) apresenta resultados obtidos com o
uso de elemento quadrilatero linear para tres diferentes
problemas.

PARTR[DGE(lb)nmstrar?suIMMOs conseguidos utilizando

a técnica do ponto singular ficticio em problemas tambem da
elasticidade linear tridimensional.

No presente trabalho analisa-se trés exemplos da
elasticidade linear tridimensional, com diferentes malhas e
comquatro tipos de elementos de contorno. Utiliza-se tambem

diversos esquemas de integragao.

5.2. Cubo unitario

Para encontrar uma posicgao ideal do ponto singular
ficticio fez-se o estudo dum exemplo simples da elasticidade
linear tridimensional.

Tomou-se um solido paralepipédico de arestas unita
rias, submetido a uma carga de tracao também unitaria e dis-
tribuida aplicada na diregao x sobre uma das faces.

Alguns aspectos de precisao dos resultados obtidos
com a formulacao do método dos elementos de contorno também
sao estudados.

0 cubo teve o0s$ deslocamentos das faces de normal
negativa (ou seja aquelas faces formadas pelos eixos do sistema de
referencia) restringidos na direcao das normais a estas mes-

mas faces (figura 5.2.a).
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\\_ Figura 5.2.a

A discretizacao do contorno do solido foi elaborada

com elementos:

- quadrilateros lineares (malhas de 6 e 24 elementos)
- quadrilateros quadraticos (malha de 6 elementos)
- triangulares lineares (malhas de 12 e 24 elementos)

- triangulares quadréticos (malha com 12 elementos)

Para todas as malhas adotou-se esquemas de integra-
¢ao iguais (de 4x4, 6x6 e 8x8 pontos de integracgao), bem como
a distancia "d" (empregada no calculo da posigao do ponto fic
ticio) com valores 0,0, 0,5, 5,0 e 50,0.

No metodo dos elementos de contorno, nao existe uma
reara fixa para determinar quantos pontos de integracao sao
1ecessarios: neste caso deve-se examinar a convergencia por

comparagoes de resultados com crescentes numeros de pontos de
integracao.
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8 nos e 6 elementos 26 nos e 24 elementos
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X
‘\- .."
8 nos e 12 elementos 14 nos e 24 elementos
Figura 5.2.b - Malhas dos elementos lineares

O o —b

20 nos e 6 elementos 26 nos e 12 elementos

Figura 5.2.c - Malhas dos elementos quadraticos
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5.2.1. Resultados comparados para os diferentes valores de "q"

Foram comparados resultados para diversos valores de
W com 4x4, 6x6 e 8x8 pontos de integragao por elemento
nos quatro tipos de elementos utilizados.

As tabelas 5.2.l.a até 5.2.1.f mostram os resultados

obtidos, sendo que:

deslocamento maximo

(R}
o

- D.M.
- D.P.C. & o deslocamento do ponto central

o numero dos pontos de integragao utilizados

!
b~
)
oy

A solugao exata do cubo unitario sujeito a uma car-
ga de tracao também unitaria, distribuida e aplicada na dire-
gao x; sobre uma das faces e:

Definindo E = 1 e v = 0,3, temos:

I
+
—

- Em x (1, 1, 1) = u

- Em x (0,5; 0,5; 0,5) » u = 0,5
v == 0,15
w = = 0,15
= Em =x (0;5; 0;5; 0,5) =+ oy ™ 1,0

g , ete =0
Xy

5.2.2, Avaliagao dos resultados

Para o elemento quadrilatero linear os valores oti-
mos de "d", variam no intervalo fechado |0,5; 5|. Observa-se
que no caso de uma discretizacao com 24 elementos ¢ d = 50
obtém~se resultados pouco precisos.

No caso do elemento triangular linear o valor otimo "d" va-

ria também no [0,5; 5[, sendo que a discretizacao com 12 ele
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ELEMENTO QUADRILETERO LINEAR - DISCRETIZACAQ COM o ELEMENTOS
TABELA 5.2.1.a

_ | I R SOLUCAO |

S L INCO{}NITAST DIRECOES | d = 0 d = 0.5 ! d =5 d = 50 l"XA$A I
% i 0.9695| 1,0002 | 1,0000 0,9999 | 1,0000
D.M. y =0,2964| -0,3001 -0,3000| -0,2999 | -0, 3000
| p | -0,2964| -0,3001 | =0,3000| -0,3000 | -0, 3000
| X | 0,4828| 0,4981 | 0,4980| 0,4980 | 0,5000
4 D.P.C y -0,1476 | ~0,1494 | ~0,1494| -0,1494 | 0,150
} z =0, 1476 | -0,1494 | -0,1494| -0,1494 | -0,1500
| x 0,9132| 0,9261 | 0,9261, 0,9261 | 1,0000
‘ TENSZO y 0,0000| 0,0000 | 0,0000| 0,0000 | 0,0000
z 0,0000 0,0000 | 0,0000| 0,0000 | 0,0000
x 0,9861| 0,9999 | 1,0000| 1,0000 | 1,0000
D.M. y -0,2983 | -0,2999 | -0,3000| -0,3000 | -0, 3000
' z i-o,zgss -0,2999 |-0,3000 | -0,3000 | -0,3000
X 0,4929 | 0,4999 | 0,4999 0,4999 | 0,5000
6 D.P.C g \-0,1491 -0,1499 |-0,1499 | -0,1499 | -0,1500
| z -0,1491 | -0,1499 |-0,1499 | -0,1499 | -0,1500
X 0,9881( 0,9952 | 0,9952| 0,9952 | 1,0000
TENSAQ y 0,0000 | 0,0000 | 0,0000| 0,0000 | 0,0000

z | 0,0000 | 0,0000 J 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 |
X | 0,9920| 0,9999 } 1,0000 | 0,9999 | 1,0000
D.M. y |-0,2990 | -0,3000 i-o,aoool ~0,3000 | -0, 3000
. -0,2990 | -0, 3000 I—o,3oou -0,2999 | -0, 3000
% | 0,4960 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,5000
8 E D.P.C. ¥ -0,1495 | =0,1499 |-0,1499 | -0,1499 | -0, 1500
| | z ~0,1495 | -0,1499 |-0,1499 | ~0,1400 | ~0,1500

| ;
% | 0,9959 | 0,9997 ; 0,9997 | 0,9997 | 1,0000
| TENSAO y ' 0,0000 | 0,0000 | 0,0000| 0,0000| 0,0000
|

| 3 | 0,0000 | 0,0000 { 0,0000 | 0,0000| 0,0000




ELEMENTO QUADRILATERO LINEAR - DISCRETIZACAD COM 24 ELKMENTOS

TABELA 5.2.1.b

SOLUGAO |

N.P. | INCOGNITAS | DIREGOES | d =0 |d =0,5]| d=5 d = 500 | ey
_ X 0,9843 | 0,9999 | 1,0000| 0,6774| 1,0000
' D.M. ¢ -0,2987 | -0,2999 | -0,2999 | -0,0278 | -0, 3000

z -0,2987 | -0,2999 | -0,2999 | -0,0545 | -0,3000

X 0,4901 | 0,5000| 0,5000| 0,6185 | 0,5000

4 PG, y -0,1495 | -0,1500 | -0,1499 | -0,0140 | -0, 1500

z -0,1495 | -0,1500 | -0,1499 | -0,2389 | -0,1500

X 0,9917 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0604 | 1,0000

TENSA0 y 0,0001 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0255 | 0,0000

z 0,0025 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0283 | 0,0000

X 0,9928 | 1,0000 | 1,0000 1,0000

D.M. y -0,2994 | -0,3000 | -0, 3000 -0, 3000

2 -0,2994 | -0,3000 | -0,299Y -0, 3000

X 0,4955 | 0,5000 | 0,4999 0,5000

6 D.P.C: y -0,1497 | -0,1500 | -0,1500 -0,1500

z | -0,1498 | -0,1500 | -0, 1499 -0, 1500

5 X 0,9962 | 1,0000 | 0,9999 1,0000
i TENSEO y 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 0,0000
| z 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 0,0000
‘ X 0,9952 | 1,0000 | 1,0000 1,0000
D.M. vy -0,2996 | -0,3000 | -0, 3000 -0,3000

-0,2996 | -0,3000 | -0, 3000 -0, 3000

X 0,4974 | 0,5000 | 0,5000 0,5000

8 D.P.C. y -0,1498 | -0,1500 | -0, 1500 -0,1500

z -0,1498 | -0,1500 | -0, 1500 -0, 1500

X 0,9946 | 1,0000 [ 1,0000 1,0000

TENSAO v 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 0,0000

z 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 0,0000




ELEMENTO TRIANGULO LINEAR - DISCRETIZACAO €COM 12 ELEMENTOS
TABELA 5.2.1.ie
I S S T B & - B SOLUGAO
N.P. | INCOGNITAS | DIRECOES | d =0 [d=0,5] d =5 d = 350 [“oondy
X 0,9664 | 1,0000 | 1,0000 1,0000
n.M. v -0,2983 | -0,2999 | -0, 3000 -0, 3000
z -0,2956 | -0,3004 | -0, 3000 -0,3000
X 0,5672 | 0,5945 | 0,6347 0,5000
4 D.P.C. y -0,1119 | =0,1244 | -0,1249 -0,1500
z -0,2013 | -0,1883 | -0, 1864 -0,1500
X 0,9478 | 0,9657 | 0,9640 1,0000
TENSAO 0,0047 | 0,0513 | 0,0492 0,0000
0,0220 | 0,0289 | 0,0334 0,0000
X 0,9845 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9999 | 1,0000
D.M. v -0,2997 | -0,2999 | -0,3000 | -0,2999 |-0,3000
z -0,2977 | -0,3000 | -0,3000 | -0,2999 | -0, 3000
X 0,5821 | 0,5950 | 0,6356 | 0,5950 | 0,5000
6 D.P.C. y -0,1203 | -0,1265 | -0,1265 | -0,1265 | -0,1500
| -0,2023 | -0,1958 | -0,1957 | -0,1958 | -0, 1500
X 0,9889 | 0,9975| 0,9973 | 0,9975 | 1,0000
: TENS A0 v 0,0050 | 0,0063| 0,0060 | 0,0063 | 0,0000
; z 0,0011 | 0,0036 | 0,0041 | 0,0022 | 0,0000
X 0,9911| 0,9999 | 1,0000 1,0000
D.M. y -0,3000 | -0,3000 | -0, 3000 -0, 3000
z -0,2986 | -0,2999 | -0, 3000 -0, 3000
X 0,5874 | 0,5950 | 0,6356 0,5000
8 D.P.C. y -0,1230 | -0,1266 | -0,1266 -0, 1500
z -0,2000 | -0,1965 | -0, 1965 -0,1500
x 0,9948 | 0,9998 | 0,9998 1,0000
TENSAO y 0,0000 | 0,0006| 0,0006 0,0000
z 0,0000 | 0,0003| 0,0004 0,0000
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ELEMENTO TRIANGULO LINEAR - DISCRETIZACAO COM 24 ELEMENTOS

TABELA 5.2.1.d

- = SOLUCAD
N.P. | INCOGNITAS | DIRECOES | d =0 |d=0,5| d =5 d = 50 EXﬁ%A
% 0,9395| 0,9999 | 0,9999 1,0000
N.M. y -0,2877 | -0,2999 | -0,2999 -0,3000
z -0,2877 | -0,2999 | -0,2999 -0, 3000
| % 0,5239 | 0,5000| 0,5000 0,5000
4 D.P.C. v -0,1496 | -0,1500 | -0, 1499 -0, 1500
z -0,1497 | -0,1500 | -0,1500 -0, 1500
X 0,9774| 0,9996 | 0,9996 1,0000
TENSAO y 0,0010 | 0,0000| 0,0000 0,0000
z 0,0010| 0,0000| 0,0000 0,0000
X 0,9708| 1,0000| 0,9999 | 1,0374| 1,0000
D.M. y -0,2940 | -0,3000 | -0,3000 | -0,3152 { -0, 3000
z -0,2940 | -0,3000 | -0,2999 | -0,3273 | -0, 3000
X 0,5117 | 0,4999 | 0,4999 | 0,6194 | 0,5000
6 D.P.C. y -0,1497 | -0,1499 | -0,1500 | -0,2000 | -0, 1500
z -0,1498 | -0,1499 | =0,1499 | -0,2396 | =0, 1500
x 0,9892| 0,9999 | 0,9999 | 0,9402 | 1,0000
TENSAO y 0,0005 | 0,0000| 0,0000| 0,0010 | 0,0000
z 0,0005{ 0,0000| 0,0000| 0,0215| 0,0000
X 0,9829( 1,0000| 1,0000 1,0000
' D.M. y -0,2965 | -0,3000 | -0,2999 -0,3000
-0,2965 | -0,3000 | -0,3000 -0,3000
X 0,5069 | 0,5000 | 0,5000 0,5000
8 D.P.C. y -0,1498 | -0,1500 | -0,1499 -0,1500
z -0,1499 | -0,1500 | -0,1499 -0,1500
X 0,9937| 1,0000| 1,0000 1,0000
TENSAO y 0,0002 | 0,0000| 0,0000 0,0000
z 0,0002 | 0,0000 | 0,0000 0,0000




ELEMENTO QUADRILATERO QUADRATICO ~ DISCPETIZAGAO €OM 6 KLEMENTOS

TABELA 5.2.1.e

= 0

[N.P. INCOGNITAS | DIRECOES | d =0 |d=0,5]| d=5 | d =50 Sg;ﬂgi
} % 1,0857 | 1,0230 | 0,9999 | 0,9698 | 1,0000
; D.M. y -0,3856 | -0,3119 | -0,2999 | -0,1684 | -3,0000
i z -0,3856 { -0,3119 | -=0,3000 | -0, 4046 | -0, 3000
| X 0,3196 | 0,4874 | 0,4980 | 0,4929 | 0,5000
4 D.P.C. y -0,1221 | -0,1441 | -0,1494 | -0,1116 | =0, 1500

z -0,1206 | =0,1439 | -0,1494 | -0,1941 | -0, 1500

X 0,8043 | 0,9232 | 0,9261 | 0,9282 | 1,0000

TENSAO y 0,0049 | 0,0002 { 0,0000 | 0,0050 [ 0,0000

z 0,0049 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0017 | 0,0000

X 1,0707 | 1,0000 | 1,0000 1,0000
D.M. y -0,3645 | -0,3000 | -0,2999 -0, 3000

z -0,3645 | -0,3000 | -0, 3000 -0, 3000

X 0,3750 | 0,4999 | 0,4999 0,5000

6 D.P.C. v -0,1321 | -0,1499 | -0,1499 -0,1500
-0,1310 | -0, 1499 | -0, 1499 -0, 1500

_ X 0,8937 | 0,9952 | 0,9952 1,0000
‘ TENSAO y 0,0038 | 0,0000 | 0,0000 0,0000
| z 0,0038 | 0,0000 | 0,0000 0,0000
} X 1,0571 | 1,0000 | 1,0000 1,0000
; D.M. y -0, 3506 | -0,3000 | -0,2999 -0,3000
z -0,3506 | -0,3000 | -0,3000 -0, 3000

! x 0,4037 | 0,4999 | 0,4999 0,5000
8 D.P.C. y -0,1366 | -0,1499 | -0, 1499 -0, 1500
~0,1357 | -0,1499 | -0, 1499 -0,1500

X 0,9204 | 0,9997 | 0,9997 1,0000

TENSAO y 0,0030 | 0,0000 | 0,0000 0,0000

z 0,0030 0,0000 0,0000

0,0000
r




ELEMENTO TRIANGULO QUADRATICO - DISCRETIZACAO COM 12 ELEMENTOS

TABELA 5.2.1.F

45

B - B = | SOLUCAO
N. INCOGNITAS | DIREGOES | d =0 |d=0,5| d =5 d =50 EXA%A

X 1,0386 | 1,7357 | 0,9999 1,0000

D.M. y -0,3471 | -0,0012 | -0,2998 -0, 3000

, 7 | =0,3673 | -0,7180 | -0,3000 -0, 3000
' |

| % 0,3259 | 0,1183 | 0,5120 0,5000

D.P.C. y -0,1134 | -0,8190 | -0,1055 -0,1500

z -0,1395 | -0,7488 | -0,1902 -0,1500

X 0,8625 | 1,1524 | 0,9662 1,0000

TENSAO y 0,0432 | 0,0278 | 0,0455 0,0000

0,0310 | 0,0043 | 0,0438 0,0000

X 1,0385 | 1,0201 | 0,9998 | 3,3890 | 1,0000

D.M. y -0,3420 | -0,2946 |-0,2999 |-7,1237 |~-0,3000

z -0,3481 | -0,3141 | -0,2999 |-2,0158 |-0,3000

X 0,3849 | 0,5297 | 0,5129 | 0,8658 | 0,5000

D.P.C. y -0,1074 | -0,1060 |-0,1054 |-0,9233 |-0,1500

i z -0,1606 | -0,2049 |-0,1929 |-1,0026 |-0,1500

x 0,9186 | 1,0040 | 0,9977 | 3,6121 | 1,0000

TENSAO y 0,0090 | 0,0043 | 0,0060 | 0,2087 | 0,0000

z 0,0009 | 0,0004 | 0,0033 [ 0,2283 | 0,0000

x 1,033L | 1,0017 | 1,0004 1,0000

D.M. y -0,3379 | -0,2995 | -0,3002 -0, 3000

j 2 -0,3379 | -0,3012 |-0,2999 -0, 3000

! x 0,4153 | 0,5144 | 0,5129 0,5000

j PP G y -0,1065 | -0,1053 | -0,1054% -0, 1500

; -0,1686 | -0,1942 |-0,1931 -0, 1500

r

| % 0,9391 | 1,0004 ( 0,9998 1,0000

; TENSAO v 0,0034 [ 0,0005 | 0,0006 0,0000

z [ 0,0035 | 0,0004 | 0,0005 0,0000




mentos nao apresentsz bons resultados no calculo do deslocamen-
to do nonto central, e "d" = 50 apresenta também resultados
pouco precisos neste caso.

£ importante notar que no caso de se ter uma malha
com mais elementos (tabelas 5.2.1.b e 5.2.1.d), o valor de "d"
otimo tende a se tornar menor. Isto deve ocorrer porque no
caso de malhas mais densas os elementos passam a ter suas di-
mensoes reduzidas.

Os elementos quadraticos apresentam bons resultados
com d = 5,0 ¢, no caso de quadrilétcro quadratico obteve-se
praticamente os mesmos resultados dos quadrilateros lineares

com 6 elementos.

5.2.3. Resultados comparados para diferentes esquemas de inte-

gragao

Comparam-se os resultados obtidos para diferentes nu-

meros de pontos de integracao (n x n pontos de integragao com

n

d

4, 6 e 8) para cada uma das seis malhas adotadas. Toma-se

0 e d = otimo, para salientar a importancia do ponto sin-
gular ficticio.

A introducao do ponto singular ficticio possibilita
a obtengao da solucao exata, como por exemplo; no caso do ele
mento quadrilatero linear com uma malha de 24 elementos e com
bx6 pontos de integracgao.

Os resultados apresentados para diferentes malhas
mostram um bom comportamento para todos os elementos no que se
refere ao calculo dos deslccamentos maximos e tensao no inte-
iy,

0 elemento triangulo quadratico nao apresentou os re
sultados esperados no calculo dos deslocamentos do ponto no in
terior. Isto talvez tenha ocorrido devido a pequena densidade

da malha utilizada.

3.3. Viga engastada

Procurou-se executar um problema de ordem pratica e,



ELEMENTO QUADRILATERO LINEAR - DISCRETLZACAO COM 6 LLEMENTOS

TABELA 5.2.3.3

PONTOS DE INTEGRAGAO

! INCOGNITAS 4 x4 6 x 6 8 x 8
| d=0 |Erro Z2|{d=5 |[Erro Z2 (d=0 |[Erro %l d =5 | Erro Z| d =0 Erro Z| d =5 ! Erro 7
' — — . |
i D.M. em x 0,9695 | 3,05 |1,0000 0 0,9861 | 1,39 | 1,0000 0 0,9920| 0,80 i 1,0000 0
‘ D.P.C. em x {0,4828 | 3,44 [0,4980 | 0,40 |[0,4929 | 1,42 | 0,4999| 0,02 | 0,4960| 0,80 | 0,4999| 0,02
| TENSAO em x | 0,9132 | 8,68 |0,9261 | 7,39 |0,9885 | 1,15 | 0,9952| 0,48 | 0,9959| 0,41 0,999?I 0,03
ELEMENTO QUADRILATERO LINEAR - DISCRETIZAGAO COM 24 ELEMENTOS
TABELA 5.2.3.b
INCOGNITAS PONTOS DE INTEGRAGAO
NA DIREGAO 4 x & 6 x 6 8 x 8
x d =0 |Erro % [d=0,5 |Erro % |d =0 |Erro %| d=0,5 | Erro Z| d = 0 | Erro %Z| d=0,5 | Exro 7%
D. M. 0,9843 ( 1,57 |0,9999 | 0,01 [0,9928 [ 0,72 | 1,0000 0 0,9952| 0,48 | 1,0000 0
D.P.C. 0,4901 | 1,98 |0,5000 0 0,4955 | 0,90 | 0,5000 0,4974| 0,52 | 0,5000
TENSAQ 0,9917 | 0,83 |1,0000 0 0,9962 | 0,38 | 1,0000 0 0,9946| 0,54 | 1,D000 0

TR



ELEMENTO TRLANGULO LINEAR -

DISCRET1ZACAD COM

TABELA 5.2.3.c

12 ETEMEXTOS

INCOGNITAS PONTOS DE INTEGRAGAO
NA DIRECAO b x 4 6 x 6 8 x 8

X d=0 |Erro %|d=0,5 |[Erro 2!d =0 |[Erro Z [d=0,5 |Erro Z |d =0 |[Erro 7 |d=0,5 _Tgrrn 7
D.M. 0,9664 | 3,36 | 1,0000 0 0,9845 | 1,55 |1,0000 0 0,9911 | 0,89 |0,9999 | 0,01
D.P. . 0,5672 | 13,44 | 0,5945 | 18,9 0,5821 | 16,42 {0,5950 [19,0 0,5874 | 17,48 [0,5950 |19,0
TENSAQ 0,9478 | 5,22 |0,9657 | 3,43 |0,9889 | 1,11 [0,9973 | 0,27 |0,9948 | 0,52 |0,9998 | 0.02

ELEMENTO TRIANGULO LINEAR - DISCRETIZAGAO COM 24 ELEMENTOS
TABELA 5.2.3.4d

INCOGNITAS PONTOS DE INTEGRAGAO
NA DIRECAO 4 x 4 6 x 6 8 x 8

b d =0 |Erro Z|d=0,5 Erro Z |d =0 |[Erro % [d=0,5 [Exrro Z |d = 0 Erro Z |d=0,5 Erro 7%
D.M. 0,9395| 6,05 [0,9999 | 0,01 |0,9708 | 2,92 |1,0000 0 0,9829 | 1,71 |1,0000 0
DiPC 0,5239 | 4,78 |{0,5000 0 0,5117 | 2,34 |0,4999 | 0,02 |0,5069 | 1,38 [0,5000
TENSAO 0,9774| 2,26 |0,9996 | 0,04 |0,9892 | 1,08 [0,9999 | 0,01 }0,9937 | 0,63 |1,0000

4=
(o]



ELEMENTO QUADRILATERO QUADRATICO - DISCRETIZACAD COM 6 FLEMENTOS

TABELA 5.2.3.e

INCOGNITAS PONTOS DE INTEGRAGAO
NA DIREGAO 4 x 4 6 x 6 8 x 8
% d=0| Erro % d=5,0 |Erro Z|d =0 (Erro %| d=5,0 | Erro Z|d =0 | Erro Z| d=5,0 |Erro 7
| —_— St ]
D.M. 1,0857, 8,57 | 0,9999 | 0,01 |1,0707 | 7,07 | 1,0000 0 1,0571| 5,71 | 1,0000 0
D.P.C. 0,3196] 36,08 | 0,4980 | 0,40 |0,3750 |25,0 0,4999( 0,02 | 0,4037| 19,26 | 0,4999 | 0,02
TENSAO 0,8043 19,57 | 0,9261 | 3,39 |0,8937 |10,63 | 0,9952| 0,48 | 0,9204| 7,96 |0,9997 | 0,03
ELEMENTO TRIANGULO QUADRATICO - DISCRETIZACAO COM 12 ELEMENTOS
TABELA 5.2.3.f
INCOGNITAS PONTOS DE INTEGRACAO
NA DIRECAQ 4 x 4 6 x 6 8 x 8
X d=20 Erro Z| d4=5,0 I!Erro % |d =0 Erro %Z | d=5,0 |Erro Z|d =10 Erro 7% | d=5,0 Erro 7
D.M. 1,0386| 3,8 | 0,9999 | 0,01 |1,0385 | 3,85 |0,9998| 0,02 |1,0331 | 3,31 |1,0004 | 0,04
DR 0,3259| 34,82 | 0,5120 | 2,40 |0,3849 |z23,02 |0,5129 | 2,58 |0,4153 |16,94 |0,5129 | 2,58
TENSAO 0,8627| 13,73 | 0,9662 | 3,38 |0,9186 | 8,14 |0,9977| 0,23 [0,9391| 6,09 |0,9998 | 0,02

(3



para tanto adotou-se valores reais.

Uma viga engastada foi discretizada com uma malha de

50

18 elementos quadraticos e submetida a uma carga concentrada

no seu extremo livre.

Os comparados

resultados foram tabelados e

lucao analitica da teoria da resisténcia dos materiais e tam-

bém com o metodo dos elementos finitos.

5.3.1. Discretizacgao

A malha

gura 5.3.1.a e os valores adotados sao:

£ =23 « 107 suin®
P = 84 kN
v = 0,3

com a so-—

adotada esta mostrada na fi

Da resistencia dos materiais sabe-se que a expressao:

P - (x4 - 4 £3

24 ET

x + 3%

(5 :3.1.8)

fornece as deflexoes para vigas engastadas sujeitas a uma car-

ga concentrada em seu extremo livre.

o o 4 o —P O— P —
Vs . “ 5
- E c i oL
7 7
¢ 0 ¢ ¢
I
b— o —b- ¢ —— © —b—  — —f
=6 100 CcM >

Figura 5.3.1.a -

Malha com 18 elementos quadraticos e 56 nos
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A figura 5.3.1.b define as variaveis encontradas na

expressao (5.3.1.a).

—
.

-y

S

Figura 5.3.1.b - Viga engastada sujeita a uma carga concentra-

da em seu extremo livre

Para o calculo atraves do metodo dos elementos fini-
tos utilizou-se para discretizar a viga quatro elementos tridi

mensionais quadraticos.
5.3.2., Resultados

A tabela 5.3.2 fornece os resultados obtidos para
6x6 pontos de integracao no método dos elementos de contorno
(M.E.C.), para o método dos elementos finitos (M.E.F.) e a so-

lugao analitica (S.A.).

TABELA 5.3.2 - Deflexoes em centimetros

x (CM) S . A M B € ERRO (%) M.E.F. ERRO (%)
75 0,0171 0,0187 9,3 0,0156 8,8
50 0,0625 0,0659 5,4 0,0572 8,5
25 0,1265 0,1322 4,5 0,1175 7,2

0 0,2000 0,2082 & 1 0,1875 6,3

A observacao dos resultados acima mostra valores
mais corretos proximos ao extremo livre em ambos os metodos.

Mesmo com o método dos elementos finitos, para se
obter bons resultados necessita-se duma malha mais densa. No
caso de malhas compativeis o metodo dos elementos de contorno

apresenta melhores resultados.



5.4. Cilindro oco de paredes espessas sujeito a forga de rota-

5‘30

5 4,1, Introduggo

0 cilindro oco de paredes espessas & um problema sim
ples da elasticidade linear tridimensional, sendo de grande
utilidade para avaliacao de novos méetodos.

BREBBIA(E) apresenta resultados para o problema do
cilindro oco, de paredes espessas e sujeito a pressao interna.

PARTRIDGE(16) analisa o mesmo problema do cilindro
oco apresentando resultados com a utilizagao do ponto singular
fieticio.

Neste trabalho analisa-se o cilindro oco de paredes
espessas sob a acao duma rotacao inercial uniforme, a partir
da utilizacao do método proposto por DANSON(ll) para repre-
sentar integrais de volume com integrais de superficie.

Devido a simetria do problema, discretizou-se somen-
te um quarto duma faixa do cilindro, obedecendo, entao, as con
dicoes de contorno para um estado plano de deformagoes, ou se-
ja; foram impedidos os deslocamentos longitudinais no topo do
quarto do cilindro discretizado e os deslocamentos circunferen
ciais nas faces dos planos de simetria.

Executou-se uma malha com 6x6 pontos de integraggo,
e com elementos quadraticos

Os resultados sao comparados com a solugao analiti-
3(20)¢

c

5.4.2. Dados numericos

Os dados numericos pertinentes a este problema sao

fornecidos a seguir:

Geometria - R = 20,0 cm (raio externo)

I

10,0 em (raio interno)

20,0 em (altura)

=
n
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B ) o
Constantes fisicas - F = 2,1.108 kN/m~ (modulo de elasticidade)
v = 0,3 (module e Poissaon)
2 Kg . rad
Forcas de corpo - pw- = 80 ﬂ§§-———
m- . s

5.4.3. Discretizacao adotada

Para uma melhor aproximacao da geometria, se faz
uso dos elementos curvos juntamente com os planos. A figu-

ra 5.4.3 mostra a discretizagao adotada.

5.4.4, Resultados obtidos

TABELA 5.4.4.a - Deslocamentos radiais (cm)

Raio (cm) Solugao exata Valor Obtido Erro (%)
10, 1,5048 1,4517 3,52
12,5 1,2566 1,2642 0,60
15, 1,2235 1,2620 3,15
1745 1,1972 1,2023 0,43
20, 11619 1,1653 0,29

TABELA 5.4.4.b - Tensoes (kN/mz)

Raio (cm) Solugao exata Valor Obtido Erro (%)
10, 31600, 31830 0,72
12,5 21979, 25486 15,96
15, 18091, 17697 2,17
17,5 14991, 14864 0,85
20, 12200, 11270 7,62

5.4.5. Avaliacao dos resultados

Os resultados para deslocamentos radiais szo bastan

te satisfatorios, bem como para tensoes. Pode-se concluir

que a utilizagao desta malha fornece bons resultados e o



método dos elementos de

fatoria.

contorno foi
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aplicado de forma satis-—



6. CONCLUSOES E SUGESTOES

0 método dos elementos de contorno foi aplicado a
problemas da elasticidade linear tridimensional. Foram wutili
zados os elementos quadrilateros lineares e quadraticos, bem
como os trianpulares lineares e quadraticos, dependendo do pro
blema. De uma maneira geral to-
dos o0s elementos apresentaram bons resultados.

No que diz respeito a eficiéncia do método em si, al

gumas observagoes finais podem ser feitas:

l. A utilizagao do ponto singular ficticio melhora considera-
velmente os resultados e mostrou ser de facil implementa
gao. O uso deste processo elimina de vez a inconveniente
tentativa de utilizacao de solugoes analiticas na elastici-
dade tridimensional. Conforme mostra em seu trabalho
SCHEER(lg), uso da solucao analitica tem wuma série de in

convenientes no caso tridimensional.

2. Pode-se dizer que os resultados obtidos sao satisfatorios,
pois com malhas relativamente grosseiras consegue—-se boas

solucgoes.

3. A possibilidade de utilizagao de pontos no interior em quan
tidades pré-estabelecidas traz vantagens importantes, peois eles
proporcionam bons resultados e suas incognitas sao calcula-
das posteriormente a obter-se a solugao no contorno. Deste
modo, podem-se obter resultados adicionais sobre regioes de
alta concentracao de tensoes ou grande variacao de desloca-
mentos colocando o numero necessario de pontos nessas re

gioes.

4. Usou-se o mesmo esquema de integracao numérica do método
dos elementos finitos, o qual pode ser um ponto de estudo. A in-

tegracao numerica e a parte mais problematica, pois da ava-

wm
(=]
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liacao das integrais & que se obtém os coeficientes das ma-
trizes do sistema de equagoes, ¢ tambem os valores no 1nte

rior.

=

5. Uma outra vantagem & que provaveis modificacoes sao facil-

mente implementadas, isto porque sSomente o contorno da re-

sido precisa ser definido. Tambem a redugao duma dimensao
traz a vantagem dum menor numero de dados a serem formeci-
dos.

Assim, visando-se melhorar a utilizacao do metodo,

sugere-se:

1. Desenvolvimento de estudos para aplicacao do metodo dos ele
mentos de contorno em problemas com nao linearidade de mate
rial, tais como, problemas de plasticidade, viscoplasticida

de e fluencia.

2. A continuagao do desenvolvimento do método em outros topi-
cos, tais como problemas da mecanica dos solos e de domini-

os infinitos em geral.

3. A utilizacao conjunta do método dos elementos de contorwo
com o metodo dos elementos finitos, aproveitando assim as
- - -
caracteristicas de ambos os metodos, parece ser um bom ca-

minho a ser seguido em futuras pesquisasclz’ 5).

Deste modo, conclui-se este trabalho com uma firme
ideia; de que o método dos elementos de contorno em um prazo
nao muito longo podera tornar-se uma ferramenta tao poderosa
quanto o ja consagrado método dos elementos finitos na resolu

cao de problemas da engenharia.



APENDICE A

TABELA DE PONTOS DE [NTEGRA@EO PARA QUADRATURA GAUSSIANA

Pontos de base Pesos

+z. W.

i 1
4 0.86113 63115 95053 0.34785 48451 37454
0.33998 10435 84856 0.65214 51548 62546
&) 0.93246 95142 03152 0.17132 44923 79170
0.66120 93864 66265 0.36076 15730 48139
0.23861 91860 83197 0.46791 39345 72691
8 0.96028 98564 97536 0.10122 85362 90376
0.79666 64774 13627 0.22238 10344 53374
0.52553 24099 16329 0.31370 66458 77887
0.18343 46424 95650 0.36268 37833 78362

Formula de integragao numérica utilizada com os pon

tos de base e pesos dados pela tabela acima:

n
J F (z) dz = § W, F (zi)
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