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RESUMO

O presente trabalho apresenta um estudo sobre ondas de gravidade.
Sao descritas as equagoes que governam o movimento de ondas lineares, fracamente
nao-lineares e completamente nao-lineares. Foi implementado um método espectral
que resolve, empregando o método de Newton, as equagoes completamente nao-
lineares que descrevem o movimento das ondas estacionarias em agua. Com isso, é
possivel simular o empinamento das ondas, ou seja, o comportamento destas quando
a profundidade da agua diminui. Calcula-se a altura das ondas em func¢ao da pro-
fundidade, o coeficiente de empinamento e o dngulo de quebra das ondas. Assim,
pode-se observar as relagoes destas propriedades com a quebra das ondas e associar

os resultados numéricos com aqueles previstos pela teoria.
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ABSTRACT

A study on the propagation of gravity waves is presented. The go-
verning equations for linear, weakly nonlinear and fully nonlinear water waves are
described. A spectral method has been implemented which solves, employing the
Newton method, the fully nonlinear equations describing the motion of steady wa-
ves. It is then possible to simulate the shoaling of waves, that is, the behaviour of
them when the water depth decreases. The wave height as a function of depth, the
shoaling coefficient and the angle of wave breaking are calculated. It was possible
to observe the relationship of these properties with the breaking of the waves and

associate the numerical results with those predicted by the theory.



1 INTRODUCAO

Um dos fendémenos naturais com grande volume de pesquisa sao aqueles
envolvendo ondas em agua. O conhecimento das propriedades das ondas aquaticas

sao de fundamental importancia em diversas atividades s6cio-econémicas.

Devido ao avango na teoria de propagacgao de ondas, do grande desen-
volvimento computacional e dos métodos numéricos, é possivel fazer previsoes do
comportamento das ondas em agua, viabilizando obras, como por exemplo, barra-
gens, quebra-ondas e estruturas em alto mar que podem evitar prejuizos recorrentes

da forga das ondas.

No capitulo 2 estudamos as equagoes governantes para o desenvolvi-
mento das caracteristicas das ondas em fluidos, no caso dgua. Para isso, partimos
da equagao de Navier-Stokes, fazemos algumas hipoteses adicionais e chegamos a
equacao de Laplace, que é a equagao governante para o movimento da agua. Para
definirmos completamente o problema nao-linear de ondas em agua impomos tam-

bém as condig¢oes de contorno, sendo estas as condi¢oes cinematicas e dinamica.

O capitulo 3 mostra a linearizacao das equacgoes descritas no capitulo
2 e suas solugoes. A partir destas solugoes podemos descrever varias relagoes que
definem o movimento das ondas em agua como a equacgao que define a elevagao
da superficie livre da 4gua, a relagao de dispersao e as equagoes da velocidade de
propagacao das ondas, incluindo os casos limites de aguas rasas e aguas profundas.
Depois de encontrar a velocidade com que a onda se propaga, analisamos como se
propaga um grupo de ondas dispersivas, que ¢é a velocidade com que a energia das

ondas se propaga.

No capitulo 4 fazemos comentérios sobre o problema fracamente nao-

linear e desenvolvemos o problema que modela as ondas de Stokes de segunda ordem.



No capitulo 5 tratamos ondas estacionéarias. A partir das equagoes des-
critas no capitulo 2, descrevemos o problema tri-dimensional, nao-linear e estaciona-
rio. Desenvolvemos também as equagoes que descrevem o problema bi-dimensional
completamente nao-linear. Para isso, usamos expansoes da fungao corrente em sé-
ries de Fourier. Esta descreve o movimento estacionario da elevacao da superficie

livre da agua.

O capitulo 6 inicia descrevendo a elaboracao de um coédigo em Fortran
90. Este codigo usa o método de Newton para encontrar uma aproximagao para
a solucao das equacgoes descritas no capitulo 5. A validagao do codigo é feita de
maneira comparativa com outros trabalhos. Depois de desenvolvido e validado o
codigo, fazemos um estudo sobre empinamento de ondas. Como durante este tipo
de fendmeno ocorre conservagao do periodo e do fluxo de energia das ondas en-
quanto a profundidade da dgua diminui, primeiramente definimos as novas equagoes
usadas e mostramos como ocorrem as mudancas de profundidades no procedimento
numérico adotado. A partir dai, simulamos varios casos de empinamento de ondas
e realizamos um estudo comparativo com trabalhos de diversos autores. Com isso,
podemos verificar a validade de nossas simulac¢oes além de obter propriedades sobre

o empinamento e quebra das ondas como a altura e o dngulo de quebra das ondas.

No capitulo 7 sao apresentadas as conclusoes sobre o trabalho e as

perspectivas para os trabalhos futuros.



2 DESCRICAO DO PROBLEMA NAO-LINEAR

Neste capitulo, faremos a descricao do problema nao-linear de ondas de
gravidade, ou seja, ondas em dgua onde a principal forca restauradora é a aceleragao

da gravidade.

O principal exemplo de ondas de gravidade sao ondas dispersivas, gover-
nadas pelo balango entre a inércia do fluido e a tendéncia, sobre a agao da gravidade,
para retornar ao estado de equilibrio estavel. Como a gravidade é uma forca que
atua na direcao vertical e nao faz distingao entre as diregoes horizontais, as ondas
aqui consideradas sao isotrdpicas, ou seja, propagam-se da mesma forma em todas

as diregoes.

Os efeitos de dispersao sao de grande importancia para o desenvolvi-
mento das ondas de gravidade; eles incorporam um grupo de complicados fenémenos
que aparecem na maioria das ondas aquaticas. Normalmente o fenémeno mais no-
tado é aquele em que a velocidade de propagacao da onda varia com o comprimento

da onda.

Como neste trabalho consideramos apenas ondas gravitacionais, pode-

mos desprezar a tensao superficial e as ondas capilares.

2.1 Equagoes Governantes

Nesta se¢ao, veremos a descricao das equagoes que governam as on-
das em agua e formularemos um problema de valor de contorno geral, baseado na
teoria descrita por Newman [12]|, Farina [6], Kinsman [9] e Whitham [18|. A par-
tir dai, deduziremos caracteristicas basicas e importantes sobre ondas aquaticas de

superficie.



O estudo da propagacao de ondas na superficie da agua requer a con-
sideragao de algumas hipoteses das propriedades da agua e do movimento realizado
por ela. Para isso, consideramos um fluido:

e Homogéneo;
e Incompressivel;

e Com movimento irrotacional.
Além disto,

e A viscosidade e a tensao superficial sao despreziveis;
e Nao sera considerada a forcante do vento;

e A principal forca restauradora é a gravidade.

As coordenadas espaciais sdo denotadas aqui por (z,y,2) e as respec-
tivas componentes do vetor de velocidade u sao (u,v,w). A coordenada z estd na

direcao vertical, ou seja, a aceleracao da gravidade g esta no sentido negativo de z.

Como foi assumido que o fluido é incompressivel, entao a densidade p

é constante no tempo e no espaco. Assim, a equacao da continuidade é

V-u=0. (2.1)

A equacao que indica a conservacao do momento, dada pela equacao

de Navier-Stokes

88_1: +(u-Vju=-V (% + gz> + vAu, (2.2)

pode ser usada para descrever o movimento.



Na equagao (2.2), P denota a pressao e v a viscosidade do fluido. Como
esta sendo desprezado a viscosidade, o termo Laplaciano em (2.2) torna-se insigni-

ficante. Logo, a equacao de Navier-Stokes se reduz a

ou P
E—i—u'Vu——V(z—l—gz), (2.3)

conhecida como equagao de Euler.

Segundo Stoker [16], a lei da conservagao de circulagao afirma que para
uma curva fechada C' que se move com o fluido (isto é, C' é constituida das mes-
mas particulas do fluido), em um fluido nao-viscoso, a circulagao I'c, definida pela

integral de linha

I'c = j{ udx + vdy + wdz,
c

¢ constante no tempo.

Neste trabalho vamos assumir que esta constante é zero, ou seja, I'c =0
para todas as curvas fechadas C'. Fisicamente, isso indica que o fluido tenha estado

em repouso ou teve velocidade constante em um determinado instante.

A condicao I'c = 0 mostra diretamente do teorema de Stokes, fs uds =
fV(V x u)dv, onde S é fronteira da regidao V', que o rotacional de u se anula global-
mente, ou seja,

V xu=0. (2.4)

Isso implica que o escoamento ¢ irrotacional. A equagao (2.4) é equiva-

lente ao fato que existe um potencial de velocidade ¢ tal que

Vxu = Vx(Vgp)=0 e
u = Vo

Substituindo na equagdo (2.1), temos que o potencial de velocidade
satisfaz a equacao de Laplace
o? o? o?
P o 0

T e (2.5)




2.2 Condigoes de Contorno

Uma vez determinado a equacao de Laplace como sendo a equacao
governante, tem-se agora que estabelecer as equagoes que definem as condigoes de
contorno cinematicas e dinamica. Estas condi¢oes devem ser informadas para todo

o contorno do dominio.

Neste trabalho, consideramos um dominio ilimitado horizontalmente,
como em um grande oceano. As fronteiras sao a superficie livre e a batimetria do

fundo.

2.2.1 Condicoes de Contorno Cinematicas

A condigao de contorno cinematica na superficie livre z = n(x,y,t) é

dada por
D

—(z —n(z,y,t)) = 0. 2.6
D2 1@, 9,1)) (2.6)
Fisicamente, isso significa que superficie livre se move com o fluido mas sempre

contém as mesmas particulas dele.

Desenvolvendo as derivadas na equagao (2.6), podemos expressar a con-

dicao cinemdtica da superficie livre como

0 0¢ 0 0¢ 0 0
_n+¢_77+¢_77_¢

o T oror Togoy 0. O Fon@wdt) (2.7)

onde

dv dy dz\ [0¢ 09 0¢
) - (55 %)

(U,’U,U)) = (Ev Ea a

é a velocidade na superficie livre.

Analogamente, podemos obter a condi¢ao para o contorno no fundo.

Denotando este como z = —h(z,y), temos que

D
Ft(z + h(x’y7t)) =0 em z = —h(x,y,t),



ou equivalentemente,

06 Oh  000h 000k _

ot ' or EY T = - : 2,
9. ot Tasor Tagay 0 O™ A= hewd) (2.8)

que é a condi¢ao de fronteira do fundo.

Para fundos estacionérios, ou seja, sem a dependéncia temporal, a equa-
¢ao (2.8) torna-se

06 000h 90 0h _

8z+%8:c+8_y8y_0 em z=—h(z,y).

Para fundo horizontal fixo, a condicao de fronteira é

¢ _

5, = 0 em z=—h(z,y).

Agora, para ondas em aguas profundas, ou seja, onde a onda nao interage com o

fundo, temos

0p

5 = 0 quando z = —h(z,y) — —o0. (2.9)

2.2.2 Condigao de Contorno Dinamica

Nesta se¢ao, expressaremos a condicao de contorno dindmica. Esta diz

respeito as forcas envolvidas na superficie de contorno do fluido.

Usamos a equagao de Euler (2.3) que nos diz que

ou P
E—i—u-Vu——V (Z—l-gz). (2.10)

Usando a identidade vetorial para fluidos irrotacionais
lo o
u-Vu= EVu ,

temos de (2.10),

ou 1_ , P
§+§Vu ——V(;—I—gz).



Como u = V¢, a equagao de Euler simplifica a
0¢ 9 P
— + = = — ) 2.11
v (G giver) = v (+a) 2.11)

Integrando (2.11) temos,

9 |

P
i |V¢|2+gz_ —;+A() (2.12)

que é chamada de equac¢ao de Bernoulli. Observe que A depende unicamente de t e

podemos supor A(t) = 0, sem perda de generalidade.

Levando em conta que a pressao imediatamente abaixo da superficie
deve ser igual & pressdo atmosférica P, na equagao (2.12), obtemos a condigao di-

namica da superficie livre

9%
0t

) 0 0o\*  [(06\?
wor = vo-vo- (52) + (5) + (5)

a equagao dinamica (2.13) fica
9 11 (06\" (00 99\*
ot 2 [<8x> * (ay \az

2.3 Esquematizagao do Problema

R
!V¢I2 ton=—- em z=rn(z,y,t). (2.13)

como

P,
Ton=——r em z=n(z,y,t). (2.14)

Nesta se¢ao veremos geometricamente como aplica-se as condi¢oes de
contorno no problema de ondas em agua. Para isso, agruparemos a equagao de
Laplace juntamente com as condi¢oes de contorno no mesmo sistema de equagoes.

Assim temos
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Figura 2.1: Geometria das ondas em aguas: Observe onde aplica-se as condigoes de con-
torno cineméticas e dindmica na superficie e no fundo da agua.

ra2 62 82
¢+ ¢+ ¢

ox2 Oy 022 0
on 00on _09on _ 06
ot dxdx OJydy 0Oz

0 090h

060h | 090N _
\ 0z Oz 0x

oy dy

0

o6 1| [06\* [06\° [06\°
s () (o) (30)

em —oo<z<0,

em  z=1(z,y,1),

(2.15)

a

+977 = _7 €m z = n(xuy7t)7

em

z = —h(z,y).

A figura 2.1 mostra a geometria de uma onda com a profundidade da

agua finita e também onde e como devemos impor as condi¢des nas fronteiras da

agua. Observe que foi admitido uma onda em profundidade finita e estacionaria

_h’<x7 y)'
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3 TEORIA LINEAR

Ondas superficiais reais sao inerentemente nao lineares. Porém, quando
assumimos que as amplitudes das ondas sao muito pequenas comparado com o
comprimento de onda e com a profundidade da &gua, ou seja, a superficie da dgua
é quase plana, podemos impor as condi¢oes de superficie livre em z = 0 e assim
temos uma linearizacao do problema de ondas em agua. Este é um procedimento
bastante usado e apropriado em intimeras situagoes. Neste capitulo, descrevemos

resumidamente a teoria linear de ondas aquéaticas.

3.1 Formulacao do Problema Linear

Seguindo Whitham [18] e Farina [6], podemos expor a forma linearizada
da condigao de contorno cinematica (2.7) na superficie livre como

on _ 0¢
L _ZF =0 3.1
ot 0. o ST (381)
enquanto que a forma linearizada da condigao de contorno dinamica (2.14), despre-

zando a pressao atmosférica é

99
E—i—gn—O em z=0. (3.2)

Diferenciando a equagao (3.2) com respeito a t e substituindo na equacdo (3.1),
temos

0%¢  9¢

Wﬂ;%:o em z=0. (3.3)

A equacao de Laplace e a condicao de contorno no fundo constante juntamente com

a equagao (3.3) formam um problema linearizado independente de 7, que é expresso

por
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fa2¢ a2¢ a2¢

0x2+8y2+022:0 em —h<z<0,
2

) %—l—g%:() em 2z=0, (3.4)
%:0 em 2= —h.

\

Depois de ser encontrado o potencial de velocidade ¢, a equacao (3.2)
fornece na superficie livre média z = 0 a seguinte relacao que explicita  em termos

da derivada temporal de ¢.

19¢

3.2 Solucgoes

Estudaremos solugoes que descrevem o comportamento periédico das
ondas, fazendo com que a condi¢ao de contorno exata seja automaticamente satis-
feita no fundo. Para isso, supde-se que a solugao do problema linear (3.4) é dado da
seguinte forma.

b = %F(Z)Re(e’i(k'q’m)), (3.6)

onde o vetor q é um vetor de coordenadas q = (x,y).

A equagao (3.6) modela uma onda de amplitude a = %,

freqiiéncia
21

angular w = <& e comprimento de onda é A = 2% Aqui H é a altura, 7 é o periodo

e k = |k| o numero de onda com k = (k1, k) sendo o vetor de onda.

Substituindo a equagao (3.6) na equacao de Laplace dada no problema

(3.4), obtemos uma equagao diferencial ordinaria em I'; dada por:

I — kT = 0. (3.7)
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A solugao geral desta EDO é dada por
['(z) = Asenh kz + B cosh kz. (3.8)

onde A e B sao constantes arbitrarias. Para determina-las impomos a condic¢ao de

fundo do problema (3.4), que nos fornece I' () = 0 em z = —h. Dai temos que

I"(z) = Akcoshkz+ Bksenhkz,
I"(—=h) = Akcosh(—kh)+ Bksenh (—kh) = 0.

Portanto,
Ak cosh (—kh) = —Bksenh (—kh).
Observe que cosh é uma fungao par e senh é fmpar. Logo temos
A = Btanhkh.

Assim

['(z) = B(tanhkh senhkz + coshkz),

senh kh cosh kh
I'z) = B < . senh kz + T cosh k;z) ,
B
['(z) = (senh kh senhkz + coshkh coshkz).

cosh kh

Usando a identidade trigonométrica
cosh (o + ) = cosha cosh §+ senha senh f,
temos

- pesie

(3.9)

Diferenciando (3.6) com respeito a t e usando o fato que cosseno é uma

funcao par, temos:

6 = i)—gF(z)cos[—(k'q—Wt)L

do  ag
3% = L ['(z)wsen (k- q — wt),
% = agl'(z)sen(k-q— wt).
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Agora, usando (3.5) em z = 0 obtemos,
n(z,y,t) = —al'(0) sen (k - q — wt).

Avaliando T'(0) na equagao (3.9) temos

o) = B.
Com isso,
n = —aBsen (k-q— wt).
Pela hipotese que a é a amplitude da onda, entao temos que B = —1. Logo,

n=asen (k- -q— wt). (3.10)

A equagao (3.10) descreve o comportamento peridédico da onda na superficie livre

em q e .

3.3 Relagao de Dispersao e Velocidade de Fase

Nesta se¢ao, usaremos as equagoes ja descritas para desenvolver uma
relacao entre a freqiiéncia w, a profundidade da dgua h e o nimero de onda k, que
é chamada de relacao de dispersao. Também encontraremos uma férmula para a

velocidade de propagacao de uma onda, chamada de velocidade de fase.

: - %9 () :
Partindo da condig¢ao de contorno o2 = Uy, emi= 0, descrita na
z
segao 3.1, e usando a equagao (3.6), temos

0? 0

prel %F(z) cos(k-q— wt)] 95, %F(z) cos(k-q— wt)] )
—wT(2)cos (k-q—wt) = —gI'(2)cos(k-q— wt),

W(z) = —gl'(2).

De (3.9), temos

h[k(z + h)] senh [k(z + h)]
2l  _okB
v cosh kh g coshkh '
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e em z = 0, temos

o cosh kh senh kh
W—— = gk—+—
coshkh 7" cosh kb’

ou seja,

w? = gk tanh kh. (3.11)

Esta equagao é a chamada relagao de dispersao para ondas lineares em profundidade
finita. Ela expressa uma tUnica relacao entre w, k e h. Se duas dessas variaveis sao

conhecidas, a terceira estara unicamente definida.

Vejamos agora a velocidade de propagacao de uma onda, ou velocidade

de fase da onda, que por definicao é dada por

A w
c=-=7 (3.12)
Se usarmos a relacao de dispersao (3.11), temos
2 _ 9
== tanh kh. (3.13)

A equagao (3.13) mostra uma dependéncia da velocidade da onda com
a profundidade da agua e o ntimero de onda. Para dados valores de k ou w, essa
equagao mostra que a onda se propaga mais rapidamente em aguas de maior profun-
didade. Essa dependéncia da velocidade com o nimero de onda na equagao (3.13) e
também as dependéncias descritas na equagao (3.11) caracterizam ondas dispersivas.
No caso de ondas em agua, como as ondas longas se propagam mais rapidamente
que ondas curtas, para ondas se propagando longe da regiao onde foram geradas, as
ondas mais longas vao precedendo progressivamente as mais curtas. Assim temos a

dispersao gradativa do campo de ondas.

3.4 Classificagao das Ondas em Relacao & Profundidade

Devido a influéncia da profundidade da agua nas equacoes apresentadas
até o momento podemos classificar as ondas de gravidade como ondas em &aguas

rasas, intermediarias e profundas. Esta classificacao sera util no capitulo 6, quando
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investigarmos empinamento de ondas. Usaremos aproximagoes assintoticas para as
fungoes hiperbolicas contidas nas equagoes que definem o movimento e a velocidade

das ondas.

Tabela 3.1: Comportamento assintotico das fungoes hiperbolicas

kh—0 kh— —o0

senh kh kh et /2
cosh kh 1 et /2
tanh kh kh 1

A tabela 3.1 mostra os comportamentos assintoticos das fungoes hiper-
bolicas. Assim, quando kh — 0, temos as seguintes aproximagoes para a relacao de
dispersao e a velocidade de fase da onda. Partindo da equagao (3.11), temos que a

relacao de dispersao em &aguas rasas torna-se,

w? = gk(kh). (3.14)

Agora, usando a equagao (3.13), a velocidade de propagagao da onda é

aproximada da seguinte maneira,

2 _ 9
= =kh
c 3 eh
ou seja,
¢ = (gh)2. (3.15)

Esta equacao é chamada de velocidade de fase da onda em dguas rasas.

As aproximagoes quando kh — oo representam ondas em aguas pro-
fundas, ou seja, a batimetria do fundo nao influencia no desenvolvimento da onda.
Faremos novamente a substituicao dos valores assintoéticos das fungoes hiperbolicas

na relacao de dispersao. Assim temos
w? = gk, (3.16)

que ¢ a relacao entre freqiiéncia e nimero de onda para ondas de gravidade em aguas

profundas, chamada de rela¢do de dispersao para dguas profundas. Esta relacao pode
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ser reescrita em termos da velocidade de fase da onda c. Para isso usamos a equagao

(3.13), e temos

c= (%)é . (3.17)

T .
Como A\ = —, podemos escrever esta equagao como

k
c= (%)é . (3.18)

Esta dependéncia da velocidade da onda com a raiz quadrada do comprimento da
onda implica em uma substancial variagao da velocidade com o comprimento de
onda. Isso reforca a propriedade que diz que ondas de maior comprimento se pro-

pagam mais rapidamente, em dguas profundas.

Agora mostraremos alguns valores que sao considerados limites para
que a profundidade da agua em relacao ao comprimento de onda facam com que

kh — 0 e kh — —oo na tabela 3.1.

Seguindo Lighthill [10], para valores de kh > 1,75, temos
0,97 < tanh? (kh) < 1, ou seja, tanh? (kh) ~ 1. Assim, da equagao (3.13) chegamos
as equagoes (3.17) e (3.18). Isso significa que A = 2% ou A(kh) = 2rh implica em
2mh > 1,75\ ou h > 0,28\. Entao, para h > 0,28\ podemos considerar que a
onde esta em aguas profundas, ou seja, que a batimetria do fundo nao influencia no

desenvolvimento das ondas.

1
Por outro lado, para valores de kh < 0,44, temos 0,97 < % <1,

ou seja, tanh (kh) ~ kh. Assim, da equacao (3.13) chegamos a equagao (3.15). Isso
significa que A = 27” implica em 27h < 0,44X ou h < 0,07\. Ou seja, para h < 0,07\

podemos considerar ondas em aguas rasas.

Assim, podemos dizer que em profundidades entre 0,07\ e 0,28\ (cor-
respondendo a comprimentos de onda entre 3,5h e 14h) a velocidade de fase se dis-

tancia significativamente de suas formas limites dadas nas equagoes (3.15) e (3.17),
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[0 s ettt

o.5(gh)*

T T T T T T T A
2h 4h 6h 8h 1oh 12h 14h

Figura 3.1: A velocidade de onda ¢ para ondas de comprimento variavel A em aguas com

profundidade uniforme h. Note o comportamento assintético da velocidade
1
da onda ¢ = <@> ? para aguas profundas e ¢ = (gh)% para ondas longas. De

21
Lighthill [10].

para ondas em aguas rasas e profundas, respectivamente. Neste caso, as ondas sao

consideradas em aguas intermediarias. A figura (3.1) evidencia bem esse fato.

Nesta figura, note o comportamento assintético da velocidade da onda
em relagao a profundidade da agua, que esta em funcao do comprimento de onda.
Nesta condigao, a profundidade da dgua é chamada de profundidade relativa da dgua,

ou seja, a razao entre a profundidade da dgua pelo comprimento de onda.

A profundidade relativa da agua nos informa se a onda encontra-se em
aguas rasas, intermediarias ou profundas. Segundo a teoria de Lighthill [10] vista
acima, os valores limitantes da profundidade relativa sdo h/\ > 0,28 para adguas
profundas, h/\ < 0,07 para aguas rasas e no intervalo 0,07 < h/A < 0,28 se

caracteriza o regime de dguas intermediarias.

Portanto, quando fazemos aproximacgoes para as fungoes hiperbolicas
contidas nas equagoes que governam o desenvolvimento das ondas em agua, estamos

cometendo erro. Para diminuir este erro, devemos ter o cuidado de usar um adequado
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valor limite para a profundidade relativa, ou seja, devemos diminuir o valor limite

da profundidade relativa em aguas rasas e aumentar esse valor em dguas profundas.

Tabela 3.2: Erros devido as aproximacoes feitas nas fungoes hiperbolicas contidas na for-
mula da velocidade de fase da onda, segundo Kinsman [9]. Observe que ¢,
indica a velocidade de fase em aguas profundas, enquanto que ¢, e ¢ em aguas
rasas e intermediérias, respectivamente.

Erro em ¢/¢, ou ¢/c, Profundidade Relativa
devido as aproximagoes (h/X)

hiperbolicas em (%)  Aguas profundas Aguas rasas
0,5 0,474 0,006
1,0 0,417 0,010
2.0 0,358 0,019
5,0 0,277 0,048
10,0 0,211 0,095

Na tabela 3.2, Kinsman [9] mostrou os erros devido as aproximagoes
feitas nas fungoes hiperbodlicas que estao nas equacgoes da velocidade de fase das
onda. Estes erros foram calculados pela razao entre as velocidade de fase da onda
em aguas intermedidrias e profundas, assim como pela razao entre as velocidade de

fase da onda em aguas intermediarias e rasas.

Observe que se adotarmos os valores limites da profundidade relativa
citados por Lighthill, /A > 0,07 e /X < 0,28, os erros sao de aproximadamente
5%.

Verificando a tabela 3.2 vemos que outros valores para a profundidade
relativa produzem erros menores nas aproximagcoes assintoticas da velocidade de
fase da onda. Por exemplo, os valores sugeridos no Manual de Engenharia Costeira
(Coastal Engineering Manual) 2], que levam em conta os seguintes valores limites
da profundidade relativa para considerar ondas em &guas rasas, intermediarias e

profundas.

e Ondas em aguas rasas: X < 0,05.

e Ondas em aguas intermediarias: 0,05 < X < 0,5.
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e Ondas em &guas profundas: —>0,5.

Observe que o erro cometido quando fazemos aproximagoes nas equa-
¢oes que descrevem a velocidade de fase das ondas em aguas profundas é menor que

0,5%, enquanto que o erro cometido ao assumir ondas em aguas rasas é menor que

5%.

3.5 Velocidade de Grupo

O movimento de um grupo de ondas pode ser considerado como o mo-
vimento de um trem de ondas senoidais. Quando um grupo de ondas se propaga
na agua, cria-se uma linha imaginaria que delimita o grupo. Essa linha encontra-se
variando lentamente no espaco e no tempo e essa variagao periddica forma varios
pacotes de ondas. A velocidade com que essa linha imaginaria envoltoria se propaga

chama-se velocidade de grupo.

Figura 3.2: Velocidade de grupo: Observe que a linha continua é uma linha imaginéria
que envolve um grupo de ondas dado pelos pontilhados. A velocidade com
que essa envoltéria se desloca é chamada de velocidade de grupo.

A figura 3.2 mostra como ocorre o deslocamento dos pacotes de ondas.

Observe que a curva com linha continua representa a linha imaginaria que envolve
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os pacotes de ondas, enquanto que as curvas pontilhadas representam as ondas

separadamente.

Se observarmos em uma situagao real o deslocamento de um grupo de
ondas na agua, veremos que a onda que estd na frente do grupo vai diminuindo
e some de repente! a frente é entao ocupada pela onda que seguia logo atras, a
qual continuard também a diminuir de altura e desaparece. Em contrapartida,
se seguirmos uma onda que progride atras do grupo, verificamos que uma outra
onda nasce atras dela e vai progressivamente crescendo e depois também tende a

desaparecer. Esse fenomeno continua se repetindo.

O fato das ondas desaparecerem & frente de um grupo de ondas e sur-
girem outras ondas atras do mesmo grupo ocorre pela conservacao de energia no
sistema. Por isso, a velocidade de grupo ¢é a velocidade de transporte de energia das
ondas. Isso torna a velocidade de grupo mais importante que a velocidade de fase,

de certa forma.

Neste trabalho vamos examinar como ocorre o deslocamento de um
grupo de ondas, verificando principalmente as relagoes existentes entre a velocidade

de fase e a velocidade de grupo.

Seguindo Lighthill [10], a velocidade de propagac¢ao de um grupo de

ondas é definida como
o
- dk’

Usando a relagao de dispersao (3.11), temos que a velocidade de grupo pode ser

(3.19)

Cyg

expressa como

| &

cg = k(gk tanh k:h)%
(

N~

_1 gkh
ktanh kh) "2 | gtanh kb + — 2o
gk tanh kh) [g anh i coshz(kh)}

e usando também a velocidade de fase da onda (3.13), temos que

1 2kh
=— |1+ ———]c 2
=3 [ T ek (Qkh)} ‘ (3:20)
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Esta é a relacao entre velocidade de um grupo de ondas e velocidade de uma de-
terminada onda desse grupo em &dguas de profundidade uniforme h. Observe que a
velocidade com que o grupo de ondas se propaga depende da freqiiéncia da onda,

da profundidade da agua e é proporcional a velocidade de fase da onda.

No caso de dguas profundas, a relacdo de dispersao é dada por (3.16).

Assim a velocidade de grupo pode ser escrita como,

o - do-(®)

Como a velocidade de fase em dguas profundas é ¢ = (%)

N

, temos
= —c. (3.21)

Ou seja, a velocidade de um grupo de ondas em aguas profundas é igual a metade

da velocidade de fase de uma das ondas pertencentes ao grupo.

Para aguas rasas também podemos expressar a velocidade de grupo de

uma maneira especial. Assim, usando a equagao (3.14), temos

dw

1
Cg = %:(sz-

Observando a equagdo (3.15), chegamos a seguinte expressao para velocidade de
grupo em aguas rasas.

Cg = C. (3.22)

Assim, em aguas rasas, a velocidade de fase e a velocidade de grupo das ondas

coincidem.
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4 O PROBLEMA FRACAMENTE
NAO-LINEAR

Veremos agora um desenvolvimento do problema fracamente nao-linear

para ondas em aguas profundas.

Seguindo Stoker [16] e Newman [12], faremos aproximagoes para o pro-

blema de ondas em agua descrito na segao 2.3, que é dado por:

*¢ 0%  0%*
8x2+8y2+8z2_0 em —oo<z<0, (4.1)

o6 1| [06\> [06\° [06\°
S ) (5 (3)

0 0¢ 0 0¢ 0 0
_77+¢_77+¢>_n_¢

+gn=0em z=n(vyt), (42)

ot = drdr ' dydy 0= em z=n(z,y,t), (43
% =0 quando h(z,y, —00) — co.  (4.4)

Observe que na equagao (4.2) foi desprezada a pressao atmosférica.

Veremos que a teoria de ondas de pequena amplitude pode ser obtida
como uma aproximagcao da teoria das ondas. Para isto, faremos algumas hipoteses
adicionais como supor que a velocidade das particulas da agua, a elevacao da super-
ficie livre z = n(x,y,t), assim como todas as suas derivadas, sdo pequenas quanti-
dades. Desta forma, podemos assumir que o potencial de velocidade ¢(x,y,n,t) e a
elevagao da superficie da agua n(z,y,t) possuem a seguinte expansao em séries de

poténcias com respeito ao parametro ¢:

=M 4203 4 8B ¢ | (4.5)

n=n"+en® 2@ 4 (4.6)
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4.1 Aproximacgao Para o Problema de Segunda Ordem

Para facilitar os calculos desenvolveremos aqui as expansoes de ¢ e 1,

segundo as respectivas equagoes (4.5) e (4.6), apenas até O(g?) e depois substituire-

mos no sistema de equagoes (4.1-4.2-4.3) para obtermos as equagoes que formulam

o problema segundo a teoria de Stokes !.

Como ¢ se refere a z =n e n =n(x,y,t), para calcular as derivadas da
funcao ¢ em relagao a x,y e t, devemos usar a regra da cadeia.

Para fazer as aproximacgoes, expandiremos 7 em série de Taylor em
torno de z = 0 na equagao (4.2). Assim temos

109 1 B
U——QE—%(VQVV@ em z=n(z,y,t)
1[0 1 o 1/86 1 B
1/06 1 1 8% , B
——5(6t+§v¢-v¢>—;natavaO(e) em z=0
Assim,

196 1 [96\> 1 [96\2 1 [96\> 1 0% 3
——— = \=) == =5 ) ——n + O(g”)
got 29 \Ox 2g \ Oy 2g \ 0z g otoz

Substituindo os termos da equacao anterior em séries de poténcia de acordo com as
equagoes (4.5) e (4.6), temos

7O 4 enM 2@ £ O(?) =

L George Gabriel Stokes (1819-1903) foi um dos primeiros pesquisadores nesta area. Ele teve
interesse particular em ondas de gravidade, periédicas e bi-dimensionais em dgua de profundidade
infinita.
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como estamos interessados em termos O(g?), fazemos os célculos e desprezamos os

valores de maior ordem. Assim temos:

@ +en® + 2@ + 0(?) =

_ ¢ oW an©@  gpm 926D 9D gn©  §2e1) Gp©) n(o) B
g| 0z Ot ot 0z0t 0z Ot 022 Ot

g2 2o on™ 963 on®  9p2) 1 (9¢M on©@  9pM) 2
E(az or oz ot m)ﬁ(az m*m)*

1 (9 o . M\ . 1 (9 2 . 826 . 9o on© . 26 on© RN
2\ 0z Oy dy 2\ 0z 0z0t 0z Ot 0z2 Ot

9?0 9™ onM 9@ on©  §2¢M on 9262 9n© 77(0) —|—O(53)
020t 0z Ot 0z Ot 022 Ot 022 Ot '
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Da mesma maneira, expandindo em série de poténcias os termos da equagao (4.3)

temos:
99 _dn 0900 , 060 em z=n(z,y,t)
8. ot  0zdx  Oyoy B
9o 23¢(2) .
€, +e 7% +0(e’) =
B on(© onW 2377(2> on(® onW 2(977(2)
- o o 8t+[83:+58x Eax}'
[ (06 on©® 9t ) I on™ 962 oan® 9P\ ]
_8(82 8x+8x>+8(0z 8x+6z 8x+8x>_+
[ (00 on© 9t ) 9o on 962 on©  9pP\ ]
5 + +¢ + :
I ( 9z 9y dy ) ( 9z Oy 9z Oy dy )
[on(© on™ 2377(2)
O(&%).
oy oy 3y}+(€>

Desenvolvendo os calculos e desprezando os termos de ordem maior que O(g?), temos

AW 23¢(2) 5 _30(0) onW oM an© 9\ 9n©
s e O = +5[ ot +<6z 0z 63:) 0z
9o on© 9\ on©) ) on? 0o on© 9\ on™
(az Dy 8y)8y]+6[@t+<8z Dz ax>8x+
oM an™M 962 on® 9y on© oM an©@ 9\ on™
( 0z Ox 0z Ox Ox ) Ox +( 0z Oy y ) dy
M onM 2 on(0) 2) (0)
99t ont) 09 On 0™\ In L O,
0z 0Oy 0z 0Oy oy dy
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Desenvolvendo os calculos e fazendo igualdade de polinémios em po-

téncias de €, temos:

Para &Y
on(©
0 — =
n 0 e T
Para ¢!
77(1) _ _1 DM 577(0)+a¢(1) 2?01 9o on©@ 926 gp(®) 77(0)
gl 0z Ot ot 0z0t dz Ot 0z2 Ot
I on™ 9o an© 9\ on© oM on© 9\ 9n©)
0=~ o +'( 0= 0 | oz ) Dz *‘( 9= oy oy ) Dy
Para &2

1 96D onM 9632 on® 2 1 /06M on© g\ 2
,,,@):__[(cb ¢ n+¢)+_<¢ n+¢>+

g 0z Ot 0z Ot ot 2\ 0z Oz ox

1 (060 9@ oV 2+1 M\ ° 26D 9™ 8n(0>+82¢(1) on® SR
2\ 0z Oy y 2\ 0z 0z0t 0z Ot 0z Ot

9?0 9 onM 963 an©  §2pM on 9262 9n© 77(0) +O(53)
020t 0z Ot 0z Ot 022 Ot 022 Ot '

+

I on oM on©@ 9\ ont) oMW an™M 962 on©  9pP\ on©
az_[m (max+m)m+(&ax+&ax+m>m

9o on©® 9\ onM 9o on 962 on©@ 9P\ on©®
(82 dy 8y)8y (82 dy 0z 8y+8y)8y]
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Reescrevendo os sistemas de ordem O(e!) e O(g?), levando em conta
on®

Ot

=0 e as novas funcdes ¢V e ¢® sdo harmonicas, temos

A =0 em —oo<z<0

19
Q)
n ot (4.7)
a¢ﬂ)__anﬂ)
0z ot
'Agb(z) = 0 em —oo<z<0
@ ogpM) M\ 2 1\ 2
7](2) — _1 agb 677 _|_1 8¢ _|_1 a¢ +
gl 0z Ot 2\ Ox 2\ Oy
(4.8)
1 /96W\° 9@  926M 0
5( az> "o T ozt
0o on@ 9 on™ g™ onM)
0z ot T or or oy oy
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4.2 Solugao Para o Problema de Segunda Ordem

Apresentaremos nesta se¢ao os passos para encontrar uma solugao para
o problema (4.8) de segunda ordem de nao-linearidade em aguas profundas. A partir
desta solucao mostramos também a relagao entre altura, periodo e niimero de onda,

que é a relagao de dispersao para ondas fracamente nao-lineares em agua.

Para facilitar o desenvolvimento, seguindo Yuen & Lake [21], assumimos
ondas planas na direcao y. Assim, podemos considerar um caso particular como

sendo o problema bi-dimensional.

Como estamos interessados em encontrar solugoes que descrevem o com-
portamento peridédico das ondas, fazendo com que a equagao governante, Laplace e
as condicoes de contorno cinematicas e dinamica sejam satisfeitas, assumiremos que

a solucao do problema fracamente nao-linear é dado da seguinte forma:

P(z,z,t) = Z ¢;1j(2) sen [j(kz — wt)] (4.9)
n(x,t) = an cos [j(kx — wt)]. (4.10)

Onde N ¢ a ordem de nao-linearidade do problema, ¢; e 7; sao constantes.

Levando em conta que os ¢ sdo harmoénicos e usando a condicio
de fundo, que é automaticamente satisfeita, encontraremos as expressoes para as

funcoes I';(2).
Desenvolvemos as derivadas de ¢ (z, z,t), n*)(z,t) e substituindo nas
equagoes do problema (4.7) e (4.8) chegamos que

oWV (z,z,t) = %ekzsen(lm—wt),

¢ (z,2,t) = 0
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nW(z,t) = acos(kx —wt),

1
n?(x,t) = ékaz cos [2(kx — wt)].

Assim a solucao fracamente nao-linear para o problema de segunda

ordem em aguas profundas é dado como sendo

n(x,t) = acos (kr — wt) + %kcﬂ cos [2(kx — wt)] (4.11)

o(z, z,t) = %ekz sen (kz — wt). (4.12)
onde a ¢ a amplitude da onda.

Expandindo a fungao w(k) pode ser mostrado que a relagao de dispersao

para a soluc¢ao de segunda ordem nas equagoes (4.11) e (4.12) é dada por

=

w = (gk) (1 + %k%ﬂ) | (4.13)

Note que a equacao (4.13) é uma corregao para as solugoes lineares

apresentadas no capitulo 3 e que também ha dependéncia na amplitude da onda.
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5 ONDAS NAO-LINEARES PERMANENTES

O problema de ondas estacionérias em agua é um dos problemas mais
classicos da matematica aplicada. Existe um grande volume de literatura nessa area,
tanto na drea numeérica, que permite resolver problemas altamente nao lineares, como

na analitica.

Como estamos interessados no problema nao-linear estacionario, se-
guindo Groves [8] e Yeung [20], consideramos o problema descrito na segao 2.3 e

fazemos algumas hipoteses adicionais, como

77(% Y, t) = 77(“” - Clt, Yy — CQt)a

(b(I?y? Zat) = ¢<$ - Clt7y - 02t7 2)7

que significa que a onda tem uma translacao uniforme na dire¢ao horizontal xy,
com velocidade ¢ = (¢y, ). Pelo fato de nao trabalharmos com o tempo, a partir
daqui denotamos x e y como abreviagoes para r — cit e y — cot, respectivamente.
Deste modo podemos escrever as equacoes nao-lineares governantes para ondas tri-
dimensionais estacionarias como

( a2¢ 82¢ 82¢ B
0x? * Oy? * 022

0 em —h<z<n,

dp  O0pdn  0¢pOn

ge _geon 999 _ em z=1n(x,y),

Jz Oxrdx 0Oydy

G () + ()

96 _0960n _0¢0n _,
( 0z Oxdx Oydy

(5.1)

P,
+g77=—7 em z=n(z,y),

em z= —Ah,

Para o problema de ondas bi-dimensionais estacionarias, faremos uma

formulacao em termos da funcgao corrente . Para isso, assumimos a partir daqui
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que a coordenada x indica a dire¢ao horizontal, y indica a direcao vertical e a origem
do sistema cartesiano encontra-se no fundo da agua. Lembrando que (u,v) sdo as

componentes do vetor velocidade u, a funcao corrente ¢ é definida de tal forma que

op 0y
e
0] o
_ 9 5.3
v dy ox (5:3)
Observe que ¥(x,y) satisfaz a equagao da continuidade (2.1) e a equagao de Laplace
(2.5), entao
0y 0%
D T S, . 4
9 + Iy 0 em 0<y<n(z) (5.4)

As condigoes de contorno que devem ser satisfeitas pela funcao de corrente sao

¥(z,0) =0, (5.5)

na origem (fundo) e
P(x,n(r)) = -Q, (5.6)

na superficie livre y = n(x). Na equagao (5.6) @ é a vazao volumétrica por unidade
de comprimento. Neste caso, assumimos que o fluxo movendo-se da direita para
a esquerda estarda no sentido negativo. Na superficie livre, a pressao é constante,

assim, pela equacao de Bernoulli temos

G -5

onde R ¢ a energia total do sistema.

+gn = R, (5.7)

5.1 Aproximacao de Ondas Completamente Nao-Lineares

Permanentes

Faremos agora a apresentacao do problema de ondas estacionérias com-

pletamente nao-lineares, baseado no trabalho de Rienecker & Fenton [13]. Estes
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autores usaram um método espectral para aproximar o sistema de equagoes nao

lineares e o resolveram numericamente usando o método de Newton.

Neste trabalho, a partir daqui, o simbolo (*) significa que a variavel é
dimensional. Todas as variaveis sao adimensionalizadas com respeito a aceleragao
da gravidade, g* e a profundidade média da &dgua, n*. Para isso, assumimos que a

profundidade média da agua é finita. Assim, faremos as seguintes substituicoes:

x* y*
r= =, Y= =,

n n
S Y _

T VT
Q= Q R =

e a velocidade de fase c = C*_*,
g
) e 2m , .
e o nimero de onda k = k7" = v —7n", onde \* é o comprimento de onda,
e 0 periodo da onda 7 = 7" g—*,
n

*

o nivel de referéncia arbitraria D =

—x

Se a simetria da onda pela crista for explorada, 1 (x,y) pode ser escrita

cOomo

senhjky ,
(z, Boy—l—z i cosh JkD cos jkx, (5.8)

satisfazendo a equagdo de Laplace e as condigoes de contorno (5.5) e (5.6). Pela
condicao de contorno (5.5), os coeficientes By, By, -+ , By s@o constantes para uma
onda particular. Como hipotese, para resolvermos computacionalmente o problema,
deveremos fazer N finito, ou seja, vamos truncar a série e obtermos uma solugao

aproximada para a solucao. Para melhorar a solucao obtida, devemos truncar a
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série depois de ocorrer convergéncia da mesma, assim diminuiremos os erros obtidos

através do truncamento desta. Assim a equagao (5.6) torna-se,

senhjkn ,
B kr = — 5.9
071+Z i cosh kD kT = @, (5.9)

e a equagao (5.7) assume a forma

2

h
k:z senh jh7) cosjkx| +n=R,

7 cosh jkD jkD

cosh jkn ,
By+k k
ot Z:: coshjk:D COSJRY

(5.10)

para todo .

Nestas aproximagoes, observamos que os argumentos de senh jkn, cosh jkn
e cosh jkD crescem muito para grandes valores de j. Isso pode causar indesejaveis
erros numeéricos antes de efetuarmos o calculo da divisao, na equagao (5.10). Para
evitar esse tipo de problema, podemos aproximar os coeficientes de Fourier como

cosh jkn senh jkn
cosh jkD  coshjkD

~ expljk(n — D)), (5.11)
para grande valores de j.

O Parametro D é escolhido préximo a n. Segundo Rienecker & Fenton
[13], uma boa escolha é D = 1, correspondendo & profundidade relativa que carac-
teriza o regime de 4guas intermediarias. Observe que as adimensionalizacoes de D*
e n* sao idénticas. Logo, quando tomamos o valor do nivel de referéncia arbitrario
D =1, estamos tomando o valor dimensional como D* = 7*, ou seja, o valor de D*
é aproximadamente o valor médio de n*. Vale lembrar que a origem est& no fundo
da agua, entao, a profundidade média 1" esta proxima da elevacao da superficie da

agua n*.

Para resolver o problema numericamente, as equagoes (5.9) e (5.10)
devem ser satisfeitas em 2N pontos. Esses serao distribuidos igualmente espacados
sobre um comprimento de onda. Por simetria, podemos trabalhar com apenas N +1

pontos, da crista ao cavado da onda.
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A 2
Seja 1, = n(z,,) onde xm:m—,m:O,l,---,N. Como)\:—ﬂ,
e 2N k

entao, kx,, = N . Assim que as equagoes (5.9) e (5.10) serdo escritas como,

hjk ‘
Bonm+z 2RI cos (]mw>+Q:0 para m=0,1,--- N, (5.12)

coshjkD N
e
. R (5.13)
param =0,1, --- , N, onde
cosh]k;n jmm
m = DBonm+k j vl ms Im )
! 07l Z i cosh jkD ( N ) = Wl ym)
senhjkn jmm
m k vl B ms Ym)-
! Z CoshjkD sen ( N 0(@m, Ym)
Até aqui, ja definimos 2N + 2 equagoes nao lineares. Porém, estas
envolvem 2N + 5 variaveis, que sao, n;, (j =0,1,---,N), B;(j =0,1, --- | N), k,

Q@ e R. Assim, para obtermos uma solugao, deveremos especificar mais trés equagoes.

Usando o fato que as variaveis sao adimensionalizadas com respeito a
profundidade média da agua 7", podemos definir uma equagao que envolve a elevagao
da superficie livre 1. Lembrando que a profundidade média adimensionalizada é

unitaria, temos
A
/ndS = —, (5.14)
g 2

onde S é a distancia horizontal contada da crista ao cavado da onda. Os limites
inferior e superior sao xq e xy, referente as abscissas da crista e do cavado da onda,

respectivamente.

Usando a regra trapezoidal de integracao numérica para aproximar

(5.14), temos

2N

N-1
no+mv+2znj] ~1=0 (5.15)

=1
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Ainda faltam especificar duas equagoes. Contudo, se atribuirmos valo-
res para () e R, podemos resolver de maneira tnica esse sistema de equagoes, com

2N + 3 equacoes e 2N + 3 incognitas.

Contudo, para problemas préaticos, geralmente sao dados os valores da
altura e periodo da onda, H e 7, respectivamente. Assim, ao invés de fornecermos
os valores de () e R, podemos atribuir duas equacoes adicionais para definir H e 7.
Desta forma, temos

no—nn —H =0, (5.16)

onde 71y provém da elevacao da superficie na crista e ny do cavado da onda. Esta
equacao sai diretamente da definicao da altura onda, ou seja, a altura da onda é a
distancia do cavado a sua crista. A equagao que envolve o periodo da onda, por sua
vez, é dada por,

ker —2m = 0. (5.17)

Esta equacao é retirada de A = 27”, onde A = c7. Observe que nesta equagao foi
usada mais uma variavel, a velocidade da onda c. Logo, devemos definir mais uma

equagao ao nosso sistema.

Nessa proxima equagao, indicaremos qual seré a velocidade com que a
onda viaja. Para isso, deveremos especificar a velocidade Euleriana cg (corrente),
por todo o fluido. Em aguas estacionéarias, a velocidade em cada nivel do fluido é o
valor negativo de By. Quando consideramos o deslocamento relativo da onda, para
algum lugar que esta se move, a velocidade da onda c esta implicita, tal que, para
ondas estacionarias podemos dizer que a velocidade Euleriana média é cg = ¢+ By.

Assim, se a corrente cg é especificada, ¢ satisfaz a equagao

¢—cp+ By =0. (5.18)

Alternativamente, é apropriado especificar a velocidade média de par-
ticula (que é a velocidade de transporte de massa, aqui denotada por ¢g). Em aguas
estacionarias com a profundidade média unitéria, a vazao volumétrica @) é igual a

velocidade média com que a particula de fluido se move abaixo da onda. Portanto,



36

a velocidade de transporte de massa pode ser dado para esse tipo de ondas como
cs = ¢ — (@, tal que, se a velocidade de transporte de massa ¢, for especificado, ¢
satisfaz a equacao

c—cs—Q=0. (5.19)

Como ja mencionamos, para resolver esse problema, nao necessaria-
mente os valores de H e 7 devem ser especificados. Outras duas variaveis, no caso )
e R, poderao ser dadas em seus lugares. Caso 7 seja especificado, entao pela equagao
(5.17), obrigatoriamente um dos valores cg ou ¢s devem ser dados para serem usados

nas equagoes (5.18) ou (5.19).

Por fim, as 2N + 6 equagoes (5.12)-(5.19) formam um sistema fechado
de variaveis (n;, Bj(j = 0,1, --- ,N),c, k,Q, R).
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6 SIMULACAO NUMERICA

Para resolver o sistema de equagoes nao-lineares (5.12)-(5.19) descrito
na secao 5.1, implementamos um coédigo em Fortran, baseando-se no método itera-

tivo de Newton.

A escolha deste método se da pelo fato deste poder fornecer uma boa
aproximacao, necessitando de poucas iteracoes e conseqiientemente de um pequeno
esfor¢co computacional. Uma descricao mais detalhada deste método encontra-se no
apéndice, onde seguindo Burden & Faires [1], fazemos um detalhado desenvolvimento

para resolver sistemas de equacoes nao-lineares no R™.

6.1 Solucao das Equacoes Pelo Método de Newton

O sistema de equagoes nao-lineares (5.12)-(5.19) pode ser escrito como

fi(nj, Bj, ¢, k,Q,R) =0, i,j=1,--+,2N +6, (6.1)
onde, para
e i=1,--- N+1, f; érepresentado pela equagao (5.12);
e i=N+2, -+ 2N +2, f; érepresentado pela equagao (5.13);
e foni3 € representado pela equagao (5.15);
e foni4 € representado pela equagao (5.16);
e fonis € representado pela equagao (5.17);

fan+e € representado pela equagao (5.18) ou (5.19).

Esse sistema de equagoes pode ser resolvido pelo método iterativo de Newton (ou

Newton-Rapson).
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Para simplificar denotaremos
F(zy, 22, -+ 2an46) = [i(ny, By ¢, k, Q, R)
onde F' é uma funcao diferenciavel, como mostrado no apéndice.
Pelo método de Newton-Rapson, a solugao no passo p + 1 é dada por
{2} = (2} - (7))
onde,

0fi
8acj

Jij = (i,7=1,2, - 2N +6).

Todas as derivadas da matriz jacobiana [J] podem ser obtidas de uma
forma fechada, baseada nas equagoes dadas por f. Para obtermos maior estabilidade
numérica, seguindo Fenton [7], que resolveu um problema similar a este, faremos os

calculos dessa matriz numericamente.

A aproximacao inicial para a solugao é assumida como sendo uma onda

linear senoidal, dada por

1
D = 1—|—§HCOS<%> para m=0,1, --- ,N,
B(] = —C,
1H
B = ———
! 4 ck
B; = 0 para j=2,3, --- , N,
= C,
1
= 14 =2
+2c,

onde ¢ e k sao encontrados iterativamente a partir de

2m {tanhk}"l’
k= —, c= ,
TC k

com a suposi¢ao inicial de ¢ = 1, correspondendo a aproximacao de ondas longas.
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6.2 Verificagao do Coédigo Fortran

Para verificar a validade do codigo que resolve um sistema de equa-
¢oes transcendentais nao lineares através do método de Newton, utilizando como
linguagem o Fortran 90, comparamos os resultados obtidos através das equagoes
desenvolvidas na secao 5.1 com os resultados apresentados por Rienecker & Fenton

[13], que por sua vez, foi comparado com os resultados de Cokelet [3].

Como ja vimos na segao 6.1, uma boa condi¢ao inicial para resolver o
problema é dada pela teoria linear. Outros parametros requeridos aqui sao a altura
da onda H*, a profundidade média da agua n* e o ntimero de pontos N, dados no

dominio de metade do comprimento da onda A*.

Agora, em vez de especificarmos o periodo da onda 7, especificamos o
valor de d onde d = k@) /c. Uma vez que a onda é estacionaria e a freqiiéncia da onda
esta definida implicitamente na relagao de dispersao, podemos reescrever a equagao
(5.17) como

k@ — cd = 0.

A equagao (5.18) que define a velocidade foi usada com o valor da velocidade Eu-
leriana ¢ = 0. Isso significa que para alguma profundidade dada, a velocidade
Euleriana média sobre um periodo ¢é igual a zero, ou seja, nao ha correnteza na

agua.

Para reproduzirmos a tabela mostrada em Rienecker & Fenton [13], foi

usado um valor constante para d, onde e~¢ = 0, 5.

O valor inicial para a relagao de dispersao foi obtido de k = ¢d/@Q, onde
o valor inicial de ) é Q = ¢. Dai temos que k = d. Esse valor corresponde a um
comprimento de onda asimensional A =~ 9, que é uma onda levemente longa, ou seja,
ela estd em adguas com uma profundidade relativa % < ? < %, que corresponde a

aguas intermediarias.
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Tabela 6.1: Comparagao dos resultados para o quadrado da velocidade da onda quando
e kQ/c — 0, 5. Na coluna "Calc" mostramos os resultados obtidos pelo nosso
codigo, enquanto que na coluna "ref[13|" sdo expostos os resultados apresen-
tados no trabalho de Rienecker & Fenton [13].

/{Z*C*Q/g*
N =16 N =32 N =64

H*/7* Calc. ref[13] Calc. ref[13] Calc. ref[13]
(a) | 0,1729974 | 0,615059 0,615059 | 0,615059 0,615059 | 0,615059 0,615059
(b) | 0,2526308 | 0,631112 0,631112 | 0,631112 0,631112 | 0,631112 0,631112
(c) | 0,3802643 | 0,666501 0,666501 | 0,666501 0,666501 | 0,666501 0,666501
(d) | 0,4944549 | 0,706443 0,706443 | 0,706443 0,706443 | 0,706443 0,706443
(e) | 0,6024470 | 0,748230 0,748231 | 0,748230 0,748230 | 0,748230 0,748230
(f) | 0,6512510 | 0,764457 0,764455 | 0,764401 0,764402 | 0,764403 0,764403
(g) | 0,6721430 | 0,767721 0,767725 | 0,767646 0,767676 | 0,767721 0,767748
(h) | 0,6832000 - - 0,757845 0,765720 | 0,766514 0,767070
(i) | 0,6908000 - - - - 0,764091 0,766000

Depois de obtido o valor inicial de k, vamos utilizar a teoria linear des-
1
crita na se¢ao 6.1 para obter o valor inicial da velocidade ¢, dada por ¢ = {%} 2

juntamente com os valores iniciais que faltam para resolver o problema.

Para resolver o problema falta fornecermos o valor de D que é funda-
mental para obtermos convergéncia da solu¢ao numérica. Como visto anteriormente,
devemos usar D = 1 para a profundidade média. Porém quando reproduzimos os
dados que encontram-se na tabela 6.1, verificamos que, no momento em que aumen-
tamos a altura da onda, passamos a ter maior instabilidade no sistema, ou seja, a
convergéncia torna-se mais dificil e lenta. Para superarmos isso, a partir da linha
(f), foram usados D = 1,5, D = 2,0 e D = 2,5. Nessa tabela, os espagos que nao
possuem valores sao os casos em que nao houve convergéncia da solugao através do

método usado.

Analisando a tabela 6.1, podemos notar que nossos resultados foram
bem proximos dos resultados fornecidos por Rienecker & Fenton [13] e Cokelet [3].

Isso implica que o nosso codigo é eficaz para o calculo de ondas em dgua.
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Figura 6.1: Perfil das ondas: Na figura (a), foi graficado a linha (a) da tabela 6.1 para o
caso N = 32, enquanto que na figura (b) e (c) foram graficados as linhas (e)
e (h) da tabela 6.1, respectivamente.

Na figura 6.1, foi graficado o perfil de algumas das ondas citadas na
tabela 6.1, com N = 32. Na figura 6.1(a), o grafico corresponde a linha (a) da
tabela 6.1. O eixo das abscissas mostra a coordenada z em sua forma adimensional.

Note que o comprimento de onda adimensionalizado pela profundidade da agua,

A= %— ~ 9. O eixo das ordenadas indica a elevagao da superficie livre n = %—M

também adimensionalizada pela profundidade da &dgua. Observe que a origem foi

assumida no fundo da agua.

As figuras 6.1(b) e 6.1(c), representam as linha (e) e (h) da tabela 6.1,

respectivamente. O procedimento adotado para ambas foi o mesmo da figura 6.1(a).

Note que, quando aumentamos a altura da onda, sua crista fica mais
ingreme e seu cavado mais reto, que é caracteristica de ondas nao-lineares. Esta
onda, por sua vez, esta tendendo para uma possivel quebra. Quando isso ocorre nao

vamos obter solugao através do método de Newton pois este é formado por fungoes.
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Ao quebrar, a onda empina-se para frente tornando-se multivaluada e logo nao pode

ser modelado por essa teoria.

Podemos calcular também o a altura limite de uma onda que se propaga
mantendo a sua forma. Em nosso caso, a onda esté prestes a quebrar na linha (h)
da tabela 6.1, uma vez que com os valores da linha (i) desta tabela, nao houve
convergéncia. Se pegarmos os trés pontos posteriores a crista da onda na figura
6.1(c) e tragarmos uma reta de regressao entre eles, obtemos a seguinte equagao da
reta:

y = 1,53009 — 0,57956 x.

Assim, o angulo de inclinagao desta reta é § = arctan (—0,57956), o que implica que
o angulo interno formado na crista da onda, que é a = 120°, que corresponde ao
angulo obtido por Stokes. Uma abordagem mais profunda a respeito desse angulo

de quebra das ondas serd dada mais adiante.

6.3 Empinamento de Ondas

Como ja mencionamos anteriormente, ondas em &guas sao caracteriza-
das especialmente pela sua altura, comprimento e periodo. Outra caracteristica é
o fato delas serem eficientes no transporte de energia e nao no transporte de ma-
téria. Ou seja, se colocarmos um objeto flutuante na agua, sob o efeito de ondas,
ele sofrera um movimento oscilatério com um pequeno deslocamento residual, pois
as particulas de agua se movem de forma quasi-circular ou eliptica, dependendo
da profundidade da &gua. Agora, se observamos um grupo de ondas, veremos que
algumas destas ondas somem e outras aparecem logo atras, isso é caracteristica do

transporte de energia através delas.

O empinamento de ondas ocorre quando elas propagam-se em aguas
intermediarias numa zona de profundidade variavel e diminuindo gradativamente.
Neste trabalho, vamos assumir que as mudancas de profundidade se dao de forma

suave. Desta maneira, podemos admitir que a onda nao reflete e consegue se "adap-
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n

tar" a nova profundidade. Assim, como nao ha perda nem ganho de energia no

sistema, o fluxo de energia se conserva.

Usando a teoria da refragao de ondas, pode-se mostrar que o periodo
da onda também ¢é constante durante o processo de empinamento e isso decorre da

conservagao de cristas para ondas permanentes.

A figura 6.2 mostra uma ilustracao para o empinamento de ondas, ob-
serve que ocorre um aumento da altura da onda e seu cavado torna-se mais reto até

que ela torna-se instavel e sua tendéncia é propagar-se para frente e quebrar.

Figura 6.2: Empinamento de uma onda quando a profundidade da 4gua comeca a diminuir

O fenémeno de ondas incidentes empinando-se numa praia foi bem apro-
ximado por Rienecker & Fenton [13], assumindo que se a inclinagdo do fundo menor
que 4, 5° a onda age como se fosse permanente e com uma profundidade local cons-
tante. Dada essa hipotese, uma aproximacao simples despreza a dissipagao por
friccao com o fundo e assume que o periodo da onda e o fluxo de energia perma-
necem constantes na troca de uma profundidade para outra. Isto é, assumimos
que ocorre conservacao de cristas e nao ha reflexao de energia com a diminuicao da

profundidade.

6.3.1 Modelagem

Para resolvermos o problema de empinamento de ondas, devido a redu-

¢ao da profundidade, o sistema de equagbes visto na segao 5.1 deve ser modificado
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para incluir as varidveis adicionais; altura da onda H e o fluxo de energia médio F,

cujo valor adimensional pode ser escrito, seguindo Rienecker & Fenton [13], como:

1 1 —
F = 563 — 2C2Q +c (2R —1-— §QBO — T]2> — Q(R — 1), (62)
onde
1 N-1
3 2 2 2
TIQ—W 7]0+77N+2zl7]j]‘
‘7:

Geralmente, neste tipo de problema, a profundidade inicial da agua 7,
a altura inicial Hj e o periodo inicial 7; sao dados. A solucao do sistema a partir
da profundidade inicial fornece o fluxo de energia concordando com a equagao (6.2).
Para sucessivas profundidades, o periodo e o fluxo de energia serao conservados,
enquanto que a altura da onda H serd a variavel do problema. Assim, devemos
incluir no sistema equagoes adicionais para especificar a altura da onda para a

profundidade inicial e fluxo de energia para as subseqiientes profundidades.

As equagbes adicionais para o método iterativo de Newton sao,

1 3 1 —
f2N+7: 503—§CQQ+C(2R—1—§QBO—’/]2) —Q<R—1)—F:0
e
fonis = H— _f = (0 para a profundidade inicial, e
Mo
fonig = F—Fy=0 para as subseqiientes profundidades.

onde Fj é o fluxo de energia adimensionalizado pela profundidade média.

Uma estimativa inicial para o fluxo de energia é dado de acordo com

outras variaveis. Da aproximacao de Stokes, temos

I 7 c?H?sinh kcoshk + k
8 7T sinh? k '

Esta estimativa é necessaria apenas para a primeira profundidade. Subseqiiente-
mente, para pequenas mudancas na profundidade, a solu¢ao seguinte pode ser usada
como uma boa aproximacao inicial para o problema contanto que a mudanca na pro-

fundidade seja calculada na adimensionalizagao.
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6.3.1.1 Mudancas das Profundidades na Zona de Empinamento das Ondas

Mostraremos agora como modelamos a diminui¢ao da profundidade da
agua nas simulagoes numéricas. Como as variaveis usadas no problema foram adi-
mensionalizadas com respeito a profundidade média da agua, devemos fazer uma
nova adimensionalizacao dessas variaveis, uma vez que ha agora mudanca na pro-

fundidade da agua.

Superficie
It=1 F It:z F It=3 F It=4 F
ni=n 7=
I} 2=rij T 4=717 3

batunetria do fundo
v
Figura 6.3: Procedimento numérico: Esta figura indica como modelamos a diminuigao e
a troca das profundidades na zona de empinamento de ondas.

A figura 6.3 mostra como ocorrem as mudangas da profundidade da
agua no procedimento numérico. Observe que a variagao da profundidade é uma
sucessao de profundidades constantes e decrescentes. Assim, denotamos 7,,; = 77,
como a profundidade subseqiiente a 7;. Pelo fato da profundidade ser decrescente,

a constante r é sempre menor que 1.

Para fazer as adimensionalizacoes apds a primeira profundidade, foi
feito o seguinte esquema: o sub-escrito 1 refere-se a convergéncia da solugao anterior

e o sub-escrito 2 refere-se a aproximacao inicial da proxima profundidade.
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Para providenciar uma estimativa inicial satisfatoria das variaveis a se-
rem usadas na nova profundidade levamos em conta que a troca das profundidades se
dé& de maneira suave, assim desprezamos reflexao das ondas e podemos usar a tltima
solucao obtida como uma boa aproximagcao inicial para usar na préoxima profundi-

dade, desde que esta seja readimensionalizada de acordo com a nova profundidade.

Conforme a figura 6.3, definimos r = 77;/77; como sendo a razao entre

as sucessivas profundidades. Assim as readimensionaliza¢oes sao

HZ HY H7t H
Hy==—2=_"L— _1171 = Hy = =1L
ub Up) Up r
* * ( —*)%
c c c c
Cy = _i T = _i T = ! g:]ll = Cy = _i,
(9m5)>  (gm5)>  (973)> T2
*—k *—k kl—*
ko = k3my = Kimy = =1 = ky = kqr,
m
1
Q5 1 Q1 [g9(m})*]? Q
Q2 = _*23; = _*131 - 1[_(* 13)1] = Q2:_§1
l9m)%]2 [9(m3)%]2 9(m5)*] 2

Para a readimensionalizacao da varidavel R, levamos em conta a aproximacao ini-
cial dada na secao 6.1. Assim temos
Iy Ry . (B —L)gm Ry —1

Ry=14+—==1+—==14+——-"" = Ry =
gns gns gns r

Para as proximas adimensionalizacoes, dependemos da discretizacao espacial, in-

dicando essa discretizacao por j, para j = 1,2, --- , N temos
B B* B*), a7 B
(By), = Li2 _ Bl _ (BDhoT L (B, B
gna gmns 9na re

Como a origem do sistema esté no fundo da dgua, a readimensionaliza¢ao da eleva-

¢ao da superficie livre fica
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Ainda devemos fazer a readimensionalizacao do fluxo de energia e do periodo da

onda, apesar destes permanecerem constantes:

1
F* F* F 3(=*\5]3 F
Fy= 2 = i 1p[g_(:71)1] . p-B
pl2(@)°12  plgd(m3)5] p [93(75)°]2 2
1

1 1

2 2 n* T
Ty =T) (_%) =17 (_%) =7 (g—i{) = T = —.
2 Up) gno r2

Como o fluxo de energia e o periodo se conservam, Fy deve ser substituido por

Fo . 70
— € Tp substituido por —-.
rz r2

6.4 Resultados

Iniciamos esta sessao reproduzindo os resultados apresentados nos tra-
balhos de Rienecker & Fenton [13], Stiassnie & Peregrine [15] e Eagleson [5]. Tam-
bém serao mostrados dados experimentais com intuito de verificarmos a validade do

nosso codigo.

Devido a dificuldade de encontrarmos os dados experimentais na litera-
tura foram ampliadas as figuras apresentadas nos trabalhos acima citados e feita a
medida dos pontos experimentais. Estes dados experimentais foram obtidos a partir
de um tanque de ondas com inclinac¢ao uniforme de 1/35 no trabalho de Stiassnie &
Peregrine e de 1/15 no trabalho de Rienecker & Fenton. Posteriormente podemos
ver que foram coletados dados até a posterior quebra da onda, ou seja, até onde as

simulagoes numéricas nao possam prever os resultados.

Para a realizacao das simulacoes utilizando o nosso codigo, seguimos o
trabalho de Rienecker & Fenton. Faremos também a dimensionalizacao dos para-
metros para podermos comparar com os resultados de Stiassnie & Peregrine. Para
isto, nestas primeiras simulacoes, usaremos uma profundidade inicial média da dgua

de 75, = 300 mm, a aceleracao da gravidade g* = 9810 mm/s?, o nivel de referéncia
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Figura 6.4: Comparacao dos resultados: Na figura (a), mostramos a altura da onda em
fungao da profundidade da adgua. Enquanto que na figura (b), mostramos a
velocidade da onda em func¢éo desta profundidade. A altura inicial da onda
foi de Hj = 93 mm e seu periodo inicial foi 75 = 1,0 s. A linha solida indica
os dados obtidos a partir das simulagdes numéricas e os pontos indicam os
dados obtidos experimentalmente.

arbitrario D* igual a profundidade da &gua, ou seja, o valor adimensional D = 1
e o namero de aproximagoes para o coeficiente de Fourier N = 16. A inclinagao
do fundo foi usada como definida na sessao 6.3.1.1, com r ~ 0,999, ou seja, a pro-
fundidade subseqiiente é aproximadamente 0,999 de uma certa profundidade. Para
chegarmos a esse valor foram feitos varios testes e verificou-se que se mudamos esse
valor da inclinacao dentro de um limite para que nao ocorra reflexao da onda, nao

havera mudancas nos resultados.

A figura 6.4(a) mostra a altura da onda em fungao da profundidade
da agua. Enquanto que a figura 6.4(b) mostra a velocidade da onda em funcao da
profundidade da agua. Para obter estes resultados, seguimos Rienecker & Fenton,

onde os valores adimensionais da altura inicial e periodo inicial da onda sao respec-
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tivamente Hy = 0,31 e 79 = 5,72. Seus valores dimensionais sao encontrados da

seguinte maneira:

H = & T T*<£>§
n*? g
H* = Hﬁ*, 7—>’< = (n_>
1
. x 300 mm
H = O, 31 - 300 min, T - (9810 mm/S)
H* = 93 mm, ™ =

Seguindo o trabalho de Stiassnie & Peregrine vemos que o valor inicial
da altura da onda para este caso ¢ H; = 96 mm. Por outro lado, através da for-
mula de adimensionalizagao com o valor proposto por Rienecker & Fenton e também
através de varias simulagoes numeéricas e comparacoes com os dados experimentais,
podemos verificar que o valor adequado para a altura inicial ¢ Hj = 93 mm ou seu
valor adimensionalizado, que é Hy = 0,31. Na figura 6.4(a), foi mostrado como
se comporta a altura da onda em funcao da profundidade do fluido no processo de
empinamento da onda, ou seja, quando a onda tende a quebrar. A linha sélida in-
dica os valores obtidos através das simulagoes, enquanto que os pontos significam os
valores experimentais de Stiassnie & Peregrine, onde cada ponto significa um valor
medido. Este esquema de representacao sera usado em todas as figuras apresentadas
nesta sessao. Foi observado que quando a profundidade diminui, a onda comeca a
empinar-se e tender para o processo de quebra. Na figura 6.4(b) foi graficado a
velocidade de fase da onda na unidade de m/s em funcdo da profundidade da agua.
Neste caso, como prevé a teoria, podemos perceber que a onda viaja mais rapida-
mente quando a profundidade é maior, ou seja, ocorre uma diminuicao da velocidade
da onda com a diminui¢ao da profundidade da agua o que também influencia no

empinamento da onda, fazendo com que esta venha a quebrar.

Na figura 6.5, assim como na figura 6.4(a), foi mostrado o comporta-
mento da altura da onda em funcao da profundidade da agua. Para reproduzirmos
estes dados, inicialmente nao obtivemos sucesso, pois o periodo inicial relatado em

Rienecker & Fenton (75 = 0,95) é excessivamente pequeno. Para isso, seguimos o



20

65 4
50 4
£ 551
E 504
=]
T 45 +
40 .
35 | |

a0 100 150 200 250 300

p " (mm]

Figura 6.5: Comparagao dos resultados: Altura da onda em fungdo da profundidade da
agua com Hyj =39 mm e 75 = 1,67 s.

trabalho de Stiassnie & Peregrine para comparar os dados. Assim, pela adimensio-

nalizacao temos

1
H = 4 T = T (3—*> ’
7 7 )
* 9810 mm/s? \ 2
0,13 = 30(1;[mm7 T = (1,675s) < 300 mnﬁ >
H* =~ 39 mm, T =~ 9,55

A partir disto, podemos deduzir que o valor do periodo inicial da onda (75 = 0, 95)

dado em Rienecker & Fenton tenha sido provavelmente apenas um erro de impressao.

Para os célculos da figura 6.6 foram seguidos os valores adimensionais
da altura e periodo iniciais da onda relatados por Rienecker & Fenton que sao
Hy=0,14 e 19 = 19,04. Agora, se tornamos estes valores dimensionais, chegaremos
a um valor da altura inicial da onda um pouco diferente do valor indicado por

Stiassnie & Peregrine, que ¢ Hj = 37,5 mm. Isto é mostrado a seguir.
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Figura 6.6: Comparagao dos resultados: Altura da onda em funcao da profundidade da
agua com Hj =42 mm e 75 = 3,33 s.

1
H = £ T = 7° (£> ’
n* ) ﬁ* .
o H* o « (9810 mm/s? \ 2
0,14 = smm 19,04 = 7 ( 300 mm )
H* = 42 mm, T &~ 3,33s.

Conforme mostrado também na figura 6.6, podemos concluir que nossa
simulacao com Hj = 42 mm e 7 = 3,33 s se aproxima bem dos valores experi-
mentais. Logo, deduzimos que os valores contidos em Rienecker & Fenton estao

corretos.

Nas figuras 6.5 e 6.6, assim como na figura 6.4, podemos fazer a com-
paragao entre o resultado obtido através da teoria e os dados experimentais onde,
principalmente, comparamos a variagao da altura da onda em fun¢ao da profundi-
dade da 4gua quando esta comeca a diminuir na zona de empinamento da onda. Os
resultados obtidos através das simulacoes sao bons pois podemos ver que ocorre um
aumento na altura da onda conforme diminui a profundidade da dgua até a possivel

quebra da onda. Nossos céalculos se aproximam muito bem dos valores experimen-
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tais. Se verificarmos os trabalhos de Stiassnie & Peregrine [15], juntamente com os

de Rienecker & Fenton [13], veremos que nossos resultados sdo concordantes.

Para as proximas simulagoes seguimos os trabalhos de Rienecker & Fen-
ton [13] juntamente com o trabalho de Eagleson [5]. Eagleson, assim como Stiassnie
& Peregrine nas simulagoes anteriores, forneceu em seu trabalho os valores dimensi-
onais dos dados iniciais necessarios para resolver o problema. Isso nos permite uma

melhor observacao, entendimento e comparacgao dos resultados.

Apresentamos os resultados de sete simulacoes, que sao mostrados na
figura 6.7. Assim como no trabalho de Rienecker & Fenton [13], comparamos os
resultados com os dados experimentais. Estes sao obtidos de experimento com um

tanque de ondas com uma inclinagao uniforme de 1/15, segundo Eagleson.

Para a realizacao das simulagoes que sao indicadas nas linhas sélidas da
figura 6.7, foram usados os valores iniciais da profundidade da édgua, da altura e do
periodo da onda indicados na tabela 6.2. Nesta tabela, também sao mostrados os
valores da declividade inicial das ondas, que ¢ dada por € = I){—:, segundo o trabalho
de Eagleson e também através dos resultados obtidos a partir do nosso codigo. O
nivel de referéncia ¢ D = 1,0 em todos os casos exceto ao caso (f), onde D = 0,9,

isso deve-se ao fato da altura da onda ser um pouco menor neste caso.

O numero de aproximagoes para o coeficientes de Fourier utilizado em

todas as simulagoes a partir daqui é N = 32.

Para adimensionalisar a altura e o periodo da onda, foi usado a acele-
ragao da gravidade g* aproximada com ¢g* = 32,2 pé¢s/s? e a profundidade média
da 4gua 7 descrita na tabela 6.2. Nesta tabela, a coluna "H{/Aj Ref]5]" fornece
os valores da inclinacao inicial da onda segundo Eagleson, enquanto que a coluna
"Hi /A" fornece os valores calculados através de nosso codigo. Podemos ver que
estes valores sao bem proximos, o que indica que a relagao de dispersao inicial esta

sendo calculada corretamente.
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Tabela 6.2: Valores iniciais da profundidade da agua, da altura, periodo e da inclinagao
da onda. Estes dados serao usados para a construgao da figura 6.7.

Onda [ (06s) Mg (06s) 75 (5) Ho/% Relbl M3/
(a) 1,75 0,230 0,938 0,0528 0,051739
) 1,75 0,234 1,101 0,0396 0,039545
) 1,75 0,357 1,105 0,0598 0,059963
d) 1,75 0,440 1,235 0,0611 0,061695
)
)
)

1,75 0,354 1,389 0,0420 0,041634
1,75 0,186 1,428 0,0209 0,021037
1,75 0,265 1,684 0,0237 0,023999

Na figura 6.7, mostramos o coeficiente de empinamento da onda, ou
coeficiente de empolamento de onda, que é dado por Hio, em funcao da respectiva
profundidade relativa da agua. O coeficiente de empinamento das ondas traduz
unicamente a relagao da altura da onda com diminui¢ao da profundidade da agua,

enquanto que a profundidade relativa, como ja mencionado na secao 3.4, indica se

. ., . ol
a onda estd em Aguas rasas, intermedidrias ou profundas. Se {z < 0,05, a onda

¢ considerada em aguas rasas. Se 0,05 > ¥ < 0,5, a onda é considerada em
. . «, . ﬁ* . . .
dguas intermediarias e iz > 0,5 representa o regime de dguas profundas, ou seja, a

batimetria do fundo nao tem influéncia sobre a onda.

Observe que todas as curvas construidas na figura 6.7 referem-se a aguas
intermediarias tendendo para aguas rasas. Nesta situagao se caracteriza o empina-

mento de ondas, ou seja, elas ficam mais ingremes tendendo para a quebra.

Comparando nossos resultados com os dados experimentais retirados

de Rieneker e Fenton [13|, podemos ver que houve acordo.

A seguir mostraremos outros resultados para enriquecer nosso estudo
sobre o empinamento e quebra das ondas. A altura de quebra das ondas e também
o angulo formado na crista da onda no momento em que ela tende a quebrar serao

abordados.
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Figura 6.7: Coeficiente de empinamento da onda em fungao da profundidade relativa da
agua. Sao mostradas sete figuras, referentes aos valores experimentais dados
por Eagleson [5|. Os valores iniciais para as simulagbes, encontram-se na
tabela 6.2.

6.4.1 Resultados Adicionais

Esta sessao apresenta uma discussao acerca das simulacgoes anteriores,

verificando algumas propriedades sobre o empinamento e quebra das ondas.

As ondas que movem-se na zona de empinamento de onda, em aguas
intermediarias, tornam-se instaveis e quebram quando a velocidade da particula da

agua na crista da onda torna-se igual ou até maior que a velocidade de fase da onda.

Na quebra de ondas, a altura da onda é limitada pela profundidade e
comprimento de onda. Para uma dada profundidade da &gua e periodo da onda,
h& um limite maximo para a altura da onda. Quando a altura se aproxima desse
limite, a onda torna-se instavel e quebra. Este limite é chamado de altura de quebra

da onda.
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Em aguas profundas, esta altura é funcao apenas do comprimento de
onda, enquanto que em aguas rasas e intermediarias ela é funcao do comprimento
de onda e também da profundidade da dgua e também da declividade do fundo.
Segundo a Organizagao Mundial de Meteorologia, ( World Meteorological Organiza-
¢ao, WMO) [14], a inclinacao maxima da onda em aguas profundas, onde ? > 0,5

i _

¢ 5+ = 0,141. Para aguas intermedidrias, com { < 0,5, temos uma altura maxima

de quebra de % = 0,83. Ja em laboratorios, essa altura de quebra nao passa de

(§> = 0,78, que ¢ a relagao para a maxima altura de uma onda solitaria.
max

Nas simulagoes numéricas o método de Newton nao fornece solugao
quando a onda tende a quebrar, pois sua crista empina-se para frente tornando-se
multivaluada e impossivel de simular. Neste caso o método diverge. Na tultima
profundidade para a qual ocorreu convergéncia do sistema de equagoes através do
método de Newton o parametro H* /77 define a altura de quebra da onda no método

computacional. Nestas condi¢oes, chamaremos este parametro de altura de quebra

=k

H*
de onda computacional e denotaremos como ( ) :
b

A figura 6.8 mostra a evolugao do parametro H*/7* e a altura de quebra
de onda computacional para os casos referente aos resultados das figuras 6.4, 6.5 e

6.6, respectivamente.

Na figura 6.8(a) com altura e periodo inicial da onda sendo Hj = 93
mm e 77 = 1,0 s, respectivamente, a profundidade relativa inicial é ?—g = 0,214 ¢
a profundidade relativa na quebra da onda é g = 0,13256. Isso indica que todo o
processo de empinamento até a quebra da onda ocorreu em dguas intermediérias.
Na figura 6.8(b), com Hj = 39 mm e 75 = 1,67 s, a profundidade relativa inicial
é Z—g = 0,1128 e a profundidade relativa na quebra da onda é ? = 0,0516. Essa
onda também teve o processo de empinamento e quebra em 4guas intermediérias,
mas podemos notar que a profundidade relativa da agua é menor que a da figura

6.8(a) e a onda quebra praticamente em aguas rasas. Enquanto que, na figura 6.8(c),

com Hj =42 mm e 7§ = 3,33 s, a profundidade relativa inicial é j—g = 10,0525 ¢ a
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Figura 6.8: A evolucao do parametro H*/77* e a altura de quebra de onda computacional,

(Iﬁ{: ) , em fungao da profundidade relativa da agua. Na figura (a), mostramos

os resultados referentes a figura 6.4, na figura (), referentes a figura 6.5 e na
figura (c), referentes a figura 6.6

profundidade relativa na quebra da onda é g ~ 0,027, ou seja, praticamente todo o

processo de empinamento até a quebra da onda, ocorreu em aguas rasas.

Na figura 6.9 também é mostrado a evolu¢ao do pardmetro H*/7* e

a altura de quebra de onda computacional, (%I > referente aos casos descritos na
b

tabela 6.2 e figura 6.7. Podemos verificar que todo o processo de empinamento de

onda, até a quebra, ocorre em aguas intermediarias.

Com as figuras 6.8 e 6.9, podemos ver que todas as ondas tiveram
uma altura de quebra de % ~ 0,7. Essa altura de quebra representa um valor um
pouco abaixo do valor indicado na literatura. Talvez isso ocorra devido as limitagoes
naturais das simulagoes numéricas, como por exemplo o fato de truncarmos a série
de Fourier nas equacoes que modelam o problema e também erros cometidos por

arredondamentos.
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Figura 6.9: A evolucao do parametro H*/7* e a altura de quebra de onda computacional,

(g: ) , em fungao da profundidade relativa da dgua referente aos dados iniciais

contidos na tabela 6.2 ¢ mostrados também na figura 6.7.

6.4.1.1 Perfil das Ondas e seus Angulos de Quebra

Mostraremos nesta segao o perfil das ondas e o respectivo angulo for-
mado na crista da onda no momento que ela tende a quebrar. Este angulo é chamado

de dngulo de quebra.

Segundo Longuet-Higgins [11] e WMO [14], temos que o limite méximo
do angulo de quebra é o = 120°. Kinsman |9, pg. 273| mostrou uma dedugao para

este angulo de quebra a partir da teoria de Stokes.

Assim como todas as comparacoes feitas até o momento, graficaremos
o perfil e calcularemos o angulo de quebra de todas as ondas mencionadas até aqui.

Apos isso, faremos uma breve analise dos resultados obtidos.

Para realizacao das figuras que mostram o perfil das ondas, usaremos

a propriedade de simetria das ondas, como mencionado na secao 5.1. Com isso,
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Figura 6.10: Perfil das ondas: A figura (I) mostra o perfil da onda no momento inicial,
com 7 = 300 mm, Hj = 93 mm e 7§ = 1,0 s. A figura (II) mostra o
perfil da onda no momento em que ela estd prestes a quebrar, neste caso, a
profundidade da 4gua, indicada pela linha reta é 7* = 168,421 mm.

exibiremos o perfil de um comprimento de onda. Para facilitar, colocaremos a crista

da onda na origem do sistema cartesiano.

O perfil das ondas no momento inicial serd denotado por (I) e no mo-
mento de quebra este serd denotado por (II). Para facilitar a visualiza¢ao usaremos
uma escala comum para o eixo das abscissas e outra escala comum para o eixo das

ordenadas, em todas as figuras.

Colocaremos, nas figuras, uma reta para indicar a profundidade média
da dgua em cada caso. Esta reta e o uso de escalas comuns para os eixos das abscissas
e das ordenadas melhoram a visualizagao grafica. Com isso, podemos observar as
variagoes entre o perfil inicial e na ultima iteracdo que ocorreu convergéncia das

ondas. Os parametros mais observaveis sao as alturas e os comprimentos das ondas.

O angulo interno formado na crista da onda ¢ mostrado nas figuras (II),
ou seja, no momento em que a onda estd prestes a quebrar. Nesta condigao, este
angulo sera chamado de dngulo de quebra computacional. Os valores destes angulos
sao dificeis de serem observados graficamente, pois os eixos das abscissas e ordenadas

tém escalas diferentes.
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Figura 6.11: Perfil das ondas: A figura (I) mostra o perfil da onda no momento inicial,
com 773 = 300 mm, Hj =39 mm e 7§ = 1,67 s. A figura (II) mostra o perfil
da onda no momento em que ela esta prestes a quebrar, nesse momento, a
profundidade da 4gua, indicada pela linha reta é 7* = 93, 75 mm.

A figura 6.10(I) mostra o perfil inicial da onda referente a figura 6.4,
com profundidade inicial da agua, altura e periodo inicial da onda sendo n* = 300
mm, H* =93 mm e 7% = 1,0 s, respectivamente. A figura 6.10(II) mostra o perfil
da onda no momento em que esté prestes a quebrar. Nesta situacao, a profundidade

da agua foi de B* = 168,421 mm e o angulo de quebra computacional, aqui chamado

de a, foi 134, 12°.

Para calcular o valor de «, fizemos uma reta de regressao usando os

trés primeiros pontos apos a crista da onda. A equagao dessa reta é dada por
y = 246,44367 — 0,42324 - z.

Com o coeficiente angular da reta, podemos calcular sua inclinacao, que é —22, 94°,

com isso podemos chegar ao valor do angulo «, que é dado por

a = 2(90° — 22,94°),

a = 134,12°.

Essa maneira de calcular o angulo « serd usado em todos os casos

simulados neste trabalho.



60

390 T T T T T T T T T T
360

330

7(x) {mm)

300

-3000 -Z2000 1000 ] 1000 2000 2000

5 T : T : T : T i T £
-2000 2000 1000 0 1000 2000 3000
Xomim)

Figura 6.12: Perfil das ondas: A figura (I) mostra o perfil da onda no momento inicial,
com 7 = 300 mm, Hj =42 mm e 7§ = 3,33 s. A figura (II) mostra o perfil
da onda no momento em que ela esta prestes a quebrar. Nesse momento, a
profundidade da &gua, indicada pela linha reta é 7* = 106, 25 mm.

A figura 6.11(I) mostra o perfil inicial da onda, usando a mesma onda
descrita na figura 6.5, com profundidade inicial da agua, altura e periodo inicial da
onda sendo 7* = 300 mm, H* = 39 mm e 7 = 1,67 s, respectivamente. Na figura
6.11(I) é mostrado o perfil da onda no momento em que esté prestes a quebrar.
A profundidade da agua nesse caso foi de B* = 93,75 mm. O angulo de quebra

calculado foi de oo = 142, 64°.

A figura 6.12(I) mostra o perfil inicial da onda, usando os dados da
onda descritos na figura 6.6, com profundidade inicial da agua, altura e periodo
inicial da onda, n* = 300 mm, H* = 42 mm e 7" = 3,33 s, respectivamente. A
figura 6.12(I1) mostra o perfil da onda no momento em que esta prestes a quebrar,
com profundidade da agua de B* = 106,25 mm. O angulo de quebra neste caso
foi calculado usando apenas dois pontos apods a crista da onda, isso devido ao fato

dela empinar-se de maneira mais ingreme que nas figuras 6.10 e 6.11. O valor desse

angulo de quebra é 126, 20°.

Com as figuras 6.10, 6.11 e 6.12, podemos verificar que o modo com

que a onda empina-se depende diretamente do comprimento de onda. Para ondas
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de maior comprimento, temos que o cavado da onda torna-se maior e mais reto, com
isso a crista da onda tem uma elevagao mais acentuada em relagao ao comprimento
de onda, uma vez que o angulo formado na crista no momento da quebra da onda
praticamente nao se alterou. Isso pode ser verificado através da relagao entre pro-
fundidade da agua e comprimento da onda, ou seja, a profundidade relativa, como
mostrado na figura 6.8. Nesta figura, podemos ver que as ondas mostradas nas
figuras 6.10 e 6.11 sao consideradas em aguas intermediarias, enquanto que a onda
mostrada na figura 6.12 é considerada em aguas rasas. Observamos também que
ocorreu variagdo somente no comprimento de onda, uma vez que a profundidade

inicial da agua foi considerada a mesma em ambos os casos.

Os proximos casos sao referentes a tabela 6.2 e a figura 6.7. A tabela
6.3 mostra as alturas e os periodos das ondas no momento inicial, além das profun-
didades da agua e os angulos formados nas cristas das ondas no momento em que
elas quebram. Observe que nao expressamos a profundidade inicial da agua, pois

esta possui valor tnico de 75 = 1,75 pés, para todos os casos.

Tabela 6.3: Dados referentes ao perfil das ondas: Nesta tabela mostramos os valores das
alturas e periodos iniciais das ondas assim como as profundidades da dgua e
os angulos formados nas cristas das ondas no momento em que elas quebram.

Onda | H (pés) 75 (s) 7f(pés) « (em graus)
(a) 0,230 0,938 0,3817 124,14

) | 0234 1,101 04110 123,60

) 0,357 1,105 0.6066 122,48

) 0,440 1,235 0,7140 119,30
e) 0,354 1,389  0,6591 124,48
)

)

0,186 1,428  0,3989 130,49
0,265 1,684 0,5644 128,58

Para calcular os angulos de quebra em todos os casos dados na tabela
6.3, foram usados trés pontos posteriores a crista da onda. Podemos notar que todos
os angulos de quebra foram praticamente idénticos e um pouco maior que o valor

limite para o angulo de quebra dado na literatura.
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Figura 6.13: Perfil das ondas referentes ao caso (d) da tabela 6.3: A figura (I) mostra o
perfil da onda no momento inicial e a figura (II) mostra o perfil da onda no
momento de sua quebra.

A figura 6.13 mostra o perfil das ondas referentes ao caso (d) da tabela
6.3. Os outros casos descritos nesta tabela nao serao graficados aqui, pois os perfis

sao praticamente idénticos a este.

Assim como nas figuras 6.10, 6.11 e 6.12, a figura 6.13 mostra uma
diminui¢ao no comprimento de onda e um aumento de sua altura. Estd é uma das
principais caracteristicas do empinamento de ondas. Como o cavado da onda torna-
se mais reto e maior, a onda tem uma elevagao mais ingreme perto de sua crista.

Isso faz com que ela torne-se instével e possivelmente quebre.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, foram deduzidas as equacgdes que governam o movi-
mento das ondas em agua. Linearizando as equagoes, obtemos solugoes periddicas
que puderam ser utilizadas para mostrar expressoes que modelam a relagao de dis-
persao e as velocidades de fase e de grupo para ondas em aguas rasas, intermediérias

e profundas.

O problema fracamente nao-linear foi deduzido fazendo aproximacgoes
em séries de poténcia a partir do problema nao-linear. Foram mostrados explicita-

mente os problemas de até ordem 2.

A fim de executar simulagoes, desenvolvemos um codigo em Fortran
baseado em um método espectral para resolver as equacgoes que modelam o pro-
blema completamente nao-linear de ondas estacionarias. A eficacia do cédigo foi

comprovada através de comparagoes com resultados fornecidos por outros autores.

O empinamento de ondas foi a principal aplicacao de nosso trabalho.
Com a hipoétese que o fluxo de energia e o periodo das ondas permanecem constan-
tes enquanto a profundidade da agua diminui, foi possivel fazer varias simulagoes,
reproduzir resultados de outros autores, além de fazer comparagoes com dados expe-
rimentais. As simulagoes numéricas permitiram também observar o comportamento
das ondas na zona de empinamento. Com isso, foi possivel graficar o perfil das
ondas, assim como calcular sua altura e angulo de quebra. Observou-se que con-
forme a onda progredia na zona de empinamento, sua altura aumentava enquanto
seu comprimento diminufa. Desta maneira ela tornava-se mais alta e ingreme, ou

seja, o angulo formado em sua crista diminuia até a possivel quebra da onda.

Os valores limites da altura e do angulo para quebra de ondas foram
atingidos aproximadamente nas simulacoes. De fato, a altura e o dngulo de quebra

das ondas foram respectivamente menores e maiores que os valores fornecidos na
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literatura. Os valores exatos previstos pela teoria nao foram alcancados devido as

limitagoes intrinsecas de um método numeérico.

Como perspectivas de trabalho, estudaremos o método espectral de alta
ordem para solugao de problemas transientes. Este método ¢ conhecido como HOS
(high-order spectral method) e esta descrito nos trabalhos de Dommermuth & Yue
[4], Tsai & Yue [17] e Guangyu [19]. O método empregado em nosso trabalho pode

ser visto como um caso particular deste método espectral de alta ordem.
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Apéndice A METODO DE NEWTON

O método de Newton (ou método de Newton-Rapson), também conhe-
cido como método das tangentes, tem o objetivo de encontrar uma aproximagao

para as raizes (ou zeros) de uma funcao diferenciavel f.

Para encontrar a solugao, toma-se um ponto qualquer da fungao, pre-
ferencialmente o mais proximo possivel da solucao desejada, calcula-se a equagao
da tangente (derivada) da fungdo neste ponto e depois calcula-se o ponto de in-
tersecao da tangente ao eixo das abscissas e o valor da fungao f neste ponto de
intersecao. Repete-se esse processo até chegar a aproximacao desejada das raizes da
fungao. Caso ocorra convergéncia, isto ocorrera rapidamente, pois o método possui

convergéncia quadratica.

Um dos defeitos do método é que precisa-se avaliar, em cada iteracao, a
funcao f e a sua derivada f’. Além disso, o método converge apenas se a aproximagao
inicial estiver préxima da solucao. Por isso, é preciso uma boa escolha para a

aproximacao inicial.

Para facilitar os argumentos, assumimos que o valor da derivada f’ no

ponto requerido é sempre diferente de zero.

O método consiste em executar as iteragoes

xk‘-i—l =X — 5
f'(xy)
a partir de uma condicao inicial bem escolhida zy, e assim obter aproximagoes

sucessivas para a raiz z da funcao f. Isso pode ser visualizado melhor na figura A.1.

Mostramos agora como como a féormula descrita na equagao (A.1) se
relaciona com a idéia geométrica da figura A.1. Para isso, notamos que a inclinagao
da reta tangente ao grafico de f no ponto (zy, f(x)) ¢ dada pela derivada f'(zy).

A tnica reta com inclinagao f’(xy) que passa por (zg, f(x)) é dada pela equagao

y = flar) + f(2) (@ — ).
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Figura A.1: Método iterativo de Newton para problemas bi-dimensionais. Observe a ra-
pida convergéncia da seqliencia {xg, 1, - - }, para a raiz z.

O ponto 11 é definido como o valor de x para o qual y = 0. Isto é,

0= f(xr) + f(@p) (Tr1 — o).

Ou seja,
f(zy)

T T )

A.1 Meétodo de Newton em Dimensoes Mais Altas

Suponha que F': R — R" seja uma fungao diferenciavel e estejamos
procurando z* tal que F'(z*) = 0. Observe que F' leva (21,9, ... ,z,) em um
elemento de R™, que pode ser explicitado por cada uma de suas componentes, isto

¢,

F(xy,za,... ) = (fi(zy, o0 sxn), folzr, oy zn)y ooy (T, o x)).
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Entao, achar um zero de F' é achar uma solucao das equacoes

fl(.’l'l,...,l'n) = 0

fg(ivl,...,lfn) = O

folze, .. .yxy) = 0
que nao sao necessariamente lineares.

Para generalizar, examinamos o método descrito para dimensao 1. As-

sim, aproximando f pela sua expansao em Taylor de ordem 1, temos
f(@) = f(@®) + f(2") (@ - 2™) + Ri(a), (A-2)

ignorando Ry, o ponto z*t1) & definido pelo encontro dessa reta com o eixo das

abscissas, ou seja

0= £2®) + @)@+ - al),

que ¢é a formula de Newton dada na equagao (A.1).

A expansao em Taylor é igualmente valida em dimensao mais alta. Para

primeira ordem, por exemplo, podemos escrever a equacao (A.2) como
F(z) = F(2®) + DF(@W)(z — 2™) + Ri(x),

onde z e R", R; e F s@o fungoes de R” em R™. DF(x) é a matriz jacobiana no ponto

x, isto &,
on Oh on
Oxry Oxy Oz,
Ofy 0fs dfa
DF = —_ == ., ==
(z) oxr, Oxy ox,,
Ofn Ofn Ofn

dxy 1o T Oz,
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Fica implicito que cada uma das derivadas parciais é calculada no ponto x. Por-
tanto, o termo DF(z®)(z — 2®)) é a multiplicacio de uma matriz por um vetor

(coluna), que resulta em outro vetor.

O resto R; tem a propriedade que

lim i (z)

.
st [z — 0]

k+1)

Para definir 2t ignoramos R; e igualamos a aproximacio de pri-

meira ordem a zero:
0= F(z®) + DF(z®)(z*+D) — zk)),

Temos

DF ("2 = DF(2®)z®) — p(2®),

Logo,
L) (k) [DF(:U(’“))]_I F(a®). (A.3)

k+1)

Observe que essa equacio é um sistema linear, onde z( é a incognita.

O método descrito pela equacdo (A.3) é conhecido como método itera-
tivo de Newton. Este método ¢é usado para resolver sistemas de equacgoes lineares e

nao-lineares.
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