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Resumo

Neste trabalho serad obtida a série de Rademacher que determina o valor para a fungdo partigdo irrestrita
p(n). Serd usado o método do circulo com o caminho de integracdo descrito através dos circulos de Ford;
e serd demonstrada a equacdo funcional de Dedekind — peca chave na demonstragdo — para a fung¢do

eta de Dedekind (7).



Abstract

In this work, we prove the Rademacher's series for the unrestricted partition function. We will use the
circle method described through the Ford circles; and the Dedekind's functional equation for the Dedekind
eta function n(7) — a key element in the proof — is also obtained.



CApriTULO 1

INTRODUCAO

Em matematica, quando se subdivide algo em partes menores, é costume se utilizar o termo particdo. No
contexto que serd trabalhado aqui, uma particio é uma expressdo de um inteiro positivo n como soma
de inteiros positivos quaisquer, sendo irrelevante a ordem em que as parcelas sdo somadas. Estaremos
interessados em determinar a quantidade de parti¢cdes que possui um dado n. Mais formalmente:

Definicao 1.1. Dado n > 0 um inteiro, denota-se por p(n) a quantidade de seqiiéncias finitas ordenadas
de inteiros positivos (a1, ...,ay) que satisfazem as propriedades a; > ... > ar en = Zle a;. Por
convengdo, define-se p(0) = 1.

Exemplo 1.1. O nidmero inteiro 4 possui as seguintes particdes

4 = 4
= 3+1
= 242
= 2+1+1
= 1+1+1+1,

portanto p(4) = 5. Alguns outros valores da funcdo particdo sdo p(10) = 42 e p(100) = 190569292.
Costuma-se denominar também de fungdo particdo irrestrita a fun¢do p(n) que acabamos de definir,

pelo fato de n3o termos exigido qualquer tipo de restricdo nas parcelas das somas. A funcdo particdo
cresce muito rapidamente. Uma expressao assintética para ela é a seguinte:

1 my/2n/3
n)n~ € .
p(n) 3

Lembramos que isto significa que o quociente (a divisdo) entre as duas fun¢des tende a 1 quando n
tende ao infinito; neste caso, elas s3o ditas assintoticamente equivalentes.

Neste trabalho, demonstraremos uma expressdo exata para p(n). Ela foi demonstrada pelo ma-
temdatico RADEMACHER, no ano de 1937, quando preparava notas de aula sobre o trabalho conjunto
dos matemdticos HARDY e RAMANUJAN, realizado cerca de duas décadas antes. A expressdo (bastante
complicada) envolve o nimero , raizes quadradas, raizes complexas da unidade, derivadas de fun¢des
hiperbdlicas e uma série.

1.1 Requisitos minitos e as fontes do trabalho

Na parte final deste capitulo serad exibido um roteiro de toda a dissertacdo. Como veremos, para o calculo
de p(n), teremos de calcular a integral de uma fung3o de varidvel complexa. O caminho de integracdo
é descrito no Capitulo 2, e envolve conhecimentos de matemdtica elementar. Utilizaremos a equacdo
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funcional de Dedekind, demonstrada no Capitulo 3, para podermos calcular a integral que mencionamos.
S3o utilizados conhecimentos de varidvel complexa: um conhecimento sobre os zeros e pdlos das funcdes
trigonométricas; a convergéncia do produtdrio infinito de fun¢bes analiticas; a teoria dos residuos de
Cauchy. Uma referéncia da bibliografia é [5]. Também serd utilizado o teorema da convergéncia limitada
de Arzela (conferir [6, pagina 405]). Neste capitulo, também se estuda o grupo modular. Finalmente, no
Capitulo 4, demonstra-se o resultado.

A fonte principal de pesquisa para a dissertacdo é [7]. Mais sobre a histéria deste resultado estd na
referéncia [3, capitulo 5]. Mais sobre o grupo modular pode ser estudado em [4].

1.2 Um roteiro da demonstracao

A ferramenta mais fundamental no estudo das parti¢cées tem demonstrado ser a funcdo geradora. No caso
~ .~ ~ 7 . 7 . _ o0 n .

da fungéo particdo p(n), a funcdo geradora é a seguinte série formal: F(x) = > p(n)z". Felizmente

F' é mais do que uma série formal em x.

Teorema 1.1 (Euler). O somatdrio que define F(x) converge se |x| < 1 e além disso vale a igualdade

ad 1
Fx)=]] Ty

m=1
Em particular, a funcdo F(x) € analitica em |x| < 1.

Antes da demonstracdo, uma observacdo. Um resultado tradicional de varidvel complexa (ver re-
feréncia [5], pagina 163) diz o seguinte

Lema 1.1. Seja G uma regido de C e {f,} uma seqiiéncia de funcées analiticas em G, nenhuma delas
identicamente nula. Sey | [fn(2)—1] converge absoluta e uniformemente nos subconjuntos compactos
de G entdo [[,2, fn(z) converge para uma func3o analitica f(z). Mais ainda, se a é um zero de f entdo
a € zero de somente um ndmero finito das f, e a multiplicidade de a, como zero de f, € igual a soma
das multiplicidades de a, como zero dessas f, das quais a € zero.

Este resultado garante que o produtério Hzozl (1 — ™) converge para uma fungdo analitica definida
no disco unitdrio |z| < 1, pois o somatério > -,z — a série geométrica — converge absoluta e
uniformemente nas partes compactas do dominio || < 1. Mais ainda, como nenhuma das fun¢des
(1—x™) tem um zero em |z| < 1, o produtério [~ ; (1 — z™) é ndo-nulo para todo x que satisfaz |z| < 1.
Portanto [[°_, =y € também analitica em |z| < 1, sem raizes. Agora vamos a demonstragdo do
Teorema 1.1:

Demonstracao: Consideremos, sem perda de generalidade, que 0 < = < 1 e que x estd fixado a
partir deste ponto. Truncamos a expressdo do produtdrio em m = k, dai a expressio H:@:1 ﬁ pode
ser pensada como

k 1 k o / k / /
Hl (1 — xm) _ Hl Zoxnm — Hl (1 4™y x2m + :C3m + .. )

T+t +2? 423+,
(
(142> +2"+2°+..)

x
X .. X
X (1+xk+x2k+x3k+...).

Como cada série Y~  x™™ converge absolutamente, podemos efetuar o produto termo a termo do
produtdrio acima e somar em qualquer ordem. O resultado pode ser expresso como uma série de poténcias
oo i
emx, >, cat
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Vamos identificar quem sdo os coeficientes ¢;. Eles esto ligados as particdes. Tem-se ¢ = 1 = p(0).
Afirmo que p(1) = ¢1,p(2) = ¢2,...,p(k) = ¢ e que ¢; < p(i) se i > k. De fato, pois o produtério
resultard num somatério de todos os termos do tipo z?1!ti22+.+ik onde cada i,, é liviemente um
ndmero inteiro > 0. Portanto o coeficiente de 2’ — que é ¢; — serd igual 3 quantidade de maneiras
de se escrever i como soma dos niimeros 1,2,...,k — possivelmente com repeticdes. Logo ¢; < p(7),
valendo a igualdade para i < k, pois todas as particoes de 1,2, ...,k sé envolvem termos < k.

Por um lado, ja que ¢; = p(4) se i < k, temos

k k k

1 o 1
Zp(n)x chx <chm l_zllmg H m<o®.

n=0 n=0 m=1

Como Hm 1 (1 =) é finito (conseqiiéncia da observacdo feita antes de comecar a demonstracdo) e

independente de k, a seqiiéncia {ano p(n)x™}y é limitada. Ela também é crescente pois p(n)z™ > 0.
Logo, deve convergir. Isto implica que

> s = 1T =

n=0

Por outro lado, pelo fato de que ¢; < p(),

00 [eS) k 1
p(n)x"™ > e’ = e,
2opimez 2 e = I

podemos tomar o limite em k, obtendo

oo

> p(n)z" >
n=0

V
3

m 1(1—37”‘)'

O que implica que para 0 < z < 1 vale a igualdade Y7, p(n)z" = [[°_, m Como a série de
poténcias F'(z) = > 7, p(n)z" é convergente para 0 < = < 1, seu raio de convergéncia é pelo menos
1, logo ela é convergente para qualquer complexo x que satisfaz |z| < 1. Portanto F(x) é analitica em
|z| < 1. Pela observagdo anterior & demonstragdo, []~_, ﬁ também ¢é analitica em |z| < 1. Como
essas duas fungdes analiticas coincidem no segmento real (0,1) — que possui pontos de acumulagio —
elas devem coincidir em todo o dominio |z| < 1, o que conclui a demonstragdo. O

A férmula de Euler fornece uma expressdo, de certa forma, mais simples da funcdo F(z) do que a
express3o original que envolvia os p(n). A teoria dos residuos de Cauchy permite calcular os coeficientes
da expansio analitica de F'(x) — o coeficiente de 2™ é precisamente quem queremos calcular, p(n). Esta
serd a abordagem. Escrevemos

k=0

para 0 < |z| < 1. Esta Gltima série é a expans3o de Laurent de F'(x)/z"*! no disco perfurado 0 < |z| < 1.
Esta fung3o possui um pélo de ordem n+ 1 em x = 0 cujo residuo (coeficiente de 1) é p(n), portanto
pelo teorema dos residuos de Cauchy, para qualquer curva bem comportada C' em 0 < |z| < 1 que d3
uma volta em torno da origem e é orientada positivamente

1 F(x)
C2mi Jo antl

E preciso encontrar uma curva adequada C que nos possibilite calcular efetivamente essa integral. O
método do circulo consiste em escolher uma curva préxima aos pontos taisque z =1, 22 = 1,23 =1, ...,
que anulam os denominadores do produtdrio de F'(x), dado pela expressdo de Euler. O método do circulo
escolhe uma (na verdade, uma para cada N inteiro positivo) curva C' = Cy de “raio” aproximadamente
1 que é dividida em curvas v(h, k) perto da raiz da unidade €>7**/¥ onde (h/k) percorre todas as fracdes
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irredutiveis de denominador < N do intervalo [0, 1] — essas s3o as chamadas fracdes de Farey de ordem
N. A integral ao longo de C' = Cy pode ser escrita como uma soma de integrais ao longo desses arcos

D S
cZ y(h,k) T

(h,k)=1,0<k<N

Em cada arco y(h, k), a fungdo F'(x) no integrando é substituida por uma fung3o elementar W4, 1) (),
que tem essencialmente o mesmo comportamento de F(z) perto de 2™/ Esta funcio elementar k)
surge naturalmente da equagdo funcional satisfeita pela funcio eta de Dedekind 7(7). As fungdes F e 7
estao relacionadas pela equagio

F(e27ri7) _ eﬂ'ir/12/n<7_)’

e a equacgdo funcional para 7 dd uma férmula que descreve o comportamento de F perto de cada raiz da
unidade e27/k A substituicio de F por W (j,x) tem um erro, que precisa ser estimado. Finalmente, as
integrais de W(; 1) ao longo de 7(h, k) sdo calculadas, e suas somas ao longo dos h's sdo termos Ry(n)
da série de Rademacher, que da a express3o para a particao

p(n) = 3" Ri(n).
k=1

Em 1943 (6 anos depois de Rademacher ter obtido este resultado pela primeira vez), ele préprio
modificou o método do circulo, substituindo o caminho C' por um outro caminho do plano 7, através
da mudanca de varidveis + = e2™". Este novo caminho usa os circulos de Ford e uma importante
propriedade que os relaciona as fracdes de Farey — algo que sé foi estudado em 1938, um ano apds o
primeiro resultado de Rademacher. Este caminho de integracdo é o que serd utilizado aqui.



CAPITULO 2

O CAMINHO DE INTEGRACAO

O caminho de integragdo C' utilizado para o célculo de fc 5,7(“? dz n3o serd descrito diretamente em

|z| < 1. Ele serd descrito no semi-plano superior H = {7 € C : &(7) > 0}. A mudanga de varidveis
7 — x = e*™ aplica uma faixa de largura 1 do semi-plano superior H no disco perfurado 0 < |z| < 1,

como mostra a figura abaixo.

|=[=1

plano x

plano T

A constru¢do do caminho é muito interessante. O caminho ligard os pontos i € i + 1 do plano 7 e
todo seu interior pertencerd ao quadrado de vértices 0, 1, ¢ + 1 e . Na verdade, para cada N inteiro
positivo construiremos um caminho C = C)y. Serdo desenhados vérios circulos que se tangenciam desde
1 até i + 1, dentro deste quadrado. Os arcos superiores desses circulos serdo escolhidos e este serd o
caminho — passando de um arco para outro através dos pontos de tangéncia. Cada circulo — usado
para construir Cy — estd ligado a uma fragdo irredutivel do intervalo unitério [0, 1] — uma das fragdes
de Farey de ordem N.

Nosso estudo, neste capitulo, serd primeiro das fragdes de Farey, depois dos circulos de Ford e por fim
a apresentag¢do do caminho de integracdo.

2.1 Fracoes de Farey

Definicao 2.1. O conjunto das fracbées de Farey de ordem n, denotado por F,, é a seqiiéncia finita
ordenada de todas as fragBes irredutiveis do intervalo fechado [0,1], cujos denominadores sdo < n,
listadas em ordem crescente.
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Exemplo 2.1. Vejamos alguns exemplos ilustrativos.

.01 (011 (01121 (0111231
Fy: 1'1) Fy: 1'2'1) Fy: 1'3'2'3'1) Fy: 1'4'3'2'3'4'1)

Os conjuntos F;, crescem com n, isto é, F,, C F,y1. H3 mais duas propriedades sobre as fra¢Ges
de Farey que serdo necessarias. Dois lemas serdo provados inicialmente como auxilio para a prova do
teorema central deste secdo. Antes uma definicdo:

Definicao 2.2. Dadas duas fracbes racionais irredutiveis a/b < ¢/d, com b > 0 e d > 0, a fracdo
mediante das duas é definida como (a + ¢)/(b+ d).

Lema 2.1. Sejam a/b < ¢/d duas fracdes irredutiveis. A fracdo mediante das duas estd entre elas, isto

z

€,
a a—+c < c
b b+d d
Demonstracao: Das desigualdades
a+cigibcfad>0 . Eia+cibcfad>0
b+d b bb+d) d b+d db+d)
conclui-se o enunciado. O

Lema 2.2. Sejam 0 < a/b < ¢/d < 1 duas fragées que satisfazem a relacdo bc — ad = 1 — esta é
chamada de relagdo unimodal. Entio:

o As fracées a/b e c/d sdo consecutivas em F,, se e somente se

max(b,d) <n <b+d-—1.

e Se h/k é a fracdo mediante das duas ent3o valem novamente as relacées unimodais

bh—ak=1 e ck—dh=1.

Demonstragdo: A relagdo bc — ad = 1 implica que as fracdes a/b e ¢/d s&o irredutiveis. A desigual-
dade max(b,d) < n é equivalente a b <n e d < n ou ainda que a/b e ¢/d pertencem a F,.

Suponhamos que n < b+ d — 1 e, por hipdtese de absurdo, que elas ndo sdo consecutivas em F,.
Entdo existe uma fragdo h/k entre as duas, isto é, a/b < h/k < ¢/d. Os fatos de que a/b < h/k e
h/k < ¢/d implicam que ck — dh > 1 e bh — ak > 1. A identidade

k = (bc — ad)k = b(ck — dh) + d(bh — ak)

implica que k = b(ck — dh) + d(bh — ak) > b+ d, uma contradigdo, pois h/k ndo pode pertencer a F,
jAquen <b+d—1<b+d. O quedemonstra que de fato a/b e ¢/d sdo consecutivas em F,, com as
hipdteses do enunciado.

Se as fracBes a/b e c¢/d sdo consecutivas em F, entdo n < b+ d — 1, pois a fracdo mediante
(a+c)/(b+ d) estd entre as duas em Fp 4.

Agora, o segundo item. Seja h/k = (a + ¢)/(b+ d) a fragdo mediante das fra¢des a/b < c/d e
suponha que valha a relagdo unimodal bc —ad = 1. Como a/b < h/k < ¢/d, conclui-se que ck —dh > 1
e bh — ak > 1. Finalmente, a relacdo b+ d = k = b(ck — dh) + d(bh — ak) implica que ck —dh =1 e
bh —ak = 1.

O

Agora o resultado central sobre as fracdes de Farey que serd utilizado:

Teorema 2.1. Para todon, vale a inclusdo F,, C F, 1. Sempre que a/b < ¢/d sejam fragBes consecutivas
em F,,, vale a relacdo unimodal bc — ad = 1. Mais ainda, se a/b < ¢/d sdo fracSes consecutivas em F,
e separadas em F, 1, ent3o a fragdo mediante (a + ¢)/(b+ d) estd entre elas, e nenhuma outra fracdo
separa a/b e c/d, em F11.
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Demonstragao: Serd utilizada indugdo em n. Quando n =1, as fragdes 0/1 e 1/1 sdo consecutivas
e satisfazem a relacdo unimodal. Na passagem de F) para Fj, insere-se a fracdo mediante das duas
anteriores, 1/2 = (0 4+ 1)/(1 + 1), e nenhuma outra fragdo separa 0/1 de 1/1, em F,. As relagdes
unimodais ainda valem em F5, pois 1 x 1 —0x1=1e2x1—1x1=1. Agora o passo de indu¢3do.
Suponhamos o teorema vélido para n e vamos mostrar que ele é vélido para n + 1.

Sejam a/b e ¢/d fragdes consecutivas em F),, e que satisfazem a relagdo unimodal bc — ad = 1, pela
hipétese de inducdo. Seja h/k a mediante das duas, ou seja, h = a+ce k =b+ d. Pelo Lema 2.2,
sabe-se que vale a relagdo unimodal ck — dh = 1, logo h e k sdo primos entre si. Se as fracdes a/b e
¢/d n3o sdo consecutivas em F, 1, entdo (n+1) > b+d—1, pelo Lema 2.2. Como a/b e ¢/d n&o sdo
consecutivas em Fy 4 (pois h/k = (a + ¢)/(b+ d) estd entre elas), conclui-se que (n + 1) < (b+ d).
Logo (n+ 1) = (b+ d) = k. Os dois pares de fracdes a/b < h/k e h/k < ¢/d sdo consecutivos em
F, 11, segundo o Lema 2.2, pois k = max(b, k) e k = max(d, k). As relagdes unimodais ck —dh =1 e
bh — ak = 1 s3o satisfeitas, também pelo Lema. Isto mostra que na passagem de F,, para F, .1, cada
nova fracdo que surge tem de ser a mediante de duas fragdes que eram consecutivas em Fj,, € que os
novos pares satisfazem as relacdes unimodais. O que finaliza o passo de induc3o.

O

2.2 Circulos de Ford

O matematico L. R. FORD foi quem primeiro estudou as propriedades dos chamados circulos de Ford,
em 1938, por isso receberam seu nome.

Definicao 2.3. Dado um nimero racional irredutivel h/k, o circulo de Ford correspondente a esta fracdo
é denotado por C(h,k): é o circulo do plano complexo de raio 1/(2k?) cujo centro estd no ponto

(h/k) +1i/(2k?).

raio = —

h
k

Um circulo de Ford qualquer C(h, k) localiza-se no fecho do semi-plano superior H e tangencia o eixo
real no ponto h/k, pois a medida de seu raio é igual a medida de sua parte imagindria. Considere F,, o
conjunto das fracdes de Farey de ordem n. Se dispusermos os circulos de Ford correpondentes a cada uma
das fracGes de F,,, os circulos de Ford correspondentes a fracdes de Farey consecutivas corresponderdo a
circulos tangentes e exteriores um ao outro. Esse é o contelido do primeiro teorema desta sec3do.

Teorema 2.2. Dois circulos de Ford C(a,b) e C(c,d) ou se tangenciam ou n3o se intersectam. Eles se
tangenciam se, e somente se, bc—ad = £1. Em particular, fraces de Farey de mesma ordem consecutivas
correspondem a circulos de Ford tangentes.

Demonstragdo: Vamos supor, sem perda de generalidade, que a/b < ¢/d. Seja r o raio do circulo
C(a,b) e R o raio do circulo C(c, d). Da defini¢do, sabemos as coordenadas dos centros dos dois circulos,
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logo podemos determinar a distancia D que os separa

2
o (-5 ()

Por outro lado, sabemos a soma do raio dos dois circulos (elevarei ao quadrado para assemelhar-se a
férmula de D?)
2
1 1
RP=(-5+-=] .
(r+R) (2b2 * 2d2>

Calcularemos a diferenca D? — (r + R)2. Se ela for igual a zero, os circulos s3o tangentes; e se ela
for positiva, eles n3o se intersectam. Essa diferenca vale:

2 2 2
9 2 (a c\? 1 1 1 1 _ (ad —bc)* -1
D_(T+R)_(b_d)+<2b?_m2) _(2b2+2d2 = e Y

Portanto ou os dois circulos se tangenciam ou eles ndo se tocam. Se as fracdes a/b e ¢/d sdo
consecutivas em F,,, pelo Teorema 2.1, vale a relagdo unimodal, portanto os circulos de Ford C(a,b) e
C(c,d) se tangenciam exteriormente. O

As coordenadas dos pontos de tangéncia podem ser calculadas.

Teorema 2.3. Sejam a/b < h/k < c/d trés fracbes de Farey de ordem n consecutivas. Os pontos de
tangéncia dos circulos C(a,b) e C(h, k) e dos circulos C(h, k) e C(c,d) sdo, respectivamente,

o _h b + ! {
T R R
e
h d 1
Qg = +

A CET T

Demonstracao: Uma figura auxiliard a demonstracio.



2.3 Construcao do caminho

Conforme a figura, tem-se

N
a1 = k p ¢ 2k2 q

Através da semelhanca dos tridngulos retangulos, determina-se p e g. Primeiro

I
h a  _1 1
o5 mmtmr REHP
portanto
b
P R+ 02

q 7#_#71)27]{:2
e awmtar DR
portanto
1 b2 — k2
1= 92y k2

Substituindo os valores de p e g na expressdo de o, na férmula 2.1, chega-se na férmula desejada.

A férmula para s é obtida de modo anélogo.

2.3 Construcao do caminho

O

Para cada inteiro positivo NV, serd construido um caminho Cy que liga os pontos i e i + 1. Considera-
remos os circulos de Ford correspondentes as fraces de Farey de ordem N, Fiy. Fragles consecutivas
correspondem a circulos tangentes, segundo o Teorema 2.2. Se a/b < h/k < ¢/d s3o fragdes de Farey de
ordem N consecutivas (até o final desta secdo, estas fracdes desempenham o mesmo papel), sdo conside-
rados os circulos respectivos de Ford C(a,b), C(h, k) e C(c,d). Os pontos de tangéncia de C(a,b) com
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C(h,k) e de C(h, k) com C(c,d) dividem o circulo C(h, k) em dois arcos, um superior e um inferior. O
arco superior 7y(h, k) faz parte do caminho Cy, como mostra a figura:

Cih,k)

O caminho Cy é a unido de todos esses arcos superiores. Com a excecdo de que para as fragdes 0/1
e 1/1 sdo consideradas a parte do arco que estd dentro do quadrado de vértices 0, 1, i e i + 1.

Exemplo 2.2. O caminho C3 € descrito na figura seguinte.

E conveniente estudarmos, neste ponto, o efeito de uma certa mudanca de varidveis sobre C(h, k).

h
= k2 (r— =

mapeia o circulo de Ford C(h,k) do plano T num circulo K do plano z de raio 1/2 em torno do ponto
z=1/2.

Teorema 2.4. A mudanca de varidveis
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S

Os pontos de tangéncia das frac6es de Farey consecutivas o e as, descritos no Teorema 2.3, sdo
aplicados respectivamente nos pontos

L k2 i kb
L= 12 T 52 k2 + b2
e
k2 kd
2o

= +i )

k2 +d2 k2 +d2

O arco superior que une ai; a s € aplicado no arco de K que n3o toca o eixo imagindrio de z.

Demonstragdo: A translagdo 7—(h/k) leva o circulo C(h, k) para a esquerda h/k unidades, portanto
move seu centro para o ponto do eixo imagindrio i/(2k?). A multiplicagdo por —ik? expande o raio para
1/2 e rotaciona o circulo de 7/2 no sentido hordrio. As expressdes para z; e zo seguem diretamente
das expressoes a; e as do Teorema 2.3, aplicando a expressiao da mudanca de varidveis. Finalmente,

o arco superior de C'(h, k) é aplicado no arco de K que n3o toca o eixo imagindrio, pois o ponto h/k
(pertencente ao arco inferior) é levado na origem (pertencente ao arco que toca o eixo imagindrio). [

As seguinte estimativas de mdédulo serdo utilizadas.

Teorema 2.5. Tem-se

Se z estd na corda (segmento de reta) que une z; a zz, entdo

2k
2| < L
N

O comprimento desta corda é < %

Demonstracao: Basta calcular

Y+ k20 kP
(k2 +b2)2 k2402

|21 =
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2.3 Construcao do caminho

E de modo andlogo se obtém a expressdo de |z|. Agora a segunda parte do teorema. Considere z
pertencente a corda que une z; a z3. Queremos mostrar que |z| < % Temos |z| < max{|z], |22}
Ent3do basta mostrar essa desigualdade para z = z; e z = 2z, faremos o primeiro caso, o segundo sendo
andlogo. Da expressdo obtida para |z;| e da desigualdade que relaciona a média aritmética com a média

quadratica
2 1 p2
k+b < [k?+b |
2 2

obtém-se
k
<

21| = ——= < 3
VER+DE TR TR

Repare que N+1 > k+b, pois as fracdes a/b e h/k sdo consecutivas em Fy. Da anilise do tridngulo
A0z 25 conclui-se que o comprimento do segmento que une 2y a 29 é < |z1| + |22|, e a desigualdade
O

|z] < % pode ser aplicada para z = z; e z = 23, 0 que finaliza a demonstrac3o.



CAPITULO 3

A EQUACAO FUNCIONAL DE DEDEKIND

Esta equacgdo (na verdade uma formulacdo equivalente) serd muito importante para o calculo da integral
no método do circulo. Para sua demonstracdo — o objetivo deste capitulo —, precisamos estudar antes
alguns assuntos.

Eis um roteiro deste capitulo. Primeiro, estudaremos o grupo modular I', que é um grupo de trans-
formacgBes que agem sobre o semi-plano superior H = {7 € C: §(z) > 0}, que s3o aplica¢des analiticos
inversiveis de H sobre si mesmo. Em seguida, estudaremos as somas de Dedekind s(h, k) e algumas de
suas propriedades — essas somas tem a ver com a fracdo h/k do caminho «(h, k). Depois, introduzi-
remos a func¢do eta 7(7) de DEDEKIND, que é uma fungdo analitica definida no semi-plano superior H.
Finalmente, veremos o que ocorrerd quando compusermos a fungdo 1 com as transformacdes do grupo
modular, o que dara origem a uma equacdo funcional — é nesta equacdo em que aparecem as somas de
Dedekind.

3.1 Grupo modular I

Estamos interessados em transformagdes de Mobius (unimodulares)

az+b
cz+d'

flz) =

onde a, b, ¢ e d sdo inteiros que satisfazem a relacdo ad — bc = 1. Esta transformagdo é analitica
(exceto por um pélo em z = —d/c € R) em todo plano complexo C, mas sé estaremos interessados no
semi-plano superior H C C, onde ela é analitica em todo ponto. Transforma¢des de Mobius unimodulares
sdo inversiveis. A inversa é também uma transformacdo de Mobius unimodular

dz —b

—cz+a’

AOE

Lema 3.1. Toda transformacdo unimodular f(7) = (at + b)/(cT + d) deixa invariante o semi-plano
superior H.

Demonstracao: Temos

S(f(r) =S ((QT +b)(cT + d)) _ S(aetT + adt + cdT + bd) (1)

o7 + dJ? T + dJ? " er +d)?’

portanto se 7 € H entdo f(r) € H, lembrando que H é caracterizado pelos complexos cuja parte
imaginaria é positiva. O

O conjunto de automorfismos de H em que estamos interessados em estudar é I', o conjunto de
todas as transformacgdes de Mobius unimodulares restritas ao dominio H. Este conjunto I" munido da

13
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operacio de composicio resulta um grupo. Vejamos uma outra interpreta¢do de f(7), que dd uma outra
caracterizacao util de T'.

A transformagdo f(7) = (a7 +b)/(cT +d) esta ligada a matriz A = CCL Z ) Sem apelar para um

excesso de notagdo: o que ocorre é que a composi¢do de transformacgdes de I' corresponde ao produto
das matrizes correspondentes. E preciso fazer um parénteses. A transformagdo f(7) estd ligada a duas
matrizes, A e —A. De fato, pois f(7) = (—ar — b)/(—cr — d). Agora podemos enunciar a outra
caracterizacdo. O conjunto de matrizes 2 x 2 de coeficientes inteiros e determinante 1 quociente pela
relacdo de equivaléncia que identifica matrizes simétricas A ~ —A, munido da operacdo de produto, é
um grupo (denota por PSLy(Z)). A correspondéncia descrita hd pouco entre essas matrizes (na verdade,
é a classe da matriz, mas omitiremos esse preciosismo) e I' é um isomorfismo de grupos, considerando T’
com a operacdo de composicdo. A definicdo explicita é:

Definicdo 3.1. O grupo modular T' é composto de todas as transforma¢ées f(1) = (at +b)/(cT +d) =

a b . . ~ .

< ¢ d ) (z) — onde a, b, ¢ e d sdo inteiros que satisfazem a relacdo ad — bc = 1 — restritas ao
dominio H. A operagcdo considerada é a composicao.

Teorema 3.1. O grupo modular T € gerado pelas transformacées S(17) = —1/7 e T(r) =7+ 1. Vale a
relacdo S%? = 1.

~ [ . . a b
Demonstracao: Serd mostrado, analogamente ao enunciado, que qualquer matriz A = ( ¢ d ) S

" é igual a um produto (n3o necessariamente (inico) de matrizes do tipo
11 0 -1
T‘(o 1)e5_<1 o)'

A demonstragdo sera por indu¢do em ¢, que podemos supor, sem perder generalidade, que satisfaz
c> 0.

Sec=0entioad =1, portantoa =d ==+l e
(5 ) ()
Sec=1entdioad —b=1, portantob=ad — 1 e
(1) (5 ) (8 ) (4 )
Agora o passo de indugdo. Assumimos que a afirmac3do esta provada para todos ¢ < ¢y, onde ¢y > 1,

e vamos provar que ela vale para ¢ = ¢p + 1. Como ad — be = 1, tem-se (¢,d) = 1. Pelo algoritmo da
divisdo euclidiana, existem ¢ e r satisfazendo 0 <r < ce d = cq+ r. Dai

—q_ [ a b 1 =g\ ([ a —ag+b
AT <c d)(O 1 )(c r
—qo_ [ @ —aq+Db 0 -1\ [ —-ag+b —a
AT S_(c r )(1 0 o r —c ]

que, pela hipétese de indugdo, pode ser escrita como produto das matrizes S e T, jd quer < c—1 = ¢,
o que finaliza a demonstrac3do. O

3.2 Somas de Dedekind

As somas de Dedekind s(h, k) surgirdo na equacdo funcional da func3o eta n(7), que serd estudada na
préxima secdo. Até o final desta sec3o, serd assumido que h e k sdo inteiros, k > 0 e (h, k) = 1. Primeiro,
a definicdo das somas de Dedekind.
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Definicdo 3.2. Se h e k sdo inteiros, k > 0 e (h,k) = 1, a soma de Dedekind s(h, k) € definida através
da expressao
k—1
r [ hr hr 1
=X (5 - ] -3)

Como de costume, o simbolo |z] representa a parte inteira de x, ou seja, o Unico inteiro k tal que
k < |x] < k+ 1. Outra notagdo que serd utilizada é a seguinte, ((z)) definida da seguinte maneira:

[ z—|z]—3 sex ndo éinteiro;
(=) = { 0 se x é inteiro.

A func¢do ((x)) é periddica, com periodo 1, e impar, isto é, ((—z)) = —((z)). O seguinte somatdrio
-1

()0

pelo argumento que segue. Neste somatério, r estd percorrendo todas as classes médulo k. Podemos
substituir os r's, devido a periodicidade de ((x)), por outros representantes da mesma classe médulo k.
Para um certo 7, se a classe de —r médulo k for diferente, entdo ((%)) + ((—%)) = 0, pois a fungdo
((x)) é impar. Pode, entdo, restar no somatdrio um dnico r que estd na mesma classe de —r médulo k.

Mas neste caso ((r)) = 0 pois —((r)) = ((—r)) = ((r)). O que conclui o argumento.

E

I
o

T

Utilizando-se desse argumento das classes médulo k, se obtém uma expressdo mais geral

5 () -e

sempre que (h, k) = 1, pois hr percorre todas as classes médulo k.

Feitas essas observacoes, é possivel encontrar uma outra expressdo para a soma de Dedekind, que

S eSS ()

r=1 T T

=3 () (%)) e

r=0

ou seja,

Teorema 3.2. Se h = +h/(mod k) entdo s(h, k) = £s(h, k).

Demonstracao: E uma conseqiiéncia da férmula 3.1. O

N3o existe uma férmula simples para s(h, k). Contudo, existe uma lei de reciprocidade que relaciona
s(h, k) e s(k, h) de uma maneira simples. Esta lei serd necesséria adiante. A demonstra¢do n3o é a original

o . . sk 2
de Dedekind, é devida a Rademacher e Whiteman, e consiste em calcular a expressio > r_, (%)) de
duas maneiras diferentes.

Teorema 3.3 (Lei da reciprocidade para somas de Dedekind). Se h > 0, k > 0 e (h,k) = 1 entdo

12hks(h, k) + 12hks(k,h) = h? + k* — 3hk + 1.

Demonstracao: Tem-se

M (CNESI((5) S o (I

r=1 r=1 r=1

que, ao ser expandida, resulta
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por outro lado

S (1) - 5

r

T
k—1 k—1 k—1
hr hr h? 9 1
(%)) -k iz
r=1 r=1
As duas expressoes juntas, ja feito ajustes, resultam

2hs(h,k)+§ VZJ Q’ZJ +1) - hzl;” kir? - ;Iir (3.2)

r=1

No somatdrio, do lado esquerdo da igualdade 3.2, separamos os termos para os quais L%J tem um
valor igual. Como 0 < r < k, tem-se 0 < % < h e se pode escrever

e

onde v = 1,2,...,h. Para cada v destes, seja N(v) a quantidade de valores de r para os quais se tem
|42 ] = v — 1. Esta dltima express3o é equivalente 3 v — 1 < 2 < v ou ainda
k(v—1) < kv
A
h h

aigualdade v —1 = = ¢ excluida pois ela equivale a (v—1)k = hr, entretanto 0 < r < k e (h,k) = 1, ou

seja, hr ndo pode ser mitiplo de k£, uma contradigdo — para o caso k = 1, este argumento n3o funciona,

s6 que este é um caso onde o somatdrio é vazio. Portanto | %" | = v — 1 para r de |k(v —1)/h] + 1 até

lkv/h], logo
N(v) = [kv/h] = [k(v —1)/h],

istose 1 <wv < h—1. Para v = h, tem-se de excluir o caso r = k, portanto

N(h)=k—1—|k(h—1)/h].
Agora, temos

>IES

r=1

I
o~
<
|
—
S~—"
<
=
<
S

hi (v—="1)v Qm - V(”}L_DD} + h(h — 1)N(h)

3 WJ {(v = 1)v —v(v+ 1)}} + (k—1)h(h —1)

v=1

— {hzlv V;J } + (k= Dh(h—1).

v=1

>
|

Por outro lado, da definic3o,
h—1 h—1 h—1 h—1
kv kv 1 kv 2k 9
alk) =2 v (h B hJ - 2) =2 v hJ DI

v=1 v=1 v=1
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Logo
k—

1 JQ J+1)—2h5kh Zv +Zv+h ~1(k-1)

Substituindo esta expressdo, na equacdo 3.2, chegamos a lei da reciprocidade. O

r=

3.3 A equacao funcional

A fun¢3o eta de Dedekind 7(7) foi estudada pela primeira vez em 1877, por Dedekind. Ela estd ligada a
funcio geradora das particdes F'(x) pela equacio 7(7)F (e2™7) = e™7/12. Vejamos uma definicio.

Definicdo 3.3. A fungio eta de Dedkind 1(7) € definida para cada T € H (lembrando que H = {7 €
C : (1) > 0} € o semi-plano superior), pela expressio

71'17'/12 H 271'1n‘r

Conforme a explicacdo dada antes da demonstracdo do Teorema 1.1, sabemos que o produtério
[172, (1 — 2™) converge para uma fungdo analitica, sem zeros, definida no disco unitario |z| < 1.

Se 7 € H entdo x = e?™7 satisfaz |z| < 1. A expressio que define a fungdo 7 envolve o produtério
[, (1 —2™), com este z. Concluimos dai que a fun¢do 1 é composicdo de duas fun¢des analiticas,
logo é analitica em todo o dominio H.

Agora estudaremos o que acontece quando fazemos uma composicdo da fun¢do 1 com uma trans-
b
d

n{(at +b)/(ct + d)} com n(7). Essa expressdo envolve as somas de Dedekind e é chamada de equacdo
funcional de Dedekind.

- a - :
formagdo do grupo modular I'. Para c € I', encontraremos uma expressdo que relaciona

A equacdo funcional é a seguinte: para ¢ > 0

. ( h ) = (A){ifer + d)}2n(r)

ct+d

€(A) = exp {m' (“;;Cd ~ s(d, c)) }

s(d,c) é uma soma de Dedekind.

onde

A demonstragdo que apresentaremos tem duas partes. A primeira demonstra diretamente que a
equagdo funcional é valida para os casos A=T e A= S, recordando que T'(7) =7+ 1e S(1) = —-1/7
— o primeiro caso sendo facil e o segundo bem mais dificil. A segunda parte da demonstra¢do usa o fato
de que o grupo modular I' é gerado por S e T'. Finalmente, se mostrard que se a equagdo funcional vale
para A ent3o ela também vale para AS e AT. Isto implicard que ela vale para quaisquer produtos de S
e T, que, como sabemos, é todo o grupo modular T'.

3.31 CasosT e S

Para o gerador T(7) = 7+ 1, tem-se
77(7_ + 1) 71'2(7'+1 /12 H 27rzn T+1))

2min(T+1) _

mas e e2™"7T logo

n(r+1) =™/ (7).
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Mais geralmente ‘
W(TP(r)) = e/ 2 ().

Para o outro gerador S, a demonstracdo é bem mais dificil. A prova apresentada aqui é devida a C.
L. SIEGEL, ver na bibliografia [1].

Teorema 3.4. Para cada 7 € H, tem-se

o0 =) e () = (in) ).

T

O ramo do logaritmo, usado para extrair a raiz quadrada, é o tradicional: log(z) > 0 para z > 0.
Na demonstracdo que segue, serd utilizado o seguinte resultado (conferir referéncia [6, pagina 405])

Lema 3.2 (Teorema da Convergéncia Limitada de Arzeld). Sejam {f,}nen fungdes reais Riemann-
integraveis definidas no intervalo fechado [a,b]. Suponha que f, converge pontualmente a uma funcdo
| também Riemann-integrdvel e que { f.}nen € uniformemente limitada em [a, b]. Nestas condi¢cdes

b

b b
lim fn(x)d:lc:/ nli_)mocfn(x)d:c:/ f(z)dz.

n——oo

Demonstragdo: A primeira parte estd pronta. Queremos demonstrar a expressio n(—1/7) =
(—i7)"/?n() para todo 7 € H. O lado direito e o lado esquerdo desta equacio sio funcdes analiticas
na varidvel 7, definidas no semi-plano superior. A estratégia da prova serd demonstrar que a equacio é
vélida para 7 = iy com y > 0. Por continuag¢do analitica, as duas fun¢es devem ser iguais em todo H
e portanto a equagdo é vélida em geral.

1/2n(iy), que é equivalente a

Para 7 = iy com y > 0, a equagio se torna n(i/y) =y
. . 1
logn(i/y) —logn(iy) = ; logy.

De fato, o logaritmo pode ser tomado, pois da expressdo que define n(7), vemos que ela é um ndmero
real e positivo se 7 é da forma iy com y > 0. Entdo

e 00
. ™ o T o
logn(iy) = _Tg +10gH(1—e 2 7Ly):—%+210g(1—e 2mny)
n=1 n=1
_ _@ B i io: e—27rm,ny
12 m
n=1m=1
B TY il e2mmy 7ry+§:1 1
B 12 ml—e-2mmy 12 m1l— e2rmy
m=1 m=1
Ou seja, queremos demonstrar que
oo oo
1 1 1 1 T 1 1
Z m1l—e2mmy Z mil_em/y 12 <y—y> =—§10gy_
m=1 m=1

Iremos provar esta dltima expressdo através da teoria de residuos de varidvel complexa. Seja y > 0
fixo, a partir daqui. Para cada n inteiro positivo, colocamos m = n + % e definimos a func3o auxiliar

m™Tmz

1
F,.(2) = ~% cot mimz cot

Seja G o paralelogramo de vértices y, i, —y e —i, conforme a figura:
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Vejamos quais sdo as singularidades de F), no interior da regido G. Como cot = cos/sin, estamos
interessados nos zeros das funcdes cos e sin. Os Unicos zeros da func3o sin sdo da forma 7z para z
inteiro; e de cos z, da forma 7wz + g para z inteiro.

Para cada k inteiro, z = ik/m é um pdlo simples, pois é um pdlo de cot mimz mas ndo é um zero
de cot ™22, Os pdlos interiores a G sdo aqueles com k = +1,42,..., +n. De modo andlogo, se conclui
que z = ky/m é um pélo simples de F,,(z), para k = £1,+2,...,4n. O nimero z = 0 é um pdlo
simples tanto de 5= como de cot mimz como de cot Tmz/y, portanto é um pdlo triplo de F),(z). Essas
sdo todas as singularidades em G.

Pela teoria dos residuos, podemos determinar o residuo de F,, no ponto z = 0 definindo g(z) =
23[F,(2)] e calculando 2¢”(0), que resulta i(y — y~!)/24, fazendo as contas. De modo similar, se
conclui que para cada k, como do parédgrafo anterior, o residuo de z = ik/m é ﬁ cot ”le que é uma
func3o par em k, portanto

n

n 1 mik
> Resim(Fa(2) =2 ——cot .
€Sik/m (Fn(2)) 2 87rk co

(0#£k)=n y

Mas

—6
+e 1 2
COtZQ_Zee—ee:Z(l_l—eze>

Se escolhemos 6§ = 7k /y, obtemos

n

Z Reszk/m( = % k;

1 1
o 2T Z % e27rk/y .
(0#)k=—n

k:

?T‘\H

E de modo similar para as singularidades z = ky/m, chegamos a

n

Z Resky/m (Fn(2) = 4mi Z k' 2mi Z kE1l-— 62’”“9'

(0#)k=—n

Multiplicamos os residuos por 27i e os somamos, em seguida fazemos n — oo. Pelo teorema dos
residuos de Cauchy, teremos

o0

11 — 1 1 m !
r Fu(2)dz =Y ——e =y ~
ngloo s (Z) Z "Lz:l m 1 — e2mmy "LZ:1 m1— @27"7"/?/ 12 (y y)
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Por outro lado, se mostrarmos que lim,, fac: F,(2)dz = félog Y, a demonstracdo estard com-
pleta.

Definimos como sendo C' = §G a curva da fronteira do paralelogramo G. Vamos estudar o que
ocorre com a fungdo zF,(z) nos lados do paralelogramo quando n tende ao infinito. Os pontos do lado
pertencente ao primeiro quadrante — segmento [i, y] — sdo da forma ti+ (1 —t)y onde 0 <t < 1. Para
estes pontos, o limite é § — isto pode se obtido através da férmula cot(z) = i(1 + €*#)/(—1 + €*#). O
mesmo para o segmento [—y, —i] j& que a fun¢do cot é uma fungdo impar. Nos outros dois segmentos,
o limite é —%. Mais ainda, a fungdo F),(z) é uniformemente limitada em G — também pela expressdo de

cot, deduz-se este resultado. Pelo teorema da convergéncia limitada de Arzela,

lim F,(2)dz = / lim an(z)%

N NRINE
e
{ <10gy+ 7;) + <logy+ 7;)} = 3 logy

= s = ool

E a prova estad terminada.

3.3.2 Caso geral

Teorema 3.5 (Equagdo funcional de Dedekind). Se A = < Z Z ) €' ec > 0, entdo para cada

T € H, vale

0(E50) = ) =iter + ) (o),

onde

e s(d,c) é uma soma de Dedekind.

A demonstragcdo que apresentaremos é devida a BASIL GORDON. Nés ja sabemos que o teorema vale
nos casos especiais A = T™ e A = S, basta substituir os respectivos coeficientes a, b, ¢ e d para verificar
este fato. Sabemos também que qualquer transformacdo A € I' pode ser escrita como um produto

(possivelmente envolvendo viérias repeticdes) das transformagdes S e T. O que serd demonstrado é que

~ . . - . a b
se a equacgdo funcional é vélida para uma certa transformag¢do unimodular A = ( ¢ d ) eI, com
¢ > 0, entdo ela também é valida para AT™ e AS. A restricio ¢ > 0 n3o diminui a generalidade do
teorema, pois caso ¢ = 0, entdo da relacdo ad — bc = 1, conclui-se que a = d =1 e que A = Tb:
e se ¢ < 0 podemos substituir a matriz A por —A, pois elas sdo equivalentes (correspondem a mesma
transformagdo de Mdbius). Estes dois fatos reunidos provardo a equagdo funcional de Dedekind no caso
geral.

A demonstragdo sera feita através de trés lemas. Os dois primeiros relacionam €(A) com ¢(AT™) e
€(AS). O dltimo concluird o argumento explicado no pardgrafo anterior.

Lema 3.3. Se A = (

a b
c

d

) €T ec >0, entdo para qualquer inteiro m, tem-se

€(AT™) = ™™/ 12¢( A).
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Demonstracao: Temos
m_ [ a b 1 m a am+b
AT (c d><0 1>(c cm+d>’

(AT™) = exp {m' <“+0m+d — s(em +d, c)> } .

portanto
12¢

Mas, pelo Teorema 3.2, s(em+d, ¢) = s(d, ¢); separando o termo (c¢m)/(12¢), chega-se ao resultado.
O

Lema 3.4. SeA—(Z Z)eFec>O, entdo

e~/ 4e(A) sed >0,
€(AS) = { e™/te(A)  sed <0.

Demonstracao: Suponhamos, primeiro, que d > 0. Temos

(1)1 )-(5 )
¢(AS) = exp {m' (blgd —s(— c,d))} = exp {m' <bl2d—|—s(c d))} (3.3)

pois —s(—c¢,d) = s(c,d), pelo Teorema 3.2. A lei da reciprocidade de Dedekind implica que

c d 1 1
sle.d) +s(de) = oo+ 50— 14 o

Substituimos o 1 da dltima fracdo por ad — be, rearranjamos as fracdes obtendo

b—c a+d 1
d) = — s(d,¢) — -
2a Teed =g medo —g
Se substituirmos esta expressio, em 3.3, obteremos €(AS) = e~ ™/4¢(A), que é a primeira parte do
lema.
No caso d < 0, usamos a matriz simétrica da anterior :Z i ) (equivalente a AS) Essencialmente
as mesmas contas obtém a expressio €(AS) = e™/4¢(A). O
Lema 3.5. Se a equacdo funcional de Dedekind
(A(r)) = e(A){=i(er + d)}/*n(r) (3-4)

a b

€ satisfeita para algum A = ( ¢ d ) €T, comc >0, entdo ela € satisfeita para AT™ e para AS.

Demonstragcdo: Suponhamos que a equacgdo seja satisfeita para A e substituamos 7 por 7 (1) em
3.4,

NAT™)]) = e A{=i(cI™(7) +d)} (T (7))
e(A){~i(er +me+ d)}2em ™ (T (7))
= (AT™){~i(er +me+ d)}2y(T(r))
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para a dltima passagem, foi usado o Lema 3.3. Portanto a equacdo funcional de Dedekind é satisfeita
para AT™ se é satisfeita para A. Agora a segunda parte, suponhamos ela satisfeita para A, e substituindo
T por S(7), em 3.4, obtém-se

N(AS(]) = e(A){~i(eS(7) +d)}/n(S(7))
= e(A){~i(eS(r) + )} /2 =i} 2 (r) (3.5)

pelo Teorema 3.4. Suponhamos inicialmente que d > 0, reescrevemos

CS(T)—FCZ:—E—FCZ: dr — ¢
-
daf d
Z(CS(T) —‘rd) _ _Z<_ .T+c)e—7ri/2
—1T
pois €™/2 = j. Finalmente

{—i(eS(T) + d)YV2{—ir}/? = e/ —i(—dr + ¢)}V/2.

Substituindo esta expressdo em 3.5 e usando o Lema 3.4, concluimos que a equacgdo funcional de
Dedekind é satisfeita para AS. O caso d < 0 é andlogo. O

3.4 A equacgdo funcional em termos de F(z)

A equacio funcional para a func¢do 7 precisa ser reescrita em termos da fun¢do F'(x).

Teorema 3.6. Seja F(z) =[] °_, (1 —2™)7 !,

m=1

2wih 27z , 2miH 27
TEEP\ T T ¢ e Ty T )

onde R(z) >0, k>0, (h,k) =1 ehH = -1 mod k. Entdo

F(z) = emis(hk) (%)1/2 exp (%z - %22) F(x).

Se |z| € pequeno, entdo x estard muito préximo da raiz da unidade e2mh/k enquanto 2’ estard muito

préximo da origem, onde F(0) = 1. A expressdo ent3o descreve o comportamento de F(z) quando z
estd préximo da raiz da unidade €*™**/* e a funcdo se comporta, a menos de uma multiplicagio por

costante, como

S1/2

™
P (@)

~ a b " . .
Demonstracao: Se < ¢ d > € I’ com ¢ > 0, a equagdo funcional para 1(7) pode ser escrita como

1

1
n(r) ()

onde 7' = (at 4+ b)/(cT +d). Como F(e*™7) = e™7/12 (1), e da equagio acima, temos

{—i(er + d)}Y? exp {m' (‘“Ld + s(—d, c)) }

12¢

F(ezmT) _ F(e%”/) exp (W) {—i(er + d)}1/2

X exp {m’ (“gcd +s(—d, c)) } | (3.6)
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Agora definimosa = H,c=k,d= —h, b= f% eT = % Da expressio 7/ = (ar+b)/(cT+d),

concluimos que
, iz '+ H

TT Tk

e a equacgdo 3.6 transforma-se em

2mwih 2wz 2miH 27
F - == = F _“n 1/2
(o (51 -5)) = (= (557 -5))

T Tz _
X exp { 2k 12k + ms(h,k)} .

Se substituirmos z por z/k, temos a férmula do enunciado do teorema.



CAPITULO 4

A DEMONSTRACAO FINAL

Teorema 4.1. Seja n > 1 um inteiro. A funcdo particdo p(n) € dada pela férmula

& a [simh {73 (n— %)}
p(n) = 3 kZ:l Ak(”)\/g%

n— 3z

onde
(h,k)=1

Ak(n): E: 67ris(h,k)f27rinh/k.
0<h<k

e s(h,k) é uma soma de Dedekind, dada por
k—1
r [ hr hr 1
hoky=>» —(——|—|—=].
S( ’ ) r=1 k ( k \‘ k J 2)

Demonstracao: Ja sabemos que

onde
Fz)= [ @=a™™"=> pn)a"
m=1 n=0

e C é qualquer curva bem comportada em 0 < |z| < 1, que dd uma volta em torno da origem x = 0. A
mudancga de variadveis

T = 6271'27'
aplica o disco unitdrio perfurado 0 < |z| < 1 numa faixa vertical de largura 1 no plano 7, como mostra

a figura da pégina 5.

—27

Se x percorre um circulo de raio e com centro em x = 0, o ponto T percorre o segmento que une os
pontos i e i + 1. Neste ponto da demonstracdo, substituimos este caminho pelo caminho de Rademacher
Cn, construido na secdo 2.3, que é composto dos arcos superiores dos circulos de Ford correspondentes
as fracdes de Farey de ordem N. Dai

p(n) — / F(eQTriT)e—QTrin‘rdT_
Cn

A partir deste ponto, n serd mantido fixo, mas N n3o. Podemos subdividir o caminho Cn em
varios caminhos v(h, k) — correspondente a cada fragdo de Farey h/k de ordem N. Por simplicidade de
notacdo, denotarei Fy o conjunto das fracoes de Farey de ordem N. Entao

Z / F(e27ri-r)e—27rinrd7_.
EFN 'Y(hak)

p(n) _ / F(e27ri7—)e—27rin7'd7_ —
on (h/k)

24
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Para calcularmos a integral fw(h k)’ fazemos a mudanca de varidvel descrita no Teorema 2.4,
,

o
T—k k2.

O Teorema 2.4 mostra que essa mudanca aplica o circulo de Ford C(h, k) em um circulo K de raio
1/2 em torno de z = 1/2. O arco ~y(h, k) é levado no arco de extremidades z; = z1(h, k) e 20 = 22(h, k),
descrito no Teorema. Temos

#2(hk) omih 272\ i . )
p(n) — Z F (exp ( k _ k2)) ﬁ€72ﬂ'znh/k62nﬂ'z/k dz
(h/k)eFy ¥ #1(1F)
z2(h,k) .
- Z ik*zefzmnh/k/ T i p <exp <27Zh - 2;2)) dz.
(h/k)EFN z1(hok)

Agora usamos a equagdo funcional de Dedekind reescrita para F(x), descrita no Teorema 3.6. Para

2mwih 2wz
T = | exp k — ? ,

existe um H tal que hH = —1 mod k. Dai

Fo = 0 (2) o (2 2

, (27riH 277)
z' = exp -=).

para

k z

As contas comecam a ficar muito grandes, a partir daqui. Vamos simplificar as coisas, definindo

Uy (z) = 21/2 exp( T e ) :

122 12k2

Sabemos que F'(0) = 1; vamos usar um truque comum em andlise, que é o de escrever F(z') como
1+ {F(2")—1}, ai a integral se reparte em duas integrais, e cada uma delas serd tratada diferentemente.
Obtemos, entdo,

p(n) — Z ik—S/Qeﬂis(h,k)e—?‘n’inh/k‘ (Il(h7 ]{7) + IQ(h, k/’)) (41)
(h/k)EFN
onde
ZQ(h,k}) 2
Bk = [ e
Zl(h,k)
€

Zz(h,k) 2 H 2
IQ(h, k) = / \Ilk(z) {F <exp < ’/T]:; — ’/T)) _ 1} e2n7rz/k2dzl
Zl(h,k) zZ

Vamos tratar primeiramente de I5; mostraremos que se tomarmos NN suficientemente grande, I
torna-se arbitrariamente pequeno, ou seja, este termo, de certa forma, desaparecerd do nosso célculo.
Vamos ao trabalho.

Podemos mudar o caminho de integracdo, dentro da expressdo de I, pela corda que une z; a 23,
conforme a figura seguinte, e isto ndo influenciard no célculo da integral, pois ndo ha singularidades no
interior da regido formada pelas duas curvas.
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ST

J4 estimamos o comprimento deste segmento no Teorema 2.5; ele n3o é maior que 2v/2k/N. Para
cada z que esta na corda que liga z; a 29, vale a desigualdade |z| < v/2k/N.

Os pontos no circulo e no interior dele sdo da forma z = % +ret? onde 0 < r < % Precisaremos
tratar de %(1/2); usando o fato que 1/z = z/|z

§R(l) ~ R(1/2+17cosd — rsinbi) 1/2+ rcosf

2
, temos

= = >1
(1/2+71cosf)? + (rsinf)?2  1/4+rcosf+r2 =

z

pois 1/2+rcosf — (1/4+rcosf+r?) =1/4—r*> >0, jd que 0 < r < 3. Parar =1, isto é quando
z esta sobre o circulo K, R(1/z) = 1.

Ou seja, para cada z no circulo K ou no interior deste circulo, temos 0 < R(z) <1e R(1/2) > 1, e
para z no circulo vale a igualdade R(1/z) = 1. Agora vamos as estimativas do integrando em I5:

2miH
’\I/k(z) {F (exp < mA 27T)> _ 1} 62n7rz/k2dz‘
k z

Ll 1 m nrtR(z 2 wiHm —27mm/z
= z|1/2exp{12§)%(z) — 1%2%(3)}62 RIS | §™ () e2mitim/k g=2mm)
m=1

™ 1 2 - —2mm z
< ‘Z|1/2 exp{w%(z)}eﬁzﬂ'/k Z p(m)e 2rmR(1/z)

m=1

o0

< ‘Z|1/262n7r Z p(m)6727r(m7(1/24))9?(1/z)

m=1
< ‘Z|1/262n7r Z p(m)e—27r(m—(1/24))
m=1
_ ‘z|1/262n7r Z p(m)e—Qﬂ(24m—1)/24
m=1
S
< ‘Z|1/2€2m'r Z p(24m _ 1)6—271-(24m—1)/24
m=1
= c\z|1/2

onde
o

c = e2nT Z p(24m - 1)67277(2477171)/24.

m=1
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Este nimero ¢ ndo depende de N ou de z, apenas de n, mas este estd fixado desde o comeco da
demonstracdo. Ja estimamos o integrando de I, ele é < c|z|1/2, onde ¢ é uma constante; como z esta
na corda que une z; a z9, |2| < v2k/N. Também sabemos que o comprimento de toda a corda é
< 2\/§k/N. Juntando a estimativa do integrando e do tamanho do caminho de integracao,

Iy (h, k)| < CE*/2N—3/2

para alguma constante C que n3o nos interessa. Agora relembrando a férmula 4.1, temos

N (h,k)=1
Z ik—S/Qewis(h,k)e—Qﬂinh/kIQ(h7 k’) < Z Z Ck—lN—B/Q
(h/k)EFN k=1 0<h<k
N
< CN?¥2)y 1=CN7'/2 (4.2)
k=1

Agora vamos cuidar de I;; também é uma integral de z;(h,k) até z3(h,k) ao longo de um arco
do circulo K. Vamos integrar no circulo todo K, e mostraremos que o erro entre essas duas integrais
também é da ordem de N~1/2. Omitimos o integrando para simplificar as contas,

Z](h,k) 0
Il(h,k):/ —/ —/ :/ —Ji — Js.
K(-) 0 z2(h,k) K(-)

A notagdo K (—) indica que o circulo é percorrido no sentido negativo, ou seja, hordrio. Para estimar

|J1|, vemos que o comprimento do arco que une 0 a z1(h, k) é menor do que

k
wlz1(h, k)| < TF\@N

Ja estimamos o tamanho do caminho de integracdo em Ji, agora vamos estimar o integrando. Ja
sabemos que R(1/z) =1 e 0 < R(z) <1 se z estd no circulo K, portanto

1
62nfr21/4k1/267r/12
S N1/2

Dai concluimos que
|J1‘ < C1k‘3/2N_3/2,

multiplicando o comprimento do caminho pela cota do integrando; e C; é uma constante. De modo
similar, se obtém uma estimativa
|J2‘ < Cgk'g/QNiB/Q.

Agora lembramos que na expressio 4.1 de p(n), surgiu I1(h, k) dentro de um somatério 3, /1)c -
Fazendo essencialmente a mesma conta que em 4.2, concluimos que a influéncia destes termos J, ja feito
o somatdrio, na férmula de p(n) é da ordem de N—1/2_ E portanto quando N for tomado suficientemente
grande, ele se tornard insignificante. Temos, entdo, a expressao

N (h,k)=1

p(n) _ Z Z ik75/2e7ris(h,k)€727rinh/k/ \Ilk(z)e?nﬂ'z/k2dz+O(N—1/2).
k=1 0<h<k K(-)

Tomamos o limite N — o0,
p(n) = iiAk(”)ks/z/ 2M2 exp = 4 Iz n— 1 dz
=1 K(-) 122 k2 24 ’

(h,k)=1
Ak(n): Z eﬂls(hyk)f%mnh/k_
0<h<k

onde
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Sé o que falta é calcular esta integral. O que se faz é uma mudanca de varidveis, primeiramente, e
em seguida, a integral que se obtém é calculada em termos de funcdes de Bessel. Os detalhes estdo em
[7, pdg. 109] e [2, pag. 181]. Por fim, chega-se a férmula de Rademacher

& a (simh{Fy/3(n—3)}
p(n) = 777\/5 ;Ak(n)@% 1

24
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